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. Hexa je p mpoct 6poj u 0 < m < n. Axo pF | (::L)7 ookaszaTh Oa je n = p~.

. Hokazaru na je Cp =

. Har je mpupoman 6poj k. Omgpenuru Hajmawmu npuponan 6poj C TakaB ma je ﬁ(n—s—k

ApurMeTnyra CBOjCTBa OMHOMHUX KO€(UIMjeHATa,
Bep3uja 1.4: 17.5.2017.

Lywan bByxuh

. (Kymeposa meopema) Ilorazatu na je cTemeH mpoCTOr Opoja p y OGUHOMHOM KOE(ULIUjeHTY

(:1) (0 < m < n) jemmak 6pojy mpeHoca mudapa y OCHOBU p NpU cabUpamy m u n — m.

k

. Ilokaszatu na je mzc{l,2,...,n} memus ca um3c{(}),(5),..., ()} 3a cBako n € N.

IlokazaTu na je CTemeH OBOjKE Y (2:) jemHak Opojy jemuHuUIa y OMHAPHOM 3aIUCy M.

2
. IlokazaTu na (:) HEMAa MPOCTUX AEJUJIANA Y UHTEPBAILY (%",n)

%_H(Q:) eo 6poj 3a ceako n € Ny (Kamanarnos 6poj).
2n )

meo 6poj 3a cBaku mpupomaH 6poj n = k.

. (a) Heka je n npupoman 6poj u p npoct genuialn 6poja n. Ako p™ || n u k < m, nokazaru

na ouma p™ k|| (p@). (p™ || n 3maum ma p™ |n um p™ttin.)

(6) Axro je p* > n u p™ || n, nokazaru ma pF~™ || (p:).

. Hera je n > 1 npuponan 6poj. Axo je H3,Z[{<71L), (g), e (n’il)} =m > 1, nokasaru ma je m

k

npoct 0poj m n =m” 3a Hero k € N.

Axo cy k < m < n npuponrn Gpojesn, nokasaru na (i) u (') mucy ysajammo mpocru.
Heka cy £k m m natwm nmpupomauau 6pojeBu.
(a) IokasaTu ma MOCTOJU N TAKBO H& Cy (Z), ("Zl), ol ("Jr,’z*l) CBU JIEJBUBU Ca M.

(6) Hokasaru nxa cy (), (":1), ey (”']gk) y3ajaMHO mpocTH 3a cBakro n € N.

3a matu mpuponaH 6poj r, o3HAUMMO ca [N, HajMamu ONpUpOoAaH OpOj TAKaB Oa Cy CBU

: N, (2n . _r(2r
OpojeBu nH(n) nesu. Ilokazartu na je N, = i(r)'

3a npuponan O6poj m, 03HAUMMO ca nf TIPOM3BOI CBUX IpoCTUX Opojera He Behux onm n.
Ilorazatu ma je nf < 4™.

Hoxrazatu Lepmpanoe nocmyaam: 3a cBako n > 1 mocroju npoct 6poj p can < p < 2n.

Hexa je p mpoct u 4, j meau 6pojesu, 0 < 4,5 < p.
(a) Horasaru na p | (¥) 3ai> 0.
6) Horasaru na je (77') = (=1)" (mod p).

7

(6)

(8) Ilokazatu na je %(f) = % (mod p) 3a i > 0.

(r) Horazatu na je (“;J) = (-1) (P—jl,_i) = (-1 ).
n—1

Hexka je n mpuponan 6poj. Axo je ("7') = (-1)' (mod n) 3a i =0,1,...,n — 1, norkasaru

Ia je n mpocCT.

Ioka3zatu nma 3a npoct 6poj p u 0 < n < p BaKu (2”) = (—4)"(?) (mod p).

n

Hoxkazatu na je (8) - 2(?) +22 (3) — et (—2)1%1 (2;11) =1 (mod p) 3a cBaku npoct 6poj
p> 3.
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Ilokazaru na je > ,_, Cr, =1 (mod 3) ako u camo ako 6poj n+1 canpxu nudpy 2 y samucy
ca OCHOBOM 3.

(ﬂy%acoea meopema) Axo cy m = mkpk+mk,1pk_1+~ +mip+tmoun = nkpk—l—nk,lpk_l +
.-+ 4+ n1p + ng 3anKUCU TPUPOAHUX OpoOjeBa Mm,n y OCHOBHU p, TAIA je

() =T1(%) moan

Ako je n mpupomaH u p IpocT 6poj, HOKa3aTu Ia je (Z) = [%] (mod p).

Har je npuponan 6poj n. Iorazatu na je 6poj nenapuux mehy GpojeBuma (’Z) (0<i<n)
jemHaK HEKOM CTEINEeHY NBOjKE.

Hoxrazatu na je 3a cako m € N, meby Gumomanmm koepumujenruma (1) (0 <k <n < 2™),
O0poj HemapHuUX jemHak 3.

Hat je npuponan 6poj n. Jlokasaru na je 6poj menapuux mehy GpojeBuma ("ZZ) (0<i<

5) mapas ako m camo ako je n =2 (mod 3).

Hexka je p npoct u n npuponan 6poj. Axo cy 1 < j,k < p— 1 upuponau 6pojesu u n = k
(mod p — 1), nokazatu na je (’;) + (j+(271)) T (j+2(7;71)) 4. = (l;) (mod p).

Ako je p > 5 nmpoct 6poj, KOKa3aTU:

() p| 1+ 5+ + Gopyes

©) p* |1+ 5+ -+ p—il (Boacmenzoamosa meopema);

1
(B) p| Zl<i<j<p TR

Axo je p > 3 mpocT 6poj, mokazaTtu ma p° | (2;7) — 2.
JlokazaTu ma 3a mTpocT 6poj p > 3 u mpupoaaH Gpoj n Baxu p° | (T;p) —n.

— n—1

Axo je n mpupomas u p > 5 mpocTt Opoj, JoKa3aTu Ia je (p;) =p (mod p?nt1).

Hexa je S,, = {(Z), (27?), (3’:), o (7;2)} 3an € N. Jloka3aTu Ja HOCTOju BECKOHAUHO MHOTO

CIIOKEHUX NPUPOMHUX BpojeBa n TakBuUX 1a S, (a) nuje; (6) jecme MOTIMYH CUCTEM OCTATAKA
IO MOIYIY M.

Axo je p > 3 mpoct 6poj, noxaszatu ma je Y.¢_o (P)(PT) =27 + 1 (mod p?).

%

Heka je p memapam mpoct 6poj. 3a cBako a, medumumumo S, = § + % + -4 ‘;)p:ll. Axo
je S3+ S84 —3S: =2, m,n € N, norkazatu na je m nemuso ca p.
Axo je p > 2 mpoct 6poj, DOKa3aTu ma je % =l+i+L14+-+ 1)%2 (mod p).
ﬁ, rze ce CyMupa 1o k-TOpKama HemapHUX
uagexca 0 < i; < ig < -+ < i <p. (Hop. Hy = 1+%+~--+p—i2.) IHoxkazaTu na je
2P~1 =1+ pH, + p*H, +---+p%HE-
2

3a narwm mHenapan 6poj p, o3Haunmo Hy =Y

3a mpoct 6poj p > 5, DOKa3aTu na je (2;11) = (—1)%141’_1 (mod p?).
2

Ako je n mpuponaH Opoj, noraszaTu ma je 36up Zzﬂ:gl (Zkk) (a) memus ca 3; (6) memus ca

3".

Heka je n mpupoman 6poj. lokazaru ma GpojeBu (QH(;l), (2nf1), (T;l), e (gfif_ll) opu
nememy ca 2" majy ocrtarke 1,3,5,...,2" — 1 HeKuM penoM.

k+1 k
3a npupoman 6poj k > 2, morazatu ma je (5, ) — (4i-1) memmso ca 2%, a mnje ca 2%F+1,
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Pemema

. Crenen py () = W'm)' je Yiso(lZ] =[] = [%5™]). Y oBoj cymm, i-Tu cabupak je

p* p*

‘=1 u 0 y cynpornom. Omasae ciemu TBpbeme.

jemHak 1 axko ce mpeHOocu udpa y3 p

. O,ZIMaX cjenr M3 IPpEeTXOonHOoT 3aJaTKa.

. Ho 3a7aTKy 2, 3a CBakM TMPOCT 6poj p, ako p' | ( ) 3a HekO k, oHma je p' < m, maKiIe

p* |u3c{l,2,...,n}. IIpema Tome, (k) nmenu u3c{l,2,...,n} 3a cse k.

. Crenen 6poja 2y (*") je Y,o0([2] —2[2]). Cabupax [2%]—2[2] je jenmax i-T0j GunapHO]

nu@pu OTHO3aou y N.

. 3a mpoct 6poj p € (%”,n), EKCIIOHEHT y3 P y 2”) je ?” — 2[ ]=2-2-1=0.
. IToBomHO je morasatm ma je [i—?] =[] = [% 1] > 0 3a cBaro i € N u npocro p. Oso,
MebyTmm, omvmax caemu u3 jemmaroctu [2x] = [x] +lx+3]zax= L
2 2
Pewemwe 2. C,, = (:) - (nfl)

. Omrosop je C =2k +1. 3a n =k, 6poj 21@6;1 je meo, marue 2k +1 | C. C gpyre crpane,

6p0j nz-&l-cljjl (’rifk) = 2(712-&th) - n%&tll;:}l (’rifk) = 2(n+k) (nz—f]:r—&l) je neo.

k

. (a) Cremer py () je vp =D ;0 0([2] — [2] - [=2]). Cabupak [%]—[i—f] [2#] je jemmax

P’ p* p*
O3a1<z<knz>m n 1l 3a k <i<m, onakne cremn v, = m — k.

k
(6) Crenen p y ( ) je Zi>0([%] - [,Tnz]
m<i<k,u0y cynporHOM.

k
[ppjn], opu yeMy je i-Tu cabupak jemHak 1 3a

. W3 ycnosa ciemu ma m | n. Iocmarpajmo Hexm mpoct mesnumar p 6poja m; meka p* || n

ITo mperxomHOM 3amaTKY, p 1 ( ) nmaryue m { ( ) a Mo yCJIOBY 3amaTka Mopa ouru n = pP;

yjenuo je u m crenen 6poja p. Takobe, u3s p1 I (p,:il) caemu m = p.

Bpoj naposa A, B nmonckynoBa maTor n-ejieMeHTHOr ckyuna ca |A| =k, |[Bl=mu A C B

jenHak je Wm =} (:;kk) = (")(}). Omasze je % = (5?2)7 MaKJIe JIEBU pPa3-

m—k

JIOMaK je CKpaTuB jep je (7;) < (2), u TBpbheme omMax cienu.

(a) Ha mpumep, n = mk! 3anoBomasa yciaose.

(6) Tepbemwe je rpusujamuo 3a k = 1. Ilpernocrasumo ma je k > 2 HajMamu OPUPOIAH

6poj 3a koju mocroje n u d raxeu xa cy (}), ("Zl), . (”HC) nmesmuBu ca d. Tana cy u cBe
pasiuke ("+;+1) — (”2’1) = (Zﬂ) 3a1=0,1,...,k — 1 memuse ca d, mTo je y CyIpOTHOCTU

ca MuHHMAajgHOmNy O6poja k.

IMTokaskumo npso na N, | 2( ) ITorpebHo je ma mokaskeMo ma n-+r meau A, , = %(27) (2;) =
(2r—1)1(2n)!

W 3a CBaKO N.

[ocmatpajmo Hekn npocT aemunan p | n+r; veka p* || n+r. Crenen py A, . je v, = > is0 Cis
rae je ¢; = ([2Z72] — 2[Z2) + ([&] - 2[7%]) = 0. IIpermocraBmmo ma je ¢; = 0: Taza je

p* p* p* )
[22;1] = 2[’;1} u [i—?] = 2[%]7 olakje cilelu Ia T U n Jajy ocTaTke He Belie on ”2—71 npu
nememy ca p', mpu demy p' {7, omakse omvax mobujamo p'{n +r. Crnemm ma je ¢; > 1 3a
i=1,...,k, u mpema ToMe v, > k. Kako 0BO Basu 3a CBaKo p, 3akibydyjeMo ma n+r | Ay, ..

(27
A A .
IIpermocraBumo cana na je N, < & (2:). To 6u 3HauwmIO Ha —2( ) nenu —ni: 3a cBe N, Tj.

n,r

IOCTOjU MPOCT OPOj p KOjU mesn o 3a cBe n. Crasumo n +r = pF. 3a 1 <i < k umamo

[2’;1]—&-[%]:2pk—i—lm[Tp’,;l]—k[ﬁ]—pk t— 1, omakze je ¢; =1 3a 1< z<l<;1/1c1—03a

i > k. Hakne, v, =k, tj. p* || Ay, ma p)[ ifr, KOHTPaIUKIHja.
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Bpoj (272&-1) = % je memwuB cBakuM mpocTuM Gpojem y mHTepBasy (n + 2,2n + 1],

(2n+1)f 2n+1 2
e < () <22
Cana tBpheme 3anaTka HOKa3yjeMO MHIYKIUjOM IIO N: aKO je OHO TA4YHO 3a N, OHOA je IO
nperxomaoM (2n + 1)f < 22%(n + 1)f < 22747+ = 42741 ' 1j taumo je mw 3a 2n+ 1 u 2n + 2.

OJakrJIe cJjenn

Hanomena. Ilosuaro je uz anamutuuke teopuje 6pojesa ma je lim, .. ¥/nf =-e.

IIpernocrasumo na y uatepsady (n,2n) Hema npoctux opojesa. Ilo 3amaTky 5, cBu nmpocTn
nmesuonu Opoja (27?) cy ue Behu on 2?" Hexka je (2;’) = pi'py? -+ p,} KaHOHCKA (arTOp-
uzamnuja 6poja (2:) ITo 3amarky 2, 3a cBako p; je p;' < 2n. Tako 3a v2n < p; < % BayKU

r; < 1. Cuemn na je mo 3amarry 13

i<<2:>: I #» Il Pi<pig%(2n)'({?Duqzn)@ﬁ.

pi<V2n  V2n<pi<3P

Crnemu ma je 43 < (Qn)\/%+1 mTo HUje Tavno 3a n > 500, unMe je 3a oBe N MOKA3 3aBPIIEH.
3a n < 500 tBpheme Ttarohe Baxku jep muTepsBaa (n,2n) canpsxku 6ap jeman ox cuenehnx
npoctux 6pojesa: 3,5,7,13,23,43,83,163,317,631.

(a) Oso je Tpusujamno: (¥) = l,(ppill),, roe p|pl mptil(p—1i)l.
6) (F7) = LD i) - CHEDC) _ (_1yi (mod p);

5 = %(i—(f)T(;)ii)! =1(57)) = 1(=1)'" o zexy (6).
r (p—jl_—z) _ (p*lfl)(p*zjf)---(p*%*J) = (_1)j (z+J)-~'(;!+2)(%+1) _ (_1)j (z-;]) (mod p).

Us yemosa je (M) = (") + (") = (1) +(-1)"t=0,7. n|(?) 3ai=12,...,n—1

K3
W3 3amaTra 9 caeau ma je n mpocT OpoOj.

Pewemwe 2. Heka je n cioskeH U p Beros HajMamy npoct genuial. Tana je (—1)P = (";1) =

nel... "p%p'l"l P = (-1)P Y2~ 1), makne & —1=—1 (mod n), Tj. n | 3, konrpammkmmja.
(2r) = @t _ 2i@noil _ (Mo lEo8)-(pontl) - (COMER R PR gye (23t
(mod p).

CyMma u3 3a1aTka je ZE(—Q)”(%) = ZZ%:O 8”(117_1) =(14+8)"% =371 =1 (mod p).

n n

Kako je 2C, = 4(2:) - (i:ff) = (2:) - (27;:"12) (mod 3), cyma u3 3amaTka ce KpaTw 10
%(@) — (%ﬁf)). OBo je rourpyentao ca 1 (mod 3) ako um camo ako 3 | (27,::”'12). Tepbeme

cienu mn3 KyMepOBe TeopeMe.

IoBomHO je nokaszaTu na saxn () = (Zl,l) (ZL(?) (mod p) aro je m = pm/+mo un = pn’+ny,

0 < mg,ng < p - omatse he JlyrkacoBa TeopeMma CIeIUTU UHIYKIIAjOM.
Bpoj () je xoepuumjent ys z" y nomumomy (1 + z)™. Ha ocmoBy samatka 15 je (1 +
2P =1+ 2P (mod p), ma je (1+z)™ = (14 z)™P(1+z)™ = (1+22)™ (1+z)™ (mod p).

/
m

Koegummjent y3 2" = 2" P10 v nommmonmy (14 zP)™ (14 2)™0 je jeamax (n,)(:z;’), unme je

JNOKa3 3aBPIICH.

ITo JIykacoBoj Teopemu je (Z) = (q)(rg)) =n' (mod p), rme je n=pn' +ng un 0 < ng < p.

Hexka cy n = nE2k 4 +ng u i = ix2%+- - -+ip GunapH 3anucu opojeBa n u i. Ilo JIykacoBoj

teopemn, (%) = I (77) (mod 2) je memapuo ako u camo axo cy ceu (/) HemapHu, ako u
J J

camo axko nj = 0 = i; = 0 3a cBe j. 3a mare OumapHe nuppe nj;, nuppe i; ce MOTY

omabparu Ha TauvHOo 2" HAUMHA TAKO 1a OBO Oyle 3aI0BOJLEHO, Ile je r Opoj jenuuuna

Meby muppama n;. lakne, meby (7;) uMa 2" HemapHUX OpojeBa.

Heka cy y OuHOMHOM 3amucy N = Ngp,—1 - -ning U k = k1 -+ - k1ko. Bpoj (Z) je HemapaH
ako u caMo ako je k; < n; 3a csako i. Tako 3a cBaky nosumujy ¢ map (n;,k;) MOEeMo
omabpaTtu Ha 3 HaumHA, na je ykyman 6poj moryhuocru 3a map (n, k) jemmax 3™.
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Cnemn m3 mossate jemmaxoctu o Pubomaumjesnm 6pojesmva: . ("7') = F,q1, mro je
mapHO aKo U camo ako 3 | n + 1.

ITo mamoj ®epmaosoj Teopenu Basu (1 + )" = (1 + x)¥ (mod p) 3a ce x € Z. C mpyre
CTpaHe, aKO JIEBY CTDaHy TPaxkeHe pesanuje o3HaumMmo ca Lj, omma je (1+2)" = P(x) =

f:_ll Lz 3a x € Z. Cnemu na nomauom (1 + x)¥ — P(x), xoju je cremena majswmme p — 1,
uMa p Hyna 'y Zj,, Ia CBU HBETOBU KOCPUIMJEHTH NEJLUBY Ca P - YRILYIyjyiu u koeduuujent

y3 @7, koju je jemmax L; — (];)

(a) Wmsepsu 6pojesa 12,22... (p — 1)? mo Momymy p Cy OBM MCTH OPOjeBU y HEKOM pe-
nocneny. 3ato je 1+ 55+ 4+ oy = 124224+ 4 (p—1)% = WEO (mod p);

(p—
(6) 20+ 5+ +559)=2,G +35) =P 5 = P2 =0 (mod p?);
(mod p).

p—1

(@) 2% = (i)~ Eiw =

IloxceTumo ce ma je (2p) —2= Zf;ll (’;)2. IIpu Tom p? | (’;)2 u %(’,’)2 = %2 no 3amaTky 15.

p p°\1
Opnaspe je p%((gg’) DY 4 =0 (mod p) no zanatky 26.
Vmano (7)) = n [T} L)P“ = n[[’- (1 + 2Lp) (mod p?), mro HaroH pasBmjama maje
(Zp) =n(l+pn—-1)3,++p*(n—1)? ZZ# ”) =n (mod p?) mo 3anarky 26.

n n_ 1 — —1 i
3a n > 2 uMamo (p) p" l(pp ), mpu quyJe(p ) =11, pZZ—Hle (pT—l)
—1)P~ L 4 pn ? L' =1 (mod p"*?) mo 3amarky 25. 3a n =1 je TpuBmjaIHo.
( i1 3 y ] j

(a) 3a mpoct 6poj p > 2 u n = 2p mmamo () = k][] 22];”7 2k = ) [T 2kp bt =

kE(2k —1) (mod p). Korkperno, onasue je (k ) IebUBO ca p 3a k € {p ,D,2p}, Tj. S uMa,
TPU eJeMeHTa Ae/LUBA Ca P, [a HUje MOTIYH CUCTEM ocrataxa.

. -1 — 1 - 2
(6) 3a mpoct 6poj p > 2 u n = p? UMamo (k:) | ’;p_f = kIS, kp ]p 1Ly ’;1’2_;,

onaxxe je (") = kTTSZ, ! kp i = = kI ( ) =k-— k2pzp % =k (modp ), marme n

n
3a,00BOJbaBa yCJIOB 3&,H3,TK3,

Kaxko je (”‘ZH) = pT'Hp—Tl =1 (modp)mpl|(¥),3ai=0,1,...,p— 1 Basn (f)(p;”) = (¥
(mod p?). CabupameM OBUX jeIHAKOCTH U IOJABAHEM (2;’) =2 (mod p?) caemn TBpheme.

a?—1—(a—1)P
p

P 2 .
S5+ Sy — 38, = 4= 4p2p+4 e p2) , ITO je IeJbUuBO ca p.

Ha ocroy 3azmarka 15 je S, = > 7~ ! % (P)a' = (mod p). Onasnre nobujamo

7

[To samatky 15 umamo 1+%—|—-~-+p% = %(’17) —1—%(5) —|—-~-+%(pr) = 2%;_1 (mod p).

p—1 . p—1
p—1 _ Cp=2)!! _ 1773 p+2i-1 _ 77 2 P ; _
Vmamo 207% = =1 = 11,2, 57 =11:21 1+ 55). Hocnemmu n3pas je HaKOH pa3Bu

jama ympaBo jeTHAK MECHOj CTPAHU TPaKECHE jeTHAKOCTHU.
1 Pt
Y3 o3make u3 34. samarka, umamo (—1)°z (]f, ) =IL2 (1-2)=1-pA+p?B (mod p?),
roe je A=3>,1uB= dicy % (06e cyme cy ca mEmexcmMa u3 {1,..., 251 }). HpI/I TOM
je A+ Hy = 1+%+~~+]ﬁ =0 (mod p?) u 1B = H, (mod p), narme (—1)*7 (f, 1) =
2
1+ 2pH; + 4p?Hy (mod p3).

C npyre crpane, Baxn 2P~ = 14 pH;y +p?Hy (mod p*) u HE =, 5 +2H, = 2H, (mod p)
(cyma mo memapumm 1 < i < p), nakie 2P~ = 1+ pHy + 1p?H? (mod p?®). Ksanpupame
nmaje 471 =1+ 2pH; + 2p*H? (mod p?), mTo cMo U semenu na MOKasKeMo.

(a) ITo KymepoBoj teopemnu, ako je k = kn_1...k1koy 3anuc 6poja k y ocmosu 3, (%)
HUje NEeJLUB Ca 3 aKO U CAMO AKO HUjeIHA O umbapa k; maje mBojra, m Tama je (%) =
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(2;:*11) e (2;00) (mod 3). IIpema Tome, 36up 23 . (%) je mo Moayy 3 KOHrpyeHTaH 30upy

ke () G) = (G) + ()" =0 (mod 3).
(6) HocMaTpasu 36up je jenmak koedumujeHTy y3 ° ' y HOTAHOMY
3"-1 2i 2.3" 3" 2:3"™ (23" i 3"
3"12 17+1 (z+1)*" —=x _Zizo(i)x_m

= = 1—
22 +r+1 ( z) 1—2a3

= f(2).

IloaceTrumo ce ma je ﬁ jemHaKO CTENEeHOM peny Z;io 2%, Kako je mo Kymeposoj Teo-
n gn—1 .qn . n
pemu (23 ) nemmBo ca 3" kanron 314, caemm ma je f(z) = (1—x) (212:30 (233i Jadt — a3 ) X

(E;io x3j> (mod 3"), ma ce y passojy — f(z) (mod 3") mojaBmyjy camo ekcmoHeHTH

1—x
nemuBu ca 3. Ilpema ToMe, HAKOH MHOKema ca 1 — x, y pasBOJy f(z) (mod 3™) mehe
OnTu excrnoHeHaTa obsuka 3¢ — 1, nma je xoepunujeHTt y3 x3 !jemmak 0 (mod 3").
Bpojesu (2"1._1) (i=0,1,...,2" 1 —1) cy menapnu Ha ocEOBY JlyKacose Teopeme. Il0BOBLHO

je moxa3aTu na cy oHM pasianuuty no mMonyay 2. Ilpumermmo na je

ontl_g

ntl_ nt1 nt1_ ntl jontl_ ntl_
(2 2 1) = (gi+1) - (22¢+1 1) = %1‘4—1 (2 2 1) - (22i+1 1) = *( 241 ) (mod 2"*1)  m (%)

2"*1 ontl_(2k—1 i — i (2" —1
(G ) Hk 1 2k(—1 ) ey 2 (=1)( i ) (mod 2"F1).
Tepbeme zanarka hemo mokaszatu mEmykmujom 1mo n. 3a n = 1 je TPUBMJAIHO; IpET-
nmocTaBuMo aa Baku 3a Heko n > 1. 3a 0 < k <1< 2" ! u3 (%) ciemm na 2" | (2 71)—(2 ;1)
axo n camo axo k=1, 1 2" | (*'71) + (*'[") camo sa l = k+1. Ilpu Tom, y apyrom caydajy
om 1 om 1 on
2n+1f( k )+( l ):(z)'

Hexra cy caza 0 < i < j < 2" — 1 neau 6pojesu 3a Koje je (2n+;71) = (2n+j1*1) (mod 2"+1).

N3 (*) mobujamo (2[:/72]) = :I:(Z[;/;]l) (mod 2"*1). Kao mTo cMo mokazamu, oo je moryhe
camo 3a [%] =[4], rj. j € {i,i+ 1}, a no (x) je moryhe jemuno i = j. Opum je TBpheme
3aJaTKa MOKa3aHo W 3a n + 1, u MHAYKIUja je TOTOBA.

(2k+1)' g2kt g2k

. k+1 k
Kaxro je (22k ) = G (Qk) (2’”‘1 — ! u camano (23,1) = W(Q’C - = W(@k —

1)!)?2, pasmura D = (2;1) — (2,?:) ce MOKe 3allCaTé Kao

22" (2k — 1)1 P(2%)
(2F)! ’

Bynyhu HEHapaH, HOMMHOM P(x) je obnuka clx+03x +c 54.... Koedunujerr c; je je,Z[HaK
2k 2

1 _ ok k
228 -, (i +gby) = 2@ - DT mﬂzz | EEOE I

= _Z?; (26 — 1)2 = 2872 (mod 2¥) mo dopmynu 3a 36up kBampara, maxme 22872 || ¢.

Cnems ma je y passojy P(2%) = 2%c; + 23%¢3 4 --- mpBu cabupax memus Tauno ca 23F71

k ok
rase 291 || P(2F). Ocm tora, 2 || ZZ=00

D= 3a P(z) = (z+1)(x43) - (z+2 1) = (z—1)(z—3) - -- (x—2F +1).

, omakje ciaenu TBpheme.

Beorpanx, 2013-2017.



