
Aritmetiqka svojstva binomnih koeficijenata
verzija 1.4: 17.5.2017.

Duxan �uki�

::::::::::::::::::::

1. (Kumerova teorema) Dokazati da je stepen prostog broja p u binomnom koeficijentu(
n
m

)
(0 6 m 6 n) jednak broju prenosa cifara u osnovi p pri sabiraǌu m i n−m.

2. Neka je p prost broj i 0 6 m 6 n. Ako pk |
(
n
m

)
, dokazati da je n > pk.

3. Dokazati da je nzs{1, 2, . . . , n} deǉiv sa nzs{
(
n
1

)
,
(
n
2

)
, . . . ,

(
n
n

)
} za svako n ∈ N.

4. Dokazati da je stepen dvojke u
(
2n
n

)
jednak broju jedinica u binarnom zapisu n.

5. Dokazati da
(
2n
n

)
nema prostih delilaca u intervalu ( 2n3 , n).

6. Dokazati da je Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
ceo broj za svako n ∈ N0 (Katalanov broj).

7. Dat je prirodan broj k. Odrediti najmaǌi prirodan broj C takav da je C
n+k+1

(
2n
n+k

)
ceo broj za svaki prirodan broj n > k.

8. (a) Neka je n prirodan broj i p prost delilac broja n. Ako pm ∥ n i k 6 m, dokazati
da onda pm−k ∥

(
n
pk

)
. (pm ∥ n znaqi da pm | n i pm+1 - n.)

(b) Ako je pk > n i pm ∥ n, dokazati da pk−m ∥
(
pk

n

)
.

9. Neka je n > 1 prirodan broj. Ako je nzd{
(
n
1

)
,
(
n
2

)
, . . . ,

(
n

n−1

)
} = m > 1, dokazati da je m

prost broj i n = mk za neko k ∈ N.

10. Ako su k < m < n prirodni brojevi, dokazati da
(
n
k

)
i
(
n
m

)
nisu uzajamno prosti.

11. Neka su k i m dati prirodni brojevi.
(a) Dokazati da postoji n takvo da su

(
n
k

)
,
(
n+1
k

)
, . . . ,

(
n+k−1

k

)
svi deǉivi sa m.

(b) Dokazati da su
(
n
k

)
,
(
n+1
k

)
, . . . ,

(
n+k
k

)
uzajamno prosti za svako n ∈ N.

12. Za dati prirodan broj r, oznaqimo sa Nr najmaǌi prirodan broj takav da su svi
brojevi Nr

n+r

(
2n
n

)
celi. Dokazati da je Nr = r

2

(
2r
r

)
.

13. Za prirodan broj n, oznaqimo sa n♯ proizvod svih prostih brojeva ne ve�ih od n.
Dokazati da je n♯ < 4n.

14. Dokazati Bertranov postulat: za svako n > 1 postoji prost broj p sa n < p < 2n.

15. Neka je p prost i i, j celi brojevi, 0 6 i, j < p.
(a) Dokazati da p |

(
p
i

)
za i > 0.

(b) Dokazati da je
(
p−1
i

)
≡ (−1)i (mod p).

(v) Dokazati da je 1
p

(
p
i

)
≡ (−1)i−1

i (mod p) za i > 0.

(g) Dokazati da je
(
i+j
j

)
≡ (−1)j

(
p−1−i

j

)
≡ (−1)i

(
p−1−j

i

)
.

16. Neka je n prirodan broj. Ako je
(
n−1
i

)
≡ (−1)i (mod n) za i = 0, 1, . . . , n − 1, dokazati

da je n prost.

17. Dokazati da za prost broj p i 0 < n < p va�i
(
2n
n

)
≡ (−4)n

( p−1
2
n

)
(mod p).

18. Dokazati da je
(
0
0

)
− 2

(
2
1

)
+ 22

(
4
2

)
− · · · + (−2)

p−1
2

(p−1
p−1
2

)
≡ 1 (mod p) za svaki prost broj

p > 3.
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19. Dokazati da je
∑n

k=1 Ck ≡ 1 (mod 3) ako i samo ako broj n+1 sadr�i cifru 2 u zapisu
sa osnovom 3.

20. (Lukasova teorema) Ako su m = mkp
k+mk−1p

k−1+ · · ·+m1p+m0 i n = nkp
k+nk−1p

k−1+
· · ·+ n1p+ n0 zapisi prirodnih brojeva m,n u osnovi p, tada je(

m

n

)
≡

k∏
i=0

(
mi

ni

)
(mod p).

21. Ako je n prirodan i p prost broj, dokazati da je
(
n
p

)
≡ [np ] (mod p).

22. Dat je prirodan broj n. Dokazati da je broj neparnih me�u brojevima
(
n
i

)
(0 6 i 6 n)

jednak nekom stepenu dvojke.

23. Dokazati da je za svako m ∈ N, me�u binomnim koeficijentima
(
n
k

)
(0 6 k 6 n < 2m),

broj neparnih jednak 3m.

24. Dat je prirodan broj n. Dokazati da je broj neparnih me�u brojevima
(
n−i
i

)
(0 6 i 6

n
2 ) paran ako i samo ako je n ≡ 2 (mod 3).

25. Neka je p prost i n prirodan broj. Ako su 1 6 j, k 6 p− 1 prirodni brojevi i n ≡ k
(mod p− 1), dokazati da je

(
n
j

)
+
(

n
j+(p−1)

)
+
(

n
j+2(p−1)

)
+ · · · ≡

(
k
j

)
(mod p).

26. Ako je p > 5 prost broj, dokazati:
(a) p | 1 + 1

22 + · · ·+ 1
(p−1)2 ;

(b) p2 | 1 + 1
2 + · · ·+ 1

p−1 (Volstenholmova teorema);
(v) p |

∑
16i<j<p

1
ij .

27. Ako je p > 3 prost broj, dokazati da p3 |
(
2p
p

)
− 2.

28. Dokazati da za prost broj p > 3 i prirodan broj n va�i p3 |
(
np
p

)
− n.

29. Ako je n prirodan i p > 5 prost broj, dokazati da je
(
pn

p

)
≡ pn−1 (mod p2n+1).

30. Neka je Sn =
{(

n
n

)
,
(
2n
n

)
,
(
3n
n

)
, . . . ,

(
n2

n

)}
za n ∈ N. Dokazati da postoji beskonaqno mnogo

slo�enih prirodnih brojeva n takvih da Sn (a) nije; (b) jeste potpun sistem ostataka
po modulu n.

31. Ako je p > 3 prost broj, dokazati da je
∑p

i=0

(
p
i

)(
p+i
i

)
≡ 2p + 1 (mod p2).

32. Neka je p neparan prost broj. Za svako a, definiximo Sa = a
1 + a2

2 + · · · + ap−1

p−1 . Ako
je S3 + S4 − 3S2 = m

n , m,n ∈ N, dokazati da je m deǉivo sa p.

33. Ako je p > 2 prost broj, dokazati da je 2p−1−1
p ≡ 1 + 1

3 + 1
5 + · · ·+ 1

p−2 (mod p).

34. Za dati neparan broj p, oznaqimo Hk =
∑

1
i1i2···ik , gde se sumira po k-torkama neparnih

indeksa 0 < i1 < i2 < · · · < ik < p. (Npr. H1 = 1 + 1
3 + · · ·+ 1

p−2 .) Dokazati da je

2p−1 = 1 + pH1 + p2H2 + · · ·+ p
p−1
2 H p−1

2
.

35. Za prost broj p > 5, dokazati da je
(p−1

p−1
2

)
≡ (−1)

p−1
2 4p−1 (mod p3).

36. Ako je n prirodan broj, dokazati da je zbir
∑3n−1

k=0

(
2k
k

)
(a) deǉiv sa 3; (b) deǉiv sa

3n.

37. Neka je n prirodan broj. Dokazati da brojevi
(
2n−1

0

)
,
(
2n−1

1

)
,
(
2n−1

2

)
, . . . ,

(
2n−1

2n−1−1

)
pri

deǉeǌu sa 2n daju ostatke 1, 3, 5, . . . , 2n − 1 nekim redom.

38. Za prirodan broj k > 2, dokazati da je
(
2k+1

2k

)
−
(

2k

2k−1

)
deǉivo sa 23k, a nije sa 23k+1.

::::::::::::
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Rexeǌa

1. Stepen p u
(
n
m

)
= n!

m!(n−m)! je
∑

i>0([
n
pi ] − [mpi ] − [n−m

pi ]). U ovoj sumi, i-ti sabirak je
jednak 1 ako se prenosi cifra uz pi−1, i 0 u suprotnom. Odavde sledi tvr�eǌe.

2. Odmah sledi iz prethodnog zadatka.

3. Po zadatku 2, za svaki prost broj p, ako pi |
(
n
k

)
za neko k, onda je pi < n, dakle

pi | nzs{1, 2, . . . , n}. Prema tome,
(
n
k

)
deli nzs{1, 2, . . . , n} za sve k.

4. Stepen broja 2 u
(
2n
n

)
je

∑
i>0([

2n
2i ]− 2[ n2i ]). Sabirak [ 2n2i ]− 2[ n2i ] je jednak i-toj binarnoj

cifri otpozadi u n.

5. Za prost broj p ∈ ( 2n3 , n), eksponent uz p u
(
2n
n

)
je [ 2np ]− 2[np ] = 2− 2 · 1 = 0.

6. Dovoǉno je pokazati da je [ 2npi ] − [ npi ] − [n+1
pi ] > 0 za svako i ∈ N i prosto p. Ovo,

me�utim, odmah sledi iz jednakosti [2x] = [x] + [x+ 1
2 ] za x = n

pi .

Rexeǌe 2. Cn =
(
2n
n

)
−

(
2n
n+1

)
.

7. Odgovor je C = 2k + 1. Za n = k, broj C
2k+1 je ceo, dakle 2k + 1 | C. S druge strane,

broj 2k+1
n+k+1

(
2n
n+k

)
= 2

(
2n
n+k

)
− 2n+1

n+k+1

(
2n
n+k

)
= 2

(
2n
n+k

)
−
(

2n+1
n+k+1

)
je ceo.

8. (a) Stepen p u
(
n
m

)
je vp =

∑
i>0([

n
pi ]− [mpi ]− [n−m

pi ]). Sabirak [ npi ]− [p
k

pi ]− [n−pk

pi ] je jednak
0 za 1 6 i 6 k i i > m, i 1 za k < i 6 m, odakle sledi vp = m− k.

(b) Stepen p u
(
pk

n

)
je

∑
i>0([

pk

pi ] − [ npi ] − [p
k−n
pi ], pri qemu je i-ti sabirak jednak 1 za

m < i 6 k, i 0 u suprotnom.

9. Iz uslova sledi da m | n. Posmatrajmo neki prost delilac p broja m; neka pk ∥ n.
Po prethodnom zadatku, p -

(
n
pk

)
, dakle m -

(
n
p

)
, pa po uslovu zadatka mora biti n = pk;

ujedno je i m stepen broja p. Tako�e, iz p1 ∥
(

n
pk−1

)
sledi m = p.

10. Broj parova A,B podskupova datog n-elementnog skupa sa |A| = k, |B| = m i A ⊂ B

jednak je n!
k!(m−k)!(n−m)! =

(
n
k

)(
n−k
m−k

)
=

(
n
m

)(
m
k

)
. Odavde je (nk)

(n
m)

=
(mk )
(n−k
m−k)

, dakle levi raz-

lomak je skrativ jer je
(
m
k

)
<

(
n
k

)
, i tvr�eǌe odmah sledi.

11. (a) Na primer, n = mk! zadovoǉava uslove.

(b) Tvr�eǌe je trivijalno za k = 1. Pretpostavimo da je k > 2 najmaǌi prirodan
broj za koji postoje n i d takvi da su

(
n
k

)
,
(
n+1
k

)
, . . . ,

(
n+k
k

)
deǉivi sa d. Tada su i sve

razlike
(
n+i+1

k

)
−

(
n+i
k

)
=

(
n+i
k−1

)
za i = 0, 1, . . . , k − 1 deǉive sa d, xto je u suprotnosti

sa minimalnox�u broja k.

12. Poka�imo prvo da Nr | r
2

(
2r
r

)
. Potrebno je da doka�emo da n+r deli An,r = r

2

(
2r
r

)(
2n
n

)
=

(2r−1)!(2n)!
(r−1)!2n!2 za svako n.

Posmatrajmo neki prost delilac p | n+r; neka pk ∥ n+r. Stepen p u An,r je vp =
∑

i>0 ci,
gde je ci = ([ 2r−1

pi ] − 2[ r−1
pi ]) + ([ 2npi ] − 2[ npi ]) > 0. Pretpostavimo da je ci = 0: tada je

[ 2r−1
pi ] = 2[ r−1

pi ] i [ 2npi ] = 2[ npi ], odakle sledi da r i n daju ostatke ne ve�e od pi−1
2 pri

deǉeǌu sa pi, pri qemu pi - r, odakle odmah dobijamo pi - n+ r. Sledi da je ci > 1 za
i = 1, . . . , k, i prema tome vp > k. Kako ovo va�i za svako p, zakǉuqujemo da n+r | An,r.

Pretpostavimo sada da je Nr < r
2

(
2r
r

)
. To bi znaqilo da

r
2 (

2r
r )

Nr
deli An,r

n+r za sve n, tj.

postoji prost broj p koji deli An,r

n+r za sve n. Stavimo n+ r = pk. Za 1 6 i 6 k imamo
[ 2r−1

pi ] + [ 2npi ] = 2pk−i − 1 i [ r−1
pi ] + [ npi ] = pk−i − 1, odakle je ci = 1 za 1 6 i 6 k i ci = 0 za

i > k. Dakle, vp = k, tj. pk ∥ An,r, pa p - An,r

n+r , kontradikcija.
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13. Broj
(
2n+1

n

)
= (2n+1)!

n!(n+1)! je deǉiv svakim prostim brojem u intervalu (n + 2, 2n + 1],

odakle sledi (2n+1)♯
(n+1)♯ 6

(
2n+1

n

)
< 22n.

Sada tvr�eǌe zadatka dokazujemo indukcijom po n: ako je ono taqno za n, onda je po
prethodnom (2n+ 1)♯ 6 22n(n+ 1)♯ < 22n4n+1 = 42n+1, tj. taqno je i za 2n+ 1 i 2n+ 2.

Napomena. Poznato je iz analitiqke teorije brojeva da je limn→∞
n
√
n♯ = e.

14. Pretpostavimo da u intervalu (n, 2n) nema prostih brojeva. Po zadatku 5, svi prosti
delioci broja

(
2n
n

)
su ne ve�i od 2n

3 . Neka je
(
2n
n

)
= pr11 pr22 · · · prkk kanonska faktor-

izacija broja
(
2n
n

)
. Po zadatku 2, za svako pi je prii < 2n. Tako za

√
2n < pi 6 2n

3 va�i
ri 6 1. Sledi da je po zadatku 13

4n

2n
<

(
2n

n

)
=

∏
pi6

√
2n

prii
∏

√
2n<pi6 2n

3

pi <
∏

pi6
√
2n

(2n) ·
([

2n

3

])
♯ < (2n)

√
2n4

2n
3 .

Sledi da je 4
n
3 < (2n)

√
2n+1 xto nije taqno za n > 500, qime je za ove n dokaz zavrxen.

Za n < 500 tvr�eǌe tako�e va�i jer interval (n, 2n) sadr�i bar jedan od slede�ih
prostih brojeva: 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631.

15. (a) Ovo je trivijalno:
(
p
i

)
= p!

i!(p−i)! , gde p | p! i p - i!(p− i)!.

(b)
(
p−1
i

)
= (p−1)(p−2)···(p−i)

i! ≡ (−1)(−2)···(−i)
i! = (−1)i (mod p);

(v) 1
p

(
p
i

)
= 1

i
(p−1)!

(i−1)!(p−i)! =
1
i

(
p−1
i−1

)
≡ 1

i (−1)i−1 po delu (b).

(g)
(
p−1−i

j

)
= (p−i−1)(p−i−2)···(p−i−j)

j! ≡ (−1)j (i+j)···(i+2)(i+1)
j! = (−1)j

(
i+j
j

)
(mod p).

16. Iz uslova je
(
n
i

)
=

(
n−1
i

)
+

(
n−1
i−1

)
≡ (−1)i + (−1)i−1 = 0, tj. n |

(
n
i

)
za i = 1, 2, . . . , n − 1.

Iz zadatka 9 sledi da je n prost broj.

Rexeǌe 2. Neka je n slo�en i p ǌegov najmaǌi prost delilac. Tada je (−1)p ≡
(
n−1
p

)
=

n−1
1 · · · n−p+1

p−1 · n−p
p ≡ (−1)p−1(np − 1), dakle n

p − 1 ≡ −1 (mod n), tj. n | n
p , kontradikcija.

17.
(
2n
n

)
= (2n)!

n!2 = 2n(2n−1)!!
n! ≡ (−2)n(p−1)(p−3)···(p−2n+1)

n! ≡ (−4)n p−1
2

p−3
2 ··· p−2n+1

2

n! = (−4)n
( p−1

2
n

)
(mod p).

18. Suma iz zadatka je
∑ p−1

2
n=0(−2)n

(
2n
n

)
≡

∑ p−1
2

n=0 8
n
( p−1

2
n

)
= (1 + 8)

p−1
2 = 3p−1 ≡ 1 (mod p).

19. Kako je 2Cn = 4
(
2n
n

)
−

(
2n+2
n+1

)
≡

(
2n
n

)
−

(
2n+2
n+1

)
(mod 3), suma iz zadatka se krati do

1
2 (
(
2
1

)
−

(
2n+2
n+1

)
). Ovo je kongruentno sa 1 (mod 3) ako i samo ako 3 |

(
2n+2
n+1

)
. Tvr�eǌe

sledi iz Kumerove teoreme.

20. Dovoǉno je dokazati da va�i
(
m
n

)
=

(
m′

n′

)(
m0

n0

)
(mod p) ako je m = pm′+m0 i n = pn′+n0,

0 6 m0, n0 < p - odatle �e Lukasova teorema slediti indukcijom.

Broj
(
m
n

)
je koeficijent uz xn u polinomu (1 + x)m. Na osnovu zadatka 15 je (1 +

x)p ≡ 1 + xp (mod p), pa je (1 + x)m ≡ (1 + x)m
′p(1 + x)m0 ≡ (1 + xp)m

′
(1 + x)m0 (mod p).

Koeficijent uz xn = xn′p+n0 u polinomu (1+ xp)m
′
(1+ x)m0 je jednak

(
m′

n′

)(
m0

n0

)
, qime je

dokaz zavrxen.

21. Po Lukasovoj teoremi je
(
n
p

)
≡

(
n′

1

)(
n0

0

)
= n′ (mod p), gde je n = pn′ + n0 i 0 6 n0 < p.

22. Neka su n = nk2
k+· · ·+n0 i i = ik2

k+· · ·+i0 binarni zapisi brojeva n i i. Po Lukasovoj
teoremi,

(
n
i

)
≡

∏
j

(
nj

ij

)
(mod 2) je neparno ako i samo ako su svi

(
nj

ij

)
neparni, ako i

samo ako nj = 0 ⇒ ij = 0 za sve j. Za date binarne cifre nj, cifre ij se mogu
odabrati na taqno 2r naqina tako da ovo bude zadovoǉeno, gde je r broj jedinica
me�u ciframa nj. Dakle, me�u

(
n
i

)
ima 2r neparnih brojeva.

23. Neka su u binomnom zapisu n = nm−1 · · ·n1n0 i k = km−1 · · · k1k0. Broj
(
n
k

)
je neparan

ako i samo ako je ki 6 ni za svako i. Tako za svaku poziciju i par (ni, ki) mo�emo
odabrati na 3 naqina, pa je ukupan broj mogu�nosti za par (n, k) jednak 3m.
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24. Sledi iz poznate jednakosti o Fibonaqijevim brojevima:
∑

i

(
n−i
i

)
= Fn+1, xto je

parno ako i samo ako 3 | n+ 1.

25. Po maloj Fermaovoj teoremi va�i (1 + x)n ≡ (1 + x)k (mod p) za sve x ∈ Z. S druge
strane, ako levu stranu tra�ene relacije oznaqimo sa Lj, onda je (1 + x)n ≡ P (x) =∑p−1

i=1 Lix
i za x ∈ Z. Sledi da polinom (1 + x)k − P (x), koji je stepena najvixe p − 1,

ima p nula u Zp, pa svi ǌegovi koeficijenti deǉivi sa p - ukǉuquju�i i koeficijent
uz xj, koji je jednak Lj −

(
k
j

)
.

26. (a) Inverzi brojeva 12, 22 . . . , (p − 1)2 po modulu p su ovi isti brojevi u nekom re-
dosledu. Zato je 1 + 1

22 + · · ·+ 1
(p−1)2 ≡ 12 + 22 + · · ·+ (p− 1)2 = p(p+1)(2p+1)

3 ≡ 0 (mod p);
(b) 2(1 + 1

2 + · · ·+ 1
p−1 ) =

∑
i(

1
i +

1
p−i ) = p

∑
i

1
i(p−i) ≡ −p

∑
i

1
i2 ≡ 0 (mod p2);

(v) 2
∑

i<j
1
ij = (

∑
i
1
i )

2 −
∑

i
1
i2 ≡ 0 (mod p).

27. Podsetimo se da je
(
2p
p

)
− 2 =

∑p−1
i=1

(
p
i

)2
. Pri tom p2 |

(
p
i

)2
i 1

p2

(
p
i

)2 ≡ 1
i2 po zadatku 15.

Odavde je 1
p2 (

(
2p
p

)
− 2) ≡

∑p−1
i=1

1
i2 ≡ 0 (mod p) po zadatku 26.

28. Imamo
(
np
p

)
= n

∏p−1
i=1

(n−1)p+i
i ≡ n

∏p−1
i=1 (1 + n−1

i p) (mod p3), xto nakon razvijaǌa daje(
np
p

)
≡ n(1 + p(n− 1)

∑
i
1
i + p2(n− 1)2

∑
i ̸=j

1
ij ) ≡ n (mod p3) po zadatku 26.

29. Za n > 2 imamo
(
pn

p

)
= pn−1

(
pn−1
p−1

)
, pri qemu je

(
pn−1
p−1

)
=

∏p−1
i=1

pn−i
i =

∏p−1
i=1

(
pn

i − 1
)
≡

(−1)p−1 + pn
∑p−1

i=1
1
i ≡ 1 (mod pn+2) po zadatku 25. Za n = 1 je trivijalno.

30. (a) Za prost broj p > 2 i n = 2p imamo
(
kn
n

)
= k

∏p−1
i=1

2kp−i
2p−i · (2k − 1)

∏p−1
i=1

2kp−p−i
p−i ≡

k(2k− 1) (mod p). Konkretno, odavde je
(
kn
n

)
deǉivo sa p za k ∈ {p+1

2 , p, 2p}, tj. Sn ima
tri elementa deǉiva sa p, pa nije potpun sistem ostataka.
(b) Za prost broj p > 2 i n = p2 imamo

(
kn
n

)
=

∏p2−1
i=0

kp2−i
p2−i = k

∏p−1
j=1

kp2−jp
jp ·

∏
p-j

kp2−i
p2−i ,

odakle je
(
kn
n

)
≡ k

∏p−1
j=1

kp−j
j = k

∏p−1
j=1

(
1− kp

j

)
≡ k − k2p

∑p−1
j=1

1
j ≡ k (mod p2), dakle n

zadovoǉava uslov zadatka.

31. Kako je
(
p+i
i

)
= p+i

i · · · p+1
1 ≡ 1 (mod p) i p |

(
p
i

)
, za i = 0, 1, . . . , p − 1 va�i

(
p
i

)(
p+i
i

)
≡

(
p
i

)
(mod p2). Sabiraǌem ovih jednakosti i dodavaǌem

(
2p
p

)
≡ 2 (mod p2) sledi tvr�eǌe.

32. Na osnovu zadatka 15 je Sa ≡
∑p−1

i=1
(−1)i−1

p

(
p
i

)
ai = ap−1−(a−1)p

p (mod p). Odavde dobijamo

S3 + S4 − 3S2 = 4p−4·2p+4
p = (2p−2)2

p , xto je deǉivo sa p.

33. Po zadatku 15 imamo 1 + 1
3 + · · ·+ 1

p−2 ≡ 1
p

(
p
1

)
+ 1

p

(
p
3

)
+ · · ·+ 1

p

(
p

p−2

)
= 2p−1−1

p (mod p).

34. Imamo 2p−1 = (2p−2)!!
(p−1)! =

∏ p−1
2

i=1
p+2i−1
2i−1 =

∏ p−1
2

i=1 (1+
p

2i−1 ). Posledǌi izraz je nakon razvi-
jaǌa upravo jednak desnoj strani tra�ene jednakosti.

35. Uz oznake iz 34. zadatka, imamo (−1)
p−1
2

(p−1
p−1
2

)
=

∏ p−1
2

i=1 (1−
p
i ) = 1− pA+ p2B (mod p3),

gde je A =
∑

i
1
i i B =

∑
i<j

1
ij (obe sume su sa indeksima iz {1, . . . , p−1

2 }). Pri tom

je 1
2A + H1 = 1 + 1

2 + · · · + 1
p−1 ≡ 0 (mod p2) i 1

4B ≡ H2 (mod p), dakle (−1)
p−1
2

(p−1
p−1
2

)
≡

1 + 2pH1 + 4p2H2 (mod p3).

S druge strane, va�i 2p−1 ≡ 1+pH1+p2H2 (mod p3) i H2
1 =

∑
i

1
i2 +2H2 ≡ 2H2 (mod p)

(suma po neparnim 1 6 i < p), dakle 2p−1 ≡ 1 + pH1 + 1
2p

2H2
1 (mod p3). Kvadriraǌe

daje 4p−1 ≡ 1 + 2pH1 + 2p2H2
1 (mod p3), xto smo i �eleli da poka�emo.

36. (a) Po Kumerovoj teoremi, ako je k = kn−1 . . . k1k03 zapis broja k u osnovi 3,
(
2k
k

)
nije deǉiv sa 3 ako i samo ako nijedna od cifara ki nije dvojka, i tada je

(
2k
k

)
≡

5



(
2kn−1

kn−1

)
· · ·

(
2k0

k0

)
(mod 3). Prema tome, zbir

∑3n−1
k=0

(
2k
k

)
je po modulu 3 kongruentan zbiru∑

ki∈{0,1}
(
2kn−1

kn−1

)
· · ·

(
2k0

k0

)
=

((
0
0

)
+

(
2
1

))n ≡ 0 (mod 3).

(b) Posmatrani zbir je jednak koeficijentu uz x3n−1 u polinomu

x3n−1
3n−1∑
i=0

(x+ 1)2i

xi
=

(x+ 1)2·3
n − x3n

x2 + x+ 1
= (1− x) ·

∑2·3n
i=0

(
2·3n
i

)
xi − x3n

1− x3
= f(x).

Podsetimo se da je 1
1−x3 jednako stepenom redu

∑∞
j=0 x

3j. Kako je po Kumerovoj teo-

remi
(
2·3n
i

)
deǉivo sa 3n kad god 3 - i, sledi da je f(x) ≡ (1−x)

(∑2·3n−1

i=0

(
2·3n
3i

)
x3i − x3n

)
×(∑∞

j=0 x
3j
)

(mod 3n), pa se u razvoju 1
1−xf(x) (mod 3n) pojavǉuju samo eksponenti

deǉivi sa 3. Prema tome, nakon mno�eǌa sa 1 − x, u razvoju f(x) (mod 3n) ne�e
biti eksponenata oblika 3i− 1, pa je koeficijent uz x3n−1 jednak 0 (mod 3n).

37. Brojevi
(
2n−1

i

)
(i = 0, 1, . . . , 2n−1−1) su neparni na osnovu Lukasove teoreme. Dovoǉno

je pokazati da su oni razliqiti po modulu 2n. Primetimo da je(
2n+1−1

2i

)
=

(
2n+1

2i+1

)
−
(
2n+1−1
2i+1

)
= 2n+1

2i+1

(
2n+1−1

2i

)
−
(
2n+1−1
2i+1

)
≡ −

(
2n+1−1
2i+1

)
(mod 2n+1) i(

2n+1−1
2i

)
=

∏i
k=1

2n+1−(2k−1)
2k−1 ·

∏i
k=1

2n−k
k ≡ (−1)i

(
2n−1

i

)
(mod 2n+1).

(∗)

Tvr�eǌe zadatka �emo pokazati indukcijom po n. Za n = 1 je trivijalno; pret-
postavimo da va�i za neko n > 1. Za 0 6 k 6 l < 2n−1, iz (∗) sledi da 2n |

(
2n−1

k

)
−
(
2n−1

l

)
ako i samo ako k = l, i 2n |

(
2n−1

k

)
+
(
2n−1

l

)
samo za l = k+1. Pri tom, u drugom sluqaju

2n+1 -
(
2n−1

k

)
+
(
2n−1

l

)
=

(
2n

l

)
.

Neka su sada 0 6 i 6 j 6 2n − 1 celi brojevi za koje je
(
2n+1−1

i

)
≡

(
2n+1−1

j

)
(mod 2n+1).

Iz (∗) dobijamo
(
2n−1
[i/2]

)
≡ ±

(
2n−1
[j/2]

)
(mod 2n+1). Kao xto smo pokazali, ovo je mogu�e

samo za [ j2 ] = [ i2 ], tj. j ∈ {i, i + 1}, a po (∗) je mogu�e jedino i = j. Ovim je tvr�eǌe
zadatka dokazano i za n+ 1, i indukcija je gotova.

38. Kako je
(
2k+1

2k

)
= (2k+1)!

(2k)!2
= 22

k

(2k)!
(2k+1 − 1)!! i sliqno

(
2k

2k−1

)
= 22

k−1

(2k−1)!
(2k − 1)!! = 22

k

(2k)!
((2k −

1)!!)2, razlika D =
(
2k+1

2k

)
−
(

2k

2k−1

)
se mo�e zapisati kao

D =
22

k

(2k − 1)!!P (2k)

(2k)!
, za P (x) = (x+1)(x+3) · · · (x+2k−1)−(x−1)(x−3) · · · (x−2k+1).

Budu�i neparan, polinom P (x) je oblika c1x+c3x
3+c5x5+· · · . Koeficijent c1 je jednak

2(2k−1)!!
∑2k−2

i=1 ( 1
2i−1 +

1
2k−2i+1

) = 2k+1(2k−1)!!
∑2k−2

i=1
1

(2i−1)(2k−2i+1)
i
∑2k−2

i=1
1

(2i−1)(2k−2i+1)

≡ −
∑2k−2

i=1 (2i − 1)2 ≡ 2k−2 (mod 2k) po formuli za zbir kvadrata, dakle 22k−2 ∥ c1.
Sledi da je u razvoju P (2k) = 2kc1 + 23kc3 + · · · prvi sabirak deǉiv taqno sa 23k−1,

dakle 23k−1 ∥ P (2k). Osim toga, 21 ∥ 22
k
(2k−1)!!
(2k)!

, odakle sledi tvr�eǌe.

Beograd, 2013-2017.
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