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CTATHUJATA IIPB IIAT E OBJABEHA BO CIIUCAHUETO TAHI'EHTA BO
1995/96 'OJJUHA

I[TPOCTHU BPOJEBHA

np Patko Toumh, Ilpuponno-mMaTemaTinuku pakynter, Hopu Can

I know numbers are beautiful. If you don’t see
why, someone can’t tell you. If they aren’t beautiful,
nothing is.

Paul Erdos

¥YBona

Y ocHOBM MaTeMaTHKe JIeKM apUTMeTHMKa — TeopHja npupomaux Opojesa. Y
TeopHju 6pojeBa MMa MHOIO Iy OOKHMX M JeMUX TeopeMa, a Takohe M MHOIITBO TelKHX
W 0 cajia HepellleHuX TpobieMa KOjM CTOTMHaMa I'OJIMHA OMOJIeBajy HaCTOjamuMa
najsefinx MaremaTuyapa. MHOTHM HelOBM caBpeMene MaTeMaTHKe HACTAJM €Y Kao
pesyJTaT pelliaBaiba M yoIllTapaiba npobiema us reoprje Gpojesa. Kapn Ppunpux
Ilayc (1777-1855), xoju je yuuHro MHOTa BaXHa oTKpuha y MaTeMaTUm, pekao je:
"MaremaTHKa je KpaJpMIla HayKa, TeopHja OpojeBa je KpaJsyia MaTeMaTHKe,”

Bpojesu ¢y dpacHHEMpANH JbYJIe OJI HajpaHUjUX IodeTaka mMBuau3anyje. [luraro-
pa je OTKpMO Ha My3WdYKa XapMOHMja 3aBUCH OJI OQHOCA lenX DpojeBa M 3aKJbyYHO
je ma je cge y npupomu 6poj. Ilpema Inyrapxy, Kcenokpar je u3pauysao na je 6poj
cJIOroBa Koju ce mory dopMupaTH off cioBa rpuke asbyke jemmax 1002000000000.
To je npeu 3aGesexxen NOKYIIa] pellaBatba HEKOr Telikor KomOMHaTOpHOT Npobiema
KOjM ce offHOCH Ha GpojeBe. Y jenHoM mpobiemy Koju je moctasuo Apxumen (mpob-
neM o OMKOBMMAa) Kao pelllelke MojaBJbyje ce Gpoj Koju ce Yy HEUMMAaJHOj HOTATA]HA
(koja Emje Guna mo3HaTa ApxuMeny) 3amacyje momohy 206545 mmudapa. Ia Gu ce
HalTaMnao Taj 6poj morpebHa je unTaba KbMxKuma o4 50 crpasnua. Jleomonn Kpo-
mekep (1823-1891) pekao je ma je Gor cTBopmo mese GpojeBe a CBe OCTANO je IENO
JoBeKa. Y TpaBo Ha IpUMepy TeopHje Bpojesa Hajbosse ce oTBphyje Mucao na nobpa
MaTeMaTHMKa HUKaM He 3acTapesa. Jlok ApucroTenoBa $U3MKa ca JaHAIlbe TauKe
e UIITA U3Te/[a NPHMUTHBHA X PYJIMMeHTapHa, ApxuMenosa u Eyknunosa Marem-
aTHKa jolll yBeK GJIUCTa IYHUM CjajeM.

Hujenna rpana MaTeMaTMKe HMje TOJIMKO OMMJbeHa KOJ aMaTepa Kao TeopHja
6pojeBa. Y MCTO BpeMe, HUje[[Ha I'PaHa MATEMATHKE HMje IIOCTaB/hatla TOJHKO 3aMKH
M TPOY3pOKOBaJia TOJMKO Heyclexa M Koi Hajsehux marematwmuapa. Ox moderka
pauyHapcKe epe, IporpaMepH TecTHpajy CBOjé CHocoGHOCTH, KBAaJIMTET CBOJUX IIPO-
rpama ¥ Moh pauymapa penrasajyhu npobiieme us teopmje 6pojeBa M oTKpuBajy hu
pa3He KypHUO3HUTETe ¥ TOj 0BIacTH.

3aMHTepecOBaEH YUTAJIAIl MOXKe Ja ce No3abaBy pellaBameM 3allaTaka HaTuX Ha
Kpajy oBor uianka. Pellema 3amaraka objasuliemo y HekoM oxn mapemaux Gpojera
YaCOMHCa.
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Hexw ocrHoBHII OjMOBU

Y ckyny nemux 6pojeBa, jelaH O OCHOBHMX MMOjMOBa je desusocm.

Heka cy a u b nenu 6pojesn. Ako moctoju neo 6poj m Takas na je b = ma, onga
KaXkeMo J1a je @ deaumen WK Paxmop 6poja b a na je b cadpocasay unu ymuomxcax
6poja a. To samucyjemo ca alb. Ha npumep, 5|15, 7|28, 5/0.

Axo je alb, ounrnesnno je u a|(—b), (—a)|bu (—a)|(—b). 3ato ce, npu pasamaTpamy
neJbMBOCTH, Hajuenrhie orpanMyaBaMO Ha HeHeraTHBHe Helle Gpojepe, npu yemy ce
jemuno 6poj 0 He nojaBiby)e Kao NeadTelb.

Kaxxemo na je a npasu deaumen on b, ako je albu a # b.

ITosurusan neo 6poj p Behu on 1 je npocm ako ¢y My jeJIMHM O3UTUBEY JIQJIUTE/hU
Gpojesn 1 ¥ p. 3a mo3uTHBaH Ieo 6poj KOjU HUje DPOCT, KAXKEMO Jla je CAodCeN.
Caaxu crnoxxen 6poj n, nakie, UMa JIeIUTess PA3IWIUT o1 1 U n.

Hexa cy a v b nenerarvpam ienm 6pojesm on Kojux je Dap jenan pehw ox nyse. 3a
Bpoj k Kaxkemo fa je zajednuuxu deaumen 6pojesa a u b ako je k|a u k|b. Hajsehn
MO3UTHBaAH Ileo GPoj Koju je menmuTess M of a ¥ ol b, Hasuba ce Hajeefiu 3ajednunxu
deaumess HGpojea a u b. O3mavaBamo ra ca NZD(a,b).

Ha npumep, N ZD(4,20) = 4, NZD(0,5) = 5, NZD(30,80) = 10, NZD(8,15) =
1.

IlocToju Bpno jenmrocTaBal adropuraM 3a onpehupame Hajseher 3ajenamuxor se-
auresba apa Gpoja. AnropuTaMm noTHYe O CTAPOrpUKOr MaTeMaTHdapa Eykmana,
Koju je xkuseo oko 300. romwae pe Hobe epe. Ilo meMy je u mobuo masus Eyxaudos
aazopumam. O ToMe aNropuTMy HeTasbEUje hie GUTH peun IpyroM OpPUINKOM.

3a mBa nena 6poja a u b, mpu demy je 6ap jemas pasnuuMT oX HyNe, pehiu hemo
ma ¢y ysajamno npocmu ako je NZD(a,b) = 1. Ha npumep, Gpojesu 14 1 25 cy
y3ajaMHO IIpOCTH, Kao ¥ Bpojesu 8 u 15.

Heka cy ay, as,...,a, HeHeTATUBHH nesu Opojepu, npu yemy je Dap jeman pa-
3MMYUT o/l Hyde. 3a Hajsehu nmosutusan 6poj d, Koju je memwTesh CBMX THX Gpo-
jeBa, KaykeMo Na je BUXOB Hajeefiu zajednuuxu deaumen. (3HauaBaMo ra ca

NZD(ay,az,...,a,). Hekacy a4, as, . .., a, nenu 6pojesu, npu yemy je 6ap jenan pa-
3muuut oa Hyle. Ako je NZD(a;,aj) =1,3a 1 < i< j <n,KaxeMo ma cy Gpojen
a, z,...,0, nO napoeuMa ysajamuo npocmu. Axo je NZD(ay,aq,...,a,) = 1,

oHMla cy 6pojesu ay, as, . .., a, y3ajamno npocrnu. Ha npumep, 6pojesu 6, 10 u 15 cy
y3ajaMHO NPOCTH AJIM HUCY II0 MapoBMMa y3ajamuo npoctu. To Bakm W 3a Bpojese
6, 15 u 35. Bpojesu 18, 25 1 77 cy no mapoBMMa y3ajaMHO IPOCTH.

3a meo 6poj k kaxemo Ha je zajednuuxu cadprcaaay uemux Gpojesa a u b ako
je alk m blk. Hajmamu mosntusan neo 6poj m Koju je 3ajeMHWUKM camp Kaial Gpo-
jeBa a u b je najmanu zajednuvxy cadpxcanay Tux Gpojesa. ObenexxasaMmo ra ca
NZS5(a,b). JacHo je na je

NZS(a,b) = NZS(~a,b) = NZS(a,~b) = NZS(~a, b).

HajMamM 3ajeJTHUYMKH caZip>KaJial Bullle 6pojesa neduHUIIe ce KA0 HajMamH MO3ZUTH-
BaH 0eo Bpoj Koju je calipiKaliall CBAKOT O] BUX.
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Jemro onm HajsaxkEujux TBphema y Teopuju GpojeBa je ochoena meopema ap-
ummMemuxe Koja TBPAM Ha ce cBaku Ieo 6poj Behu on 1 moxke mpeacrasuTH Kao
IpoM3BoA mpocTUX OpojeBa M TO Ha jellaH jJe[MHWM HaUMH JI0 Ha HOpefak (akTopa.
Jlpyrum peunma, csaky meo 6poj pelin on 1 Moxke ce Ha jeMHCTBeH HAUMH Opel-
CTABUTH y oBIHKY

I - 5, -, O
=70 Pa" P,

rlie ¢y p; mpocTh Opojesum a; > 0,3a:1 =1, 2,..., k; p; < p2 < --- < Pr. 32 Takeo
npelcTaB/baihe KadeMo Jla je xanoxcxu obaux bpoja n. M3 mpakruunux pasiora,
mebyTHM, MM y3umamo Na je a; > 0, jep oana 6uiio Koju npoct 6poj MoxKe HopMaliHO
fla GUrypuille ¥ KAHOHCKOM TIpe/ICTaB/balky HeKor 6poja.

EparocrenoBo cuto

Kao mro cMmo Buitenu, ¢BU Npupoaau BpojeBu ce MOTY pa3sBPCTATH ¥ TPH KJace:
mpocTe, cioXkene u 6poj 1, Koju Huje M pocT HH caoXken. [lpoctn 6pojesn ce Mory
OKapaKTepHucaTH 1 Kao 6pojeBd Koju MMajy TauyHO qBa AelIMTelha.

IIpobrem nobujama MoTHyHe NUCTEe NpocTUX OpojeBa MamuX ofx mator 6poja n,
330KYIJbao je TaXKmhy MaTeMaTH4apa BeKoBMMa. JedaH mocTymak 3a yTBphumame
1pocToTe fAaTor Gpoja M Hala)Keme CBUX npocTux OpojeBa MamMX ox maTor 6poja
n, Ha0 je cTaporpyuky mMaTeMarrdap Epartocten. IIpe Hero mTo omuieMo meron
anropuTaM, Aokasahemo cnenehe Tepheme.

TEOPEMA 3 I[losumusan yeo 6poj n je CAOMICEH GKO U CGMO KO UMQ Npocm
gaxmop p, maxas da je p < /n.

JOKA3 Axko n mma nipoct daktop p < +/n, oHIa je 1, OUNTIIeNHO, CIOXKEH 6poj.

O6payTO, 2aKO je p HajMamM IIPOCT dakTOp clIoXKeHOr Gpoja n, Taya je n = pm,
3a HeKH 11eo0 6poj m u upu ToMe je m > p. Cnemn na je p < /n. O

l'opme TBpheme mMoxke ce dopMynucaTy n Ha crenehn mauwn:

Ioszumuean yeo bpojn > 1 je npocm axo u camo axo me cadpacu npocm daxmop
p< /.

Ha oBoMe KpuTepMjyMmy ce M 3acCHMBA EPATOCTEHOB anropuTam, MO3HAT M IO
Ha3zuBoM Epamocmenoso cumo, no EpaTocreny 3 KupeHe, Koju ra je IpBY NpMMeEHO
y 3. BeKy IIpe HOBe epe.

EpatocTeHoB anropuTaM, Majio MOIM)HUKOBAH, CACcTOjH ce ¥ ciemeliem:

1. Henucamu y nua cee npupodne bpojeee 0d 2 do n.

2. Youumu y nuay npeu 6poj xoju nuje nu nodsyven nu npeypman u nodeyhiu 2a
a 3AMUM NPEYMAMY C8€ BELOBE YMNOWKE Y HUIY.

3. Axo cy ceu bpojeau nuza o3Havent (nodsyuenu uAu npeypmanu), NocMynax
Je zaspuien; Yy NpomMuenoM, npumenumu xopax 2.
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ITo zaBpuierky pana, nobujamo cse npocre 6pojese He Behe oxm n. To cy monsydenn
bpojeBu.

Axo HaM je IMJb caMO Ja YTBPAMMO N2 JH je Gpoj n MPOCT MIIM CIIOMKEH, TOPHM
ajropuraM Tpeba Masno MomupukosaTH. Teopema 1 maMm y ToM cnydajy Kasyje na ce
Ipolec 3aBplilaBa WM Kal je mpenpral 6poj n (y KoM ciydajy je n cioxen 6poj),
MU KaX 3a npeu caenehu 6poj p koju Tpeba noasyhu axu p? > n (y KoM caydajy
je n mpoct 6poj).

Epatocten uz Kupene (oxo 276 - 194. roaume npe HoBe epe) LIKOIOBAao ce
y Anexcanapumju M Atumu. Pyxoposauo je anexcanapwjckom Bubmmorekom. Buo je
¥y BPIO NpUjaTe/bcKMM ofHocHMa ca Apxwmenom. Ilopen MaTeMaTuke, BaBMo ce ac-
TPOHOMMjOM, buIonorMjoM, duao3odmjoM, reorpadujom, mysuxom. Ilocrasmo je oc-
HOBE MaTeMaTH4Ke reorpaduje; NPBM je HAIIAO METOJ 3a Mepek:e YK UHE JyKa MepHiIM-
jana. Ilponamao je npmbop 3a KOHCTPYKTHEHO pellietbe pobieMa yaBocTpyYetba KoLKe
(Me30mabuj). EpaTtocreHoBo cuto ormcauo je y 13. riasu npse Kibure " YBon y aput-
meTHMKY” Huxomaxa uz Iepace (1. Bek Hawe epe). Iloctynak ce paznuxyje on rope
M3MI0XEHOr CaMo Yy TOME LITO ¢e OJMax IT0JIa3y oJl HU3a HerapHuX Gpojena.

DecKoHAYHOCT CKyIa IPOCTUX OpojeBa

ITomerumo jour 1 GesycrenrHe NoKyilaje MHOTHX MaTeMaTH4Yapa Jla ce Hale omuTa
dopMyna 3a mpocte 6pojese, Tj. byEKIMja f(n) wije 61 BpeHOCTH, 3a CBe MeN0GpOjHe
BpeAHOCTH OJ1 7, 6uite ipocTut 6pojesu. Ha npumep, dyaxmuja f(n) = n?—79n+1601
naje mpocte 6pojese 3a 0 < n < 79, anmn “orkasyje” 3a n = 80, jep je f(80) =
802 — 79 - 80 + 1601 = 1681 = 41? cuoxen Gpoj. YuTasam Koju BoJM Ha pamu ca
padyHapoM, Jako he mposepuTH oBO TBpheme.

Y Be3u ca "nosom” Ha dopMmyse Koje Hajy upocre GpojeBe, CBaKaKo je MHTepe-
CAHTHO MOMeHYTH PepMaoBy morpewny xunoresy. On je M3ydyaBao Gpojepe obiuKa
fn = 2% +1, raie je n nponspoman meo HeneraTuBan 6poj. Takpyu GpojeBH cy IO BeMy
nobunm mme Pepmaosu bpojesu. 3a IPBUX 5 BPeHHOCTH OL T, OH je H0BHO pemoM
bpojese fo =3, fi=5, fo=17, fa =257, f4= 65537 u npoBepoM yTBpIMO
Ia ¢y cBu oEM TpocTH. PepMma je M3peKao XUNoTesy da je M 3a CBaKM TPUpPOHaH
6poj n > 5, 6poj f, mpoct. MehyTim, Ojnep je moxazao na je 6poj fs npousson asa
npocta Bpoja:

f5 = 4294967297 = 641 - 6700417.

Ca maHanmmke Tadke IIeAMINTA W3Tela YYAHO jla 3a MaTeMarwdape y 17. u 18,
BeKy HMje BMiI0 Jlako J1a yTBpile Ha JH Je HeKHM HAecetommdpesu 6Gpoj mpoct. Jlako
Jje nomenuty 4294967297 ca 641 wawm 6mito Kojum npyrim menuM Gpojem; mehyTum,
Kako je 655362 < 4294967297 < 655372, cienm ma Gu 3a mpoBepy mpocToTe Gpoja
fs, mo xputepujymy uz Teopeme 1, Gino moTpebEO McMTATH HelbuBOCcT Gpoja f5 ca
¢BMM mpocTuM OpojesuMa MamuM of1 65537. Y BpeMe KaJI HMCY IOCTOjate MOBOJHHO
epUMKacHe padyyHCKe MallMHe, 1a YakK HY JOBOJHHO BesIMKe Tabiuie npocTux 6pojesa,
TO je GMO MpHAMYHO MyKOTpmaH mocao. Tpeba pelinm ma ce ¥ MM JaHaC HaJIa3MMO
npex cawdEuM Temmkohama kan Tpeba ma TecTMpaMmo Ha npoctoTy Heku 200-madpenu
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6poj, muu Ka Tpeba fa U3BPIIMMO BmeroBy baxTopusamu]y, 6e3 063mpa Ha YMEHEHUILY
Jla. pacliojiayXeMo HeyIopeauBo MONHM]UM CPe/CTBMMA 3a padyHalbe. bp3a fakTop-
u3anuja BeNMKUX OpojeBa HeMa CaMO TeOPUjCKM 3HaYa) Hero Hajasu W IPAKTHUHY
ipMMeny, Ha npuMep, y kpunrtoanaauzu. lllto ce camux Pepmaosux Gpojesa Tide,
6e3 obaupa fa JIM Cy TPOCTH MM CIOMKEeHH, TOKa3alo ce Jla MMajy HU3 BpJIo MHTepe-
caaTiMx cpojcrasa. Crneneha Teopema ofHOCH ce Ha je/IHO TaKBO CBOjCTBO.

TEOPEMA 4 (eaxa dea pazaunuma Pepmaosa bpoja cy yzajamno npocmu.

JOKA3 Y nokasy heMmo KopucTUTH criermjatan ciayda) (e = 2, b = 1) upgenturera
I03HATOr U3 CPeIhONIKOICKe MATeMaTHKE:

" - b = (a+b)(a™ ! — " 2b 4 a3 — -~ b7,

KOJH Bayk¥ 3a CBaKY IIO3MTHBaH nmapan 6poj n.
Heka cy fn M fogk, & > 0, a8a pasnuunta Pepmaosa 6poja. Ilpernocrasumo na
je m neo mo3uTHBaH 6poj, Taxas Na je m|fu v m|fyr. Heka je z = 22", Tana je
k
fn+k -2 o ¢ —1

2%-1 2k 2
= = — vee—1
I z 11 T z + ;

na je fol(fask — 2). Cnemu ma je m|(fosr — 2). Kaxo je u m|fpyk, T0 je m|2.
Meljy’rmg, depmaosu GpojeBH cy Hemapnw, ma je m = 1, omakne cienu Tepheme. O

Mjep Pepma (Pierre de Fermat, 1601-1665), ¢ppaniycku marematudap. llo
obpazoBaiby je OMo npapnuMk M 3apabupbao je 3a xusoT DaBehin ce ajaBoKaTypoM.
Marematukom ce BGaBmo uz2 pybGapu, Kao "amatep”. JemaHn je oji ocHMBaUa Teopuje
pepopaTHohe. Hexkonuko TeopeMa W3 Teopmje 6pojeBa Hoce HeroBo uMMe. JemaH of
npobiiema Koju je moctapuo (PepMacBa Benuka TeopeMa) OCTao je HepellleH ITPEKO
300 roamua (cBe 0 NponuIe TOAMHE) ANK CY NOKYLIAJH BErOBOI PelIaBarkha OJ] CTpaHe
MHOPMX BeJMKMX MAaTeMATHMUADA MMaJIM 33 Pe3yATAT MHOra 3HadajHa oTKpuha y ma-
TEMATHIIM.

IInrame mpocTore Pepmaosux GpojeBa NojaBibyje ce ¥ y Be3u ca npobIeMoM KOH-
CTPYKIMje IPABMIHKUX MHOroyriiosa nomohy mecrapa u nemupa. [ayc je moxasao
cnenehe tepheme:

TAYCOBA TEOPEMA [Ipasuaan mMHO020yza0 €& N CTRPAHUYA MONCE CE€ KOH-
cmpyucamu WeCmapoMm U AeBUPOM AKO U CAMO aKo je n npupodan bpoj obauxa
n=2°p1ps...pk, 20€ Je s Henezamuean yeo bpoj a pr, pa,- .., Pr pazautumu Pep-
Mmaoeu npocmu bpojesu uau je n = 2°, 2de je s yeo bpoj sehu 0d 1.

Oso Taycoso orkpuhe yTumano je Ha To na ce moseha MHTepec 3a M3y4aBa-
e Depmaosux Gpojepa. MelyTuM, cBe 1o namac HMje mpoualieH Hu jemad mpocT
depmaos 6poj Behu on fy.
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Kapn ®punpux layc (Karl Friedrich Gauss, 1777-1855), Hemauku martema-
THYap KOTa CY CaBPeMEHULM HA3MBAIM "KpasbeM MaTeMatudapa’ (princeps matema-
ticorum). Hberos mMaTeMaTW4KHM TalleHaT MCTIOJBMO Ce ¥ paHoM JetuiberBy. [ayc je,
cehiajyhiut ce cBor meTumbcTBa, ropopuo y waan: " Hayuwuo cam jia padyHam npe Hero jaa
ropopuM.” Posuo ce y Bpaynmsajry. Buume obpa3sopaibe cTekao je Ha Y HUBEPIUTETY ¥
letunreny, rae je 3atum nposeo 50 roamua. Buo je aupekTop oncepsaropuje y leTun-
reHy a Ha YHUBED3WUTeTYy je NpelaBao MaTeMaTUKy W acTpoHomM]y. Kao meserHaecro-
FOAWIILM CTYICHT HANpaBMO je 3HauajHo oTkpuhie: mao je nedMHUTMBAH oAroBOp Ha
MMTae 3a Koje 1 Je Moryhe KOHCTPYMCATH IECTAPOM M JIEH-MPOM NpPaBWJIAH n-Yrao,
Crietmjanno, peuabarbem jeanaumte z'7 — 1 = 0, gokazao je moryhisoct kKoHeTpykumje
npasuasor 17-yrna. laye je Aokazao ocHOBHY TeopeMy anredpe o MocTojamky pellcH:a
anrebapcke jeflHAUMHE n—TOr' CTeNeHa. ¥ cBoM feny " ApPUTMETHYKA McTpasKvBarba”
(Disquisitiones Arithmeticae) nocrasmo je Temesbe caBpemeHe Teopuje Bpojesa. Basuo
ce M ACTPOHOMM]OM, TEOPHMJOM MATHETH3MA M OIITHKOM.

Jlako ce nposepasa na Mely nprux 20 npuponuux Gpojesa uMa 0CaM NPOCTAX JOK
ux mehy npsux 20 Tpommdpenux 6pojesa (ox 100 no 119) uma camo ner. Ilpuposano ce
HOCTaBJba MUTALE: Ja JIK ¢y MoYeB 0]l HeKOT NPUpPoJHOT 6poja cBM IPUPOAHK Bpojesu
CJIOXKeHH, Tj. Ja M je Bpoj npoctux Gpojepa konavan? QMropop Ha TO NUTAH:E A0
je Eykmun. Cneneha Teopema, 3ajeano ca IOKa30M, YKJBYUECHA je ¥ HEroBy KIBWTY
"Enementn”. Mu hemo obae M3noxuTH MBa fokaza Eyknunone Teopeme. Ilppum je
opurvaanay Eykmunos, npyru je mao mabapcku Mmatematuuap ‘Bepl Tloja (G. Pdlya,
1887-1985).

TEOPEMA 5 Bpoj npocmuz bpojesa je becronaran.

HOKA3 1 IlpernocrarvMo aa je Gpoj mpocTuxX OpojeBa KOHaYaH M HeKa CY
Pls P2y, Pn CBH OPOCTH OpojeBw, npu deMy je p, Hajbehu on mux. Ilocmatpajmo
6poj

g=pip2--pnt+ 1.

Bpoj ¢ HMje ne/swB HM ca jeJlHMM off upocTUx Gpojesa pi,P2,...,Pn, JEP NpH
JieJbeIbY Ca CBAaKMM 0]l IbMX Aaje octatak 1. Kako je ¢ > 1, curestu a je g npoct 6poj
sehu o1 p, WK je ciaoxken 6poj Koju ¥Ma mpocT ¢akTop Behu o p,. ¥ oba caydaja
JIDJA3UMO ¥ KOHTPAJMKIIM]Y ca TPeTHoCTaBKOM J1a je p, Hajselin npoct 6poj. /lakie,
Opoj npoctux 6pojeBa He MoXKe DMTH KoHayaH., O

JOKA3 2 H3 Teopeme 2 ciienu Na je cBaky ol Pepmaosux Gpojeba HelbUB HEKHM
HenapHUM OpocTUM GpojeM Koju Huje denuress HUjensor apyror depmaosor 6poja.
3aro M3 mpeTnocTaBKe fa je 6poj npoctnx Gpojeba KoHadaH, cleld Ia je M 6poj
Pepmaopux Gpojesa KoHaYaH, IITO je KoRTpamikmvja. Jakme, 6poj npoctux 6pojepa
je Beckonavan. O

Csaku npoct 6poj Behu on 2 je Hemapan, a cBaku Henmapal ©poj je wiau obimka
4k —1 vam obnuka 4k + 1, 3a HekH HeHeraTusan neo 6poj k. Ciremw ma Gap y jenmmo] on
OBe Jipe KJace uMa BecKOHaAYHO MHOT'O HIpoCcTHX Bpojesa. Y cTBapH, MoXe ce IOKa3aTH
Jla €BaKa OJ Te jBe KJace caap:u Geckomauno MHoro npoctux 6pojesa. Jlokas Te
YuEseHMIe 3a mpocTe Gpojese obumka 4k — 1 je jemmocrasan (BueTH 3amarTak 2),
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y3 Koprmheme apryMeHata ciM4EMx onMMm y EyknmposoM nokasy Teopeme 5; 1o,
MehyTHM, Hije cayda) Kal ce pamu o Knacu bpojesa obimka 4k + 1.

Omurrjn upobuem je crenehn: Heka cy a m m yzajaMmao mpocty upupomaam 6po-
jepu. Jla mu wma GeckKoHauHO MHOro nmpoctux Gpojea obamka a + km, rue je k
npuponan 6poj? HasomumMo Gez mokaza mosHato TBpheme Koje maje oaropop Ha TO
OUATAILE,

IAPUXJIEOBA TEOPEMA Hexa cy a u m y3ajamMno npocmu npupoinu
bpojesu. Tada apummemuuxa npozpecuja

{a, a+ m, a+2m, a+3m, ...}
cadpxcu becxonauno MHozo npocmuz fpojesa.

Ierep I'ycras Jexen Hupuxne (P. G. L Dirichlet, 1805-1859), Hemauxku mate-
matudap, poben y Hupeny. On 1822. no 1827. roguue paauo je kao jgomaliv yuntesn
y lapusy. Buo je nouent y Bpounasy, 3aTum npodecop Yuupepsurera y Bepivny a
nocne cmpth layca, y Ierunreny. IMocturao je nyBoxe u dyHnaMeHTanke pesynrare y
Teopuju Bpojena. 3nauajHu cy, Takobe, 1HEroBU PANOBHM ¥ MeXaHMIM M MATEMATHYKO]
duzmm, nocebHo Teopuju noreHimjasa. Hoerosa npenabamwa Mmana cy orpomMas yTH-
naj va I'. Pumana, . Ajzenwtajua, JI. Kpouekepa, P. Negekuuna 1 npyre nosmate
MaTeMaTHyape.

lonpbax je 1742. romvEe M3peKao XWIIOTe3y Aa ce cBaxy mapan Opoj sehm on
2 Moxe mpencTaBuTH ¥ 06yuKy 36upa ;mBa mpocra 6poja a ma ce cBaKW HemapaH
6poj sehwm om 7 MoxKe mpelcTaBUTH Kao 36Mp Tpu HenmapHa mpocTta Gpoja. M. M.
Busorpanos (1891 1983) je 1937. roavue aHaIMTHYIKUM MeTOfaMa JOKa3a0 TAYHOCT
Tora TBphema 3a JIOBOJPHO BeJMKe HemapHe Gpojewe, Tj. 3a cBe HemapHe GpojeBe Behe
o1 Hekor BeirMkor 6poja Ny.

Y t1eopuju GpojeBa ¥MMa MHOTO HepelleHMX mnpobiieMa Koju ce oIHOCe Ha IIpOCcTe
GpojeBe a KojH cy BpJIo jenHocTapHM 1o dopmynamuju. He 3ma ce, na npvuep, na mm
usmehy cBaka IBa y3acToNlHa TOTIyHa KBaiparta n’ u (n 4 1)2 nocToju npocT 6poj.
Hcro Tako, He 3HAMO a J1d HMa GeCKORAURO MEOTO IpocTuX Bpojesa obimka (2n)2+1.
Kpomexep (L. Kronecker, 1823-1891) je upernocranuo, aii T0 HMKal HAje HJOKA3aHO,
Ila ce CBAaKM MO3UTHBaH mapaH Opoj moxKe IPelCTaBUTH Kao pa3jiMKa ABa NPOCTa
6poja Ha BeckoHaUHO MHOrO HauvHa. AKo 6 To BMJI0 Tauro OHNa OM ce MOTBPAMIA K
XWIoTe3a Ja uMa GecKOHAYHO MHOTO apoBa npocmuz dpojeaa bausanaya, Tj. TIapopa
npocTux Opojesa Koju ce pasnukyjy 3a 2. Ha npumep, npoctu Gpojesu GauzaHmm cy
3ub, 5u7,11nm 13, 101 » 103, 1000000000061 1 1000000000063.

MepcernoBu 6pojeBu

Crneneha teopema maje jema moTpeGal asayv He M IOBOJhAH YCIOB jla 6u Gpoj
obmuka 2" — 1 6uo npoct. Y moka3y Teopeme kKopucTulieMo chemMjalia ciydaj
(a =27, b = 1) mosHaTOr MAEHTHTETA, KOJU BaXKM 3a CBAaKW IpHponan 6poj n:

a" —b" = (a—-b)(a™ ' +a" %4+ b)),
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TEOPEMA 6 Axo je n npupodar bpoj u 2™ — 1 npocm, onda je u n npocm 6po_-;,
HOKA3 Ilokasahemo eksuBaienTHO TBpheme, 1j. ma je 2" — 1 cioxen 6poj, ako
je n cnoxen 6poj. Hekajen =r1s, 7> 1,8> 1. Tama je
2&1 _ 1 — 21’3 _ 1
- (21’}3 _ 1
= @ -y +E@)Y P+ +1). O

Y cnenehoj Tabenu MOTy ce yOUMTH HeKe YMILeHWIEC ¥ Be3M ca cTeneHWMa Bpoja
2 on 2% mo 2° (4 mo 512).

n| 2% an -1 : 2" +1

2 4 3 npocT 5 npocT
3 8 7 poCT 9 = 3-3 .
41 16| 15 = 3-5 17 npocT
5| 32 31 npocT 33 = 3-11
6| 64| 63 = 32.7 63 = 513
71128 | 127 IpoCT 129 = 3-43
8 | 256 | 255 = 3.-5-17 | 257 TpocCT
9 | 512 | 511 = 3-7° 513 = 3%.19

Ilpmveliyjemo, Ha mpumep, ma cy oba cycema Gpoja 2% = 64 (63 u 65) cnoxkenm
6pojesu. To mcro Baxku 3a 6poj 2% = 512. C apyre crpame, mociie Iapa OPOCTHX
Bpojena 3 m 5, y TabIMIM He HaJIA3MMO BUUIE HMjeHaH NpuMep Ha cy M 27 —1u 2™ + 1
npocty 6pojesu. To mmje ciayvajuo. Hawmme, ox Tpu y3acromna OGpoja 2™ — 1, 2" u
2™ 41, jenan Mopa 6UTH HesbUB ca 3, a To He Moxke 6urn 6poj 2". Cuenehe TBpheme,
3ajenHo ca Teopemom 6, GuTHC cy:KaBa ofiacT BpeIHOCTH O T 3a Koje ¢y 2" — 1
um 2" + 1 npocti Bpojesu.

TEOPEMA T Axo npupodan 6poj n > 1 nuje cmenen bHpoja 2, onda je 2™ + 1
caoxcer bpoj.

JOKA3 Y nokasy KOpMCTHMO NMO3HATH WNeHTHTET:
" +b" = (a+b) (@™ —a"2b4 a3 — - 4 BT,

KOJH BaXX¥ 3a CBaKMW TI03MTHBaH Hemnapan 6poj n.

IIpernocrasunmo sa n HUje cTemeH ABojke. Chemw ma ce n MOXKe HalMCaTH Y
06Ky n = 75, Te je r HemapaH 6poj Behwm ox 1. Y caydajy Kam je n Hemapad
npoct 6poj, repheme ciem Ha OCHOBY TOPEer WieHTHTeTa, 3a ¢ = 2, b = 1, Tj. ¥
ToM cay4ajy je 3|(2" + 1). Jlakue, npeocraje na pasMOTPHMO ClIyJaj Kajcy M T K s
pehu on 1. ¥ammuo ma je a = 2°. Tama je 2" = ¢", ma je-2" + 1 = a” + 1. Ha ocrony
MCTOI MIAEHTUTETa, Halla3uMo N1a je a + 1 npasu genuress ox 2" + 1. O

Ha ocroBy mokasamor Tsphema, 3akibydyjemMo ja 6poj o6nuka 2° + 1 Moxke Outn
TPOCT caMo ako je o Pepmaos 6poj.
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Yrephupaise npocrote (cnoxenoctu) Bpojesa obnuka 2" + 1 je npobuem Ko-
jum cy ce Gapmam muoru Matematudapu. Jlawapu (Landry) je 1869. roamue nawao
dakTopuzalmjy 6poja 2°% + 1 1 npokomenTapucao o opumM peunma: ” Hujeana o MHo-
ro6pojunx pakropuzaimja Gpojera obnuka 2" + 1 HMje HaM 3a0ANA BMIE MYKe HUTH
oflysena Bullle BpeMeHa. Bpoj 2°% 4 1 messuB je ca 5 M Kaia MIBpUIMMO JleJhelbe THM
dakTopom gobuja ce Bpoj on 17 umdapa KojM MMa [Ba AeBeTolMppeHa NpocTa Qak-
Topa. Ako Gucmo 3aryBMiM oBa) pe3ynTar, He OUCMO MMaly cTpr/kerha U XxpabpocTH
[a MOHOBMMO CBa M3padyHaBaiba M Moryhe je ga Bu nipouie MHoPe rojMHe Npe HEro
1wTo 61 HeKO TIOHOBO Halllao Ppak Topu3alM)y oBor Bpoja. CaMo geceTak rojlMHa KacHuje
Opwuoej (Aurifeuille) je npumerno aa je

254 1= (22 -2+ )27 + 25 4 1).
Taj pesyATAT ce JJAKO YOIUITARA:

24ﬂ+2 +1= (2211'1-1 _ 2l’l+1 + I)(22n+l +2n+1 + 1}

ITpema Teopemu 6, 6poj obamka 2™ — 1 me MoxKe BUTH NPOCT AKO Tt HUJe HIPOCT.
3aro ce kopuctu ciaeseha noraumja. Ilmuremo M, = 27 — 1, rne ce noapasymena
na je p npoct 6poj. Bpojesu M, masupajy ce Mepcenosu bHpojesu no dpanmycKom
MaTeMaTH4apy u3 17. BeKa KOJW HX je M3yyaBao y Be3W ca CaBpuUieHMM OpojeBMMa.
Mepcenosu mpocTi GpojesH, Kao W npoctH bpojesu obauka 2™ + 1 cy on nocebHOr
3gavaja. Pa3nosu 3a TO Cy, JIEJIOM MCTOPMJCKH a JIEJIOM Ce 3aCHMBAJY Ha YWH-CHUIIN
Jla TAKBM MPOCTH Gpojesy HaJia3e NPUMEHY y ApYruM obrmacTMMa MaTeMaTHKe.

Mapen Mepcen (Marin Mersenne, 1588-1648) Buo Je maTematuyap, gusuuap,
¢unozod, Teoperryap My3avke W Teonor. buo je mpujaresm P. IlekapTa, ca Kojum je
aajeaHo nioxabhao jesyutcku Koney. Ha csojum nyroBammuma y Uramujy v Xomanau)y
ynozHao ce ca Kapasepujem, Ilackanom, Pepmaom u Xajrencom, ¢ kojuma je poawo
WMHTEH3UBHY TpermMceky. BHo je HeHTpaiHa NHYHOCT jeaHe Of HAJ3HAYAJHM]MX HAYYHMX
rpyna y Ppamiyckoj Ha nouerky 17. Bexka. [omume 1644, y npearosopy merowe
kibMre " Puznyko-maTeMaTHuka pasmunibama” (Cogita Physico-Mathematica) gao je
opuruHaiHe Aokase Heknx Pepmaosux Tephesa o NpocTHM W caBpuieHuM BpojeBrMa.

Mepcen je Bpamo nma cy 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 u 257 jemmnu npocTu
Gpojesu, He Behu o 257, 3a Koje je 6poj 27 — 1 npoct. MebyTum, oBa n1McTa caip:ku
rpentke, Koje ¢y oTKpuBeHe MHOTO BpeMmena nocse cMpri M. Mepcena. Hawue, npa
bpoja 3a Koje je MepceH TBpIMO Ha Cy IPOCTH, YCTBAPH CY CIIOZKEHH, & MCTYIITEHa
cy Tpu mpocra 6poja. Ilepsyumm (1827-1900) je, 1883. romime, mokasao aa je Mg,
npoct. 3a 6pojere Mgg m Myo7 je, Takobhe, yreplieno na cy npoctu. C npyre crpane,
3a Bpojese Mgy M Mgy TIOKa3aHO je Jla cy CIOXKEHW.

Hajsehm nosmarm npoctu 6pojesu cy Mepcenosu Gpojesu. Hawume, 3a Gpojese
obnuka 2" — 1 mocroje crenujasige MeTose Koje, y3 nomoh pauysapa, omoryhasajy
Jla ce YTBPJM HBMX0Ba eBeHTYalJlHa IIPOCTOTa, JaKlie Hero y ciydajy ocTamux opo-
jesa. dPupma CRAY RESEARCH xopucTr renepucame npocrux 6pojesa Kao ynTu-
MATUBHH TeCT padyHapa Koje IpojeKTyje, jep Ta W3y3eTHO MHTEH3MBHA HyMepu4Ka
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onepanuja Dp30 yKasyje Ha pasHe npobieMe y AU3ajHUpamby M KOHCTPYKIM]HU cymnep-
pauynapa. Hajsehwu 6poj 3a Koju, npemMa HaMa JTIOCTYIHUM MOJ[alUMMa, calla MOY3IaHO
3pamo fia je npocT je 6poj 2859433 1. [Iposepa je usspuena y maBopaTopujama Kom-
mamnje CRAY RESEARCH y Mwunecorn (CAIL), npoue roguse, y3 kopumiheme
cyneppauynapa Hajnoeuje remepamje CRAY C90

Hanac cy nosnata ykyuuo 33 Mepcenosa 6poja. [lormysa mucra nipoctux 6pojena
p 3a Koje cy nosHatv MepceHosu GpojeBu (IpeMa HaMa PaclOIOKHBUM MOAllMMa )
je: 2, 3,5, 7,13, 17, 19, 31, 69, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217,
4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 86243, 110503, 132049,
216091, 756839, 859433.

Ircrpubyinja npoctux 6pojena

Je/iHa o1 HaJJICHUIMX TeopeMa ¥y MaTeMAaTHIM Je MmeopeMa 0 npocmumM opojeauma
KOja ca BeJuKoM taunourhy jaje ofroBop Ha muTame KOJMKO UMa NpocTux Gpojesa
He Behux o aror npupojHor 6poja n.

O6enesxxkumo ca m(n) 6poj npoctux Gpojesa He Beliux ox n. Ha mpumep, (5) =
3, w(15) = 6. Teopema o npoctum GpojeBrMa TBP/M [Ia Ce 3a BeJIMKe BPeAHOCTH O/
bynkimja 7(n) nosala kao pynkumja 5, (npu uemy je ca Inn o3naven norapuram
3a Bazy e = 2, 718281828...). Oso tBpheme ce obuuno 3amucyje y obnuky

n

(n) ~ o

Kasxemo s1a je m(n) acuMnToTcku jennako ca .

I'ayc je oo Topheme nsneo xao xumoresy 1840 romure. Teopemy cy HezaBucHO
nokasanu 1896 romune Bane-Ilycen (La Vallee Poussin, 1866-1962) u Anamap (J. S.
Hadamard, 1865-1963). Kacmuje cy, 1946 romne, Epreur (P. Erdés, 1913) u Cen-
Bepr (A. Selberg, 1907) namn enemenTapan, aiy He M faK J0Ka3 Teopeme. Teopema
ycTBap¥ TBPJAM Jla Ma Kako 6o masu peanau 6poj ¢ > 0, moxke ce nahu noposbHO
BeJIMKK pUposial Bpoj np (Koju 3aBUCH 0] £), TaKaB /a je 3a CBAKW IIpMpoHan 6poj
n > N,

m(n)

. 2

Inn

1-¢< <l+e.

Ilpe Bane-Ilycena u Anamapa, Yebuures (1821-1894) je nokasao Heke 3HavajHe
ocobune pyakumje m(n). Ox je, 1850 rommne, HoKa3a0 na je 3a cBaku npupojan 6poj
n>1,

oo

c— < 7(n - —_
Inn — - Inn

20| =]

Osa omena je cnabuja on oHe Kojy Aaje TeopeMa O MPOCTHM GpojeBUMa, ajll UMa TY
nobpy cTpaHy Ma BasKH 3a chaku npupoman 6poj Behu on 1.
Caeneha tabGena WIYCTpYje BPeHOCT TeopeMe O MpocTM OpojeBHMa.

10
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10.

11.
12.

13.

14.

n w(n) e 7(n) ]n?'*

1000 168 145 1.159
10000 1229 1086 1.132
100000 9592 8686 1.104
1000000 78498 72382 1.084
10000000 664579 620421 1.071

100000000 5761455 5428681 1.061

JAODANDU

Tokasatu aa je ceaku npoct 6poj sehin on 3 oBnmka 6n — 1 wam 6n + 1.

JlokazaTH na noctoju GeckoHauHO MHOTO IpocTuX OGpojesa obnuka 4k — 1, rue je &k
no3uTHBaH Lieo 6poj.

Jlokazatu aa He noctoju Hajeehu npoct Bpoj ofauka 3k + 2, rae je k mosuTHBaH Leo
Gpoj.

HaFy nuz on 1995 yzacronuux npuponnux Gpojesa, Mehy KojuMa HemMa TIPOCTHX.

JlokazsaTu ga ce Henapan Opoj obamka 6n 4+ 1, rae je n npuponad Bpoj, He MoXe
NpejcTABHTH Kao pa3iMKa [Ba npocra Gpoja.

Hahwu cBe npocrte Gpojene p, Takee fa je p+ 1
(a) nornyn KBanpar;

(6) nornyn ky6b.

JlokazaTH J1a ce CBAKHM HelmapaH MpocT Dpoj MOXKe HAa TAMHO JeJaH HauMH NPeJcTRBUTH
Kao pa3liMKa KBajpaTa ABa npuponHa 6poja.

Hahu cBe npupojue 6pojese n, Takee ga ¢y n,n + 10 u n + 14 npoctu 6pojesH.

Hahu cse Tpojke npocthx GpojeBa Koje obpazyjy APMTMETMUKY IIpOrpecujy ca pas-
NUKOM 2.

Heka je N npouseon ¢BuX npoctux Gpojesa He Behiux og n, 2a n > 2. Jlokasaru na je
N >n.

Heka je p, n—tu npoct 6poj. Jlokazatu ma je p, > 2n,3a n > 4.
Jlokasatu aa wamehy Gpojesa n u n! nocroju Gap jeman npoct 6poj, 3a n > 2.

Kopuctehint npeTxofH1 3ajaTak JaTH JOII jefMaH A0Ka3 Oa MMa BecKOHAYHO MHOIO
npoctrx Hpojesa.

[poct 6poj n 3amicaH y GMHApHOM cUcTeMY uMa cBe Lmdpe jemunuue. JlokasaTn na
je onma 1 6poj meropux mmbapa npoét 6poj.

11
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15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

Jlokazatu na Pepmaonu BpojeBu 3a/I0B0TbABA]Y PEKYPEHTHY PeNalu]y
favr = fofifa - fu + 2.

Kopuctehmn nperxoanu 3agartak foka3aTw ga cy cBaka jBa pasiwumra Pepmaoba
6poja y3a)aMHO IPOCTH.

Ilokasaty na 3a n > 5, ceakm 6poj o6maxa 22" — 1 uma npoct dakrop Behin ox 1000000.

Tlokasatv fia 3a cBaku npupoaan 6poj n, 6poj 22° — 1 uMa Bap n Pa3sTUUMTUX TIPOCTHX
dakTopa.

(a) Konuko uma nHemapumx npupoanmx 6pojena n mamux ox 1000000000, rakeux axa
ce MpaBUilaH N—yrao MoXe KOHCTPYMCATH WeCTAPOM M JNeHUpOM?

(6) Konuko mma npupoatnx 6pojesa n mawux of 1000 taksux aa ce npaBuial n—yrao
MOXKE KOHCTPYMCATH UIECTAPOM M JICKhHpOM?

lla am noctoju ckyn S oa 1995 npuponuux Gpojesa Koju uma caenche nse ocobune:
(a) Cpaku 36mp aBa miau Buie BpojeBa u3 ckyna S je cioxeH 6poj;

(6) Cpaka apa 6poja uz S cy ysajamuo npoctu?

Hexa je f(z) = z? — z + 1. Ilokasatu na cy, 3a cBaku NpuposiaH 6poj m > 1, 6pojesu
m, f(m), f(f(m)),...

TI0 MTAPOBHMA Y3a)aMHO TPOCTH.

Kopucrehu nperxonnu sanatak, 1oKazaT jla MMa DBeCKOHAYHO MHOIO IpocTHX Bpo-
JeBa.

(a) Oapemuty cBa pemersa jeanaumte m(n) = § y ckyny npupoanmnx 6pojena.
(6) Hahwu najmamu npuposan 6poj n > 1 3a koju je w(n) < 5.
OnpenuTu cBe TipupoaHe GpojeBe n 3a Koje je

(a) 7(n —1) < ﬂ(n];

n—1 n
(6) win_—ll} S TE:)-

Hexka je
@y, @z, ..., 0k

orpaHMyeH HU3 TaKaB [a je

l<a; <az < <ap <mn,
npY ueMy HHjeIaH Y4JIAH HUje JeNUTe/b NPOMIBOJA OCTANMX.
Ilokazatu ja je k < w(n).

IaT je ¥m3

a1 =3, a=3+2k, az=3+4k, ag =3+ 6k,...
rie je k npuponan 6poj. JlokazaTu fa y TOM HM3Y He MOCTOje TPM Y3acTolHa WiaHa
KOjU Cy CBM IIpocTH BpojeBu.

12
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OAT'OBOPH, YIIATCTBA U PEHIEHUJA HA 3AZTAYUTE

1. Crnemy Ha OCHOBY UMBbe€HUIIE A2 Cy OpojeBu obawka 6n, 6n + 2 u 6n + 4

HeJbUBH ca 2, OOK cy OpojeBH oOiMKa 6n + 3 messuBu ca 3.

. I[IpernocraBuMo ma mMa caMO KOHAYHO MHOIO IPOCTHX OpojeBa obO/IMKa
4k — 1. Heka cy p1, p2,..., Pm CBU TakBu O6pojeBu. Ilocmarpajmo 6poj

qg= 4}3’1?2 " Pmo— 1.

[MpumeryiMo Ha je mpomsBon OpojeBa obmmxa 4k + 1, yBex 6poj mcTor
TakBOr obiuKa. 3arto Opoj ¢ mMa Gap jemaH mpocT daxTop p obimKa
4k — 1. bpoj p je pasmmymr on cBux OpojeBa p;, ¢ = 1,2,...,m, 3aT0
IITO HUjelaH OO TUX ©pojeBa HMje meuTess on ¢. Jloau cMo [0 KOH-
TPaMKIINAje Ca IMPETIOCTABKOM Ja CY P1, P2y« - - 5 Py, JOIWHU IPOCTH OpoO-
jesu obumka 4k — 1. Cnemu ma TakBux GpojeBa MMa DECKOHATHO MHOIO.

. IIpmmeTrmvo na je mpomsBon 6pojeBa obuwmka 3k + 1 yBex 6poj mcTor
takBor obnuka. I[IpermocraBumo na moctoju Hajsehm mpocT 6poj 06-
mka 3k + 2, Tj. ma ¥WMa KOHAYHO MHOTO TaKBUX OpojeBa. Heka cy pi,

P2, ..., Pm CBU TakBU Opojeu. llocmaTpajmo 6po]

q= 3P1P2‘ * Pm + 2.

Bpoj ¢ uma 6ap jemam mpocT dakrop p obmmka 3k + 2, koju, Mehy M,
MoOpa GUTU Pa3iMYMUT O CBUX DpOCTUX OpojeBa p;, ¢ = 1,2,...,m, IITO
je KOHTpaIuKIMja.

13
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4.

10.

11.

12.

Y nu3y oa n — | yzacronaux bpojesa
nl+2, 0+ 3,..., ul+n,

cBi BPOjeBH Y CJI0XKeHM (IPBY je JeJLUB ca 2, APYTH ca 3, ..., MOCAe/IHhU
ca n).

[Ipernocrapumo fa je 6n+ 1 = p— g, rae cy p U ¢ npoct 6pojeBd. AKo
je y = 2, oHza je p = Gn + 3, wro je nemoryhe. Ako je ¢ = 2k + 1, onna
je p = 6n + 2k + 2, wro je, Takohe, Hemoryhe.

(a) Heka je p npoct 6poj, Takas aa je p+ 1 = 22, 3a Heky npupoian 6poj

. Tapajep=a*—1=(z—1)(x+1). Crenm gajex—1 =1, 1j. p= 3.

(6) Ako je 3a mexu npoct 6poj p, p = a° — | = (x — 1)(z* + = + 1), onna
jer—=1=1,1).p=T.

CBaku HenapaH Opoj MoKe ce Ha JeIMHCTBEH HauMH [IPeJcTABUTH Kao
pamIMKa KBajpaTa JiBa y3acTOlNHa HpHpojHa Bpoja :

2k + 1= (k+ 1) - k2

Heka je p mHemapas npocT 6poj Takap aa je p = a2 — y*, rme cy « u y
npuponau Gpojesu. Tama je p = (x — yHzx + y), na je x — y = 1, Tj.
@ =y + 1, onakye cnegu tepheme.

Quuraemdo, 2 uvje Takas 6poj. [Ipuposan 6poj i > 2 MoxKe ce HalMCATH
yobmuky n = 3¢+ r,roeje 0 < r < 2. 3ar = 2,6poj n+ 10 je cioxen;
3a 7 = 1, cnoxken je 6Gpoj n+ 14. 3a r = 0, jemuaum npoct 6poj obauka
3¢ je 3 a y Tom ciyyvajy cy npoctu ¥ bpojesun 3+ 10 =13 1 3 + 14 = 17.

. Tlocmarpajmo 6pojese p, p+ 2 u p + 4, rae je p npoct 6poj. Ako je

p obimka 3q + 1, osga je 3|(p + 2). Axo je p obnuxa 3¢ + 2 oHma je
pl(p + 4). IIpeocraje camo moryhmocr na je p = 3, y KoM ciydajy ce
nobwuja pememe: 3, 5, 7.

Heka je p majsehm mpocr 6poj koju muje Behu on n. bpoj N -1 =
2-3-5.--p— 1 cagpxu caMo npocTe dpaxtope sehe ox n. Cremn na je
N—-1>nmammpeje N=2-3-5---p>n.

Tepheme Baxku 3a n = 5: ps = 11 > 10. Ako je p, > 2n, OH.Ela..je
P+l 2 Pnt+ 2> 2n+2 = 2{TI-+ I]

Heka je p mpoct daxrop 6poja n! —1. Ouurnemsojen < p < n!—1 < nl.

14



https://matematickitalent.mk/

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

Cneny Ha OCHOBY Tora IITO, IIpeMa HPeTXOJHOM 3adaTKy, uaMehy cBaka
Ba Y3acTONHA 4llaHa DecKoHAYHOr HM3a

3, 3L (3D, ((3)Y,...
noctoju 6ap jelan npocT 6poj.

bpoj 27 — 1 y BuHapHOM CHCTEMY 3aIMcyje Kao HU3 of p jemuaMna. Camga
Tepheme ciemu Ha ocnoBy Teopeme 6.

KopueTuti MaTeMaTH' Ky MHAYKIWJY, y3uMajyhu y obsup na je
fn = 22“ +1lu fu-f—] —-2= 22n+] - 1= [22:1 — 1}[22ﬂ + 1]

Heka je d|f, m d|fo4k, 33 Hexke npupomse Gpojee n u k. Kako je

fosk = o1 fa o fatk=112, 1O je d|2. 360r menaproctr Pepumaosux
Gpojera, ciemm ga je d = 1.

Ipema 3amarky 15, 22" = 1= f, =2 = fofi -+ fu-1, ma je 6poj 22" — 1
naeipuB ca cpakuMm PepmaosuM Gpojem f;, 3a 0 < 1 < n — 1. Mehy-
tuMm, Pepmaos 6poj f5 canpxku npoct daktop 6700417, onakne ciaemm
TBpheme.

Bpoj 22" — 1 je npousson n pasmmuntix Pepmaobux GpojeBa, Koju cy
0 NAPOBHMAa Y3ajaMHO IPOCTH, Ojlakie ciemy Tepheme.

(a) 29; (6) 50.

lla. Taxas je ckyn S = {k-1995!'+ 1 | k = 1,2,...,1995}. 36up r
DpojeBa M3 TOr'a CKyda lejpHB je ca T.

Kako je f(1) = f(0) = 1, To je cnobogau unas P,(0) nonusoma P, (z) =
FOFC---(f(x))--+)) jemmax 1. Cnemm ma je, 3a cBaku npuponan 6poj m,
N . b

kL
ocTaTak npu nessemy Pn,(m) ca m jemnak 1. ¥Y3umajyhm m' = Pi(m)

ymecto m, nobujamo na cy Ppyr(m) m m’ = Py(m) y3zajamro mpoctu
6pojesn.

CuneM Ha OCHOBY YMIbeHMIe Jla ¥ DeCKOHAUYHOM HU3Y

m, f(m), f(f(m)),...

CBAK¥ YJaH cajJpM NpocT PakTop KOJH HUje HaKTOp HUJEOHOT APYror
yjlaHa HH3A.

23. (a) n € {2,4,6,8}; (6) n = 28,

24. (a) n upocT Gpoj; (6) n cioxer Gpoj.
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25.

26.

KapoHcKH 00JIMK cBaKOr WIaHA a; CaApKU O6ap jedaH OIPOCT GAKTOP p; ca
excroneHToM (> 0) BellM Hero mITo je eKCIOHEHT O/ p; ¥ KAHOHCKOM pa-
3Jalakhy MPOM3BO/IA OCTAJMX “WIAHOBA HU3a. To 3Haum aa ce p; nojaBibyje
y 6pojy a; ca ekcroHeHToM BehuMm Hero y 6Miio KoM APYroM 4JaHy HU3a.
Hasopumo p; "mpencraBEUMKOM” 6poja ;. Kako cBaku mpoct 6poj Morke
6ury mpeACTAaBHUK HajBUIle je[JHOT “LJIaHa HU3a, ciemu aa je k < w(n).

Axo je k = 3t 3a Hexu npuponaH 6poj t, orma TBpherme BaKu jep Cy Y TOM
CJIVYa]y CBM YJIaHOBU HM3a JiesbuBU ca 3. Heka je k # 3t. Ako tBpheme
He BaXKU, OHOA Cy 32 HeKU n > 1, OpojeBu

an =a >3, Gup1 = a+ 2k, apyy = a+ 4k

Tpm mpocta 6poja. Kako je a mpoct 6poj, To je 3[(a+ 1) nnnm 3|(a+2). ¥
IPBOM CIydajy, 3a k = 3t+ 1, cremm 3[((a+ 1) + (6t +3)), j. 3[(a + 2k).
Y apyrom ciyuajy, 3a k = 3t + 1, cnenwm 3|((a + 2) + 6t), 1j. 3|(a + 2k),
a 3a k = 3t + 2, nobujamo 3|((a + 2) + (12t + 6)), 1j. 3|(a + 4k). Kaxo
je 4, mpocT 6poj m = > 1, cienn ma Oap jemaH onx OpojeBa @iy, @pis
guje mpocT. 3a n = 1 Mory cBa Tpu 6poja ay, a9, a3 6utk mpoctn. Ha
npuMep, 3a k =2 je @y = 3, a3 =7, a3 = 11.)
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