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ПРЕДГОВОР 
 

 

Ниедно истражување на човекот не мо-

же да се нарече вистинска наука, ако истото 

не е поткрепено со математички доказ.  
 

Проблематична е веродостојноста на 

тврдењата во науките, каде нема примена на 

ниту една математичка дисциплина, т.е. кои 

не се поврзани со математиката.  
 

Леонардо да Винчи  

 

 

Оваа книга е продолжение на книгата Математика 4 - калкулус II и ги 

содржи предавањата по предметот Дискретна математика кој е задолжителен за 

студентите по информатика на поголемиот број факултети за информатика во 

Република Македонија. Материјалот во книгата е поделен на шест глави и тоа:  

1. Случајни настани. Веројатност 

2. Дискретни случајни променливи  

3. Диференцни равенки  

4. Разбивања  

5. Латински квадрати, блок дизајни и кодови  

6. Генераторни функции и  

7. Теорија на графови.  

Содржините кои се разработени во петте глави во целост кореспондираат со 

насловите, но разгледувањата се прилагодени за студенти на кои математиката не им е 

основна преокупација.  

Во првата глава се воведени поимите случаен настан и веројатност и се раз-

гледани основните теореми во теоријата на веројатност. Притоа, тежиштето на разгле-

дувањата е поместено на случајните настани со конечно и пребројливо многу исходи, за 

на крајот да се даде преглед на аксиоматското градење на теоријата на веројатност. По-

крај класичните содржини за ваквата обработка на материјалот, обработена е и геоме-

триската веројатност, која се јавува во многу практични проблеми во техничките науки.  

Втората глава е посветена на дискретните случајни променливи, функциите од 

истите и нивните бројни карактеристики. Покрај тоа, разгледани се магиналните и 

условните распределби, класичните дискретни случајни променливи, како и граничните 

теореми поврзани со истите. Притоа, заради комплетност на разгледувањата, при разра-

ботката на независноста на случајните променливи, корелацијата и регресијата, одделно 

е обработено условното математичко очекување, за кое е докажано дека всушност е 

средноквадратната регресија.  
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Во третата глава се разгледани диференцните равенки, при што тежиштето е 

дадено на изучување на линеарните диференцни равенки од прв и втор ред, а само на-

кратко е разгледано решавањето на некои нелинеарни диференцни равенки. Во рамките 

на оваа глава посебно внимание е посветено на изучувањето на проблемот на загради и  

триангулацијата на конвексен многуаголник, при што е покажано дека овие два пробле-

ми всушност се еквивалентни. Нестандардно, но заради нивната практична примена 

посебно внимание е посветено на низата Фибоначиеви броеви, за која се докажани 

повеќе својства. Конечно, на крајот од оваа глава се разгледани конечните разлики и 

факториелните полиноми, при што се воведени и Стирлинговите броеви од прв и втор 

вид.  

Четвртата глава, која по обем е најмала, е посветена на разбивањата. Притоа, 

одделно се разгледани разбивањето и подреденото разбивање на броеви, како и разби-

вањето на множества. Стандардно, при изучувањето на разбивањата на множества се 

воведени Беловите броеви, за кои се докажани повеќе својства. Понатаму, во овој дел е 

дадена и врската меѓу разбивањата на множества на k-блокови и Стирлинговите броеви 

од втор вид, ако и врската меѓу распределувањето на n  објекти во k  по парови 

дисјунктни циклуси и Стирлинговите броеви од прв вид. На крајот од оваа глава, 

накратко се разгледани деаранжманите за кои се покажани неколку својства.  

Петтата глава е посветена на латинските квадрати, блок дизајните и кодовите. 

При разгледувањето на латинските квадрати посебно внимание е посветено на поимот 

ортогоналност, при што е докажано дека за секој прост број p  постои потполн систем 

ортогонални латински квадрати. При разгледувањето на блок-дизајните (конфигураци-

ите) разгледани се и матриците на Адамар, при што е покажано дека во одделни случаи 

егзистенцијата на матрица на Адамар ја повлекува егзистенцијата на определена кон-

фигурација. На крајот од оваа глава се дадени основни поими од теоријата на кодирање, 

при што се разгледани границата на Плоткин, кодовите на Адамар и совршените кодо-

ви.  

Во шестата глава се изучуваат генераторните функции, кои имаат посебна уло-

га при изучувањето на својствата на дискретните случајни променливи. Меќутоа, во 

нашите разгледувања тежиштето е насочено кон изучување на основните својства на 

генераторните функции и нивната улога при решавањето на диференцните равенки, во 

теоријата на пребројување и теоријата на разбивања, Вториот дел на оваа глава е 

посветен на примената на генераторните функции при пресметување на збирови од 

степени на природни броеви, изучувањето на Хармониските броеви, Бернулиевите 

полиноми и Бернулиевите броеви, како и на примената на генераторните функции во 

изучувањето на Каталановите броеви и нивната примена (пат на Дик, пат на Моцкин,, 

стек-сортибилните пермутации и слично).  

Во последната, седма глава, се разработуваат елементи од теоријата на графо-

ви. Стандардно, со воведувањето на основните поими, се дефинира изонорфизмот на 

графови, видовите графови и операциите со графови. Понатаму, разгледано е задава-

њето на граф со помош на матриците на инциденција и на соседство, за кои во натамош-

ните разгледувања се докажани низа својства и е покажана нивната примена во опреде-

лувањето на бројот на патиштата меѓу две темиња и бројот на покривните дрва на 

неориентиран граф. Исто така, воведен е поимот степен на теме, во врска со кој се дока-

жани повеќе својства. Во натамошните разгледувања значително внимание е посветено 

на изучувањето на патиштата во графовите, циклусите и сврзаноста на графовите. Во 

контекст на овие проучувања, посебно се разработени дрвата, цикломатскиот број на 

граф, разделувачките множества и пресеците на граф. На крајот од оваа глава се раз-
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гледани три вида на графови: Ојлеровите, Хамилтоновите и планарните графови, кои 

имаат посебна улога во решавањето на голем број практични задача. Стандардно, за 

овие видови графови се дадени критериуми за нивна карактеризација, при што во 

разгледувањето на планарните графови е докажана Ојлеровата формула за конвексните 

полиедри.  

На крајот од книгата, во посебен додаток, е разработена една класа на боења од 

Ремзиев тип. Всушност ова е само еден мал дел од Ремзиевата теорија, која започнала да 

се развива во 1930 година со работите на англискиот математичар Френк П. Ремзи. 

Јасно, оваа содржина не е целосно кореспондентна со разгледувањата во претходните 

глави, но сепак сме на мислење дека е добро студентите да се запознаат со некои 

резултати од Ремзиевата теорија, бидејќи истата наоѓа примена при решавањето на 

голем број практични проблеми.  

Важно е да споменеме дека, како и во претходните четири книги, мал дел 

од разгледаните 198 теореми, леми и последици не се докажани, и ова посебно се 

однесува на теоремите за карактеризација на планарните графови, чии докази 

излегуваат надвор од рамките на нашите разгледувања. Сепка, како и останатите 

тврдења и овие се илустрирани со бројни примери и цртежи. Всушност, севкуп-

ните разгледувања во оваа книга содржат и 133 цртеж, дел од кои се во функција 

на илустрација на разгледуваните дефиниции и тврдења, а дел од кои се во рам-

ките на решените примери, кои вкупно ги има 211. Но, како што знаеме, изучува-

њето на која било математичка дисциплина не е можно без систематско самостој-

но решавање на задачи, па на крајот од секоја глава се дадени задачи за самостој-

на работа, вкупно 266, дел од кои, како и примерите содржат и по неколку под-

задачи, па така бројот на решените примери задачите за самостојна работа е зна-

чително поголем. Стандардно, воведувањето на поимите, доказите на теоремите, 

лемите и последиците, како и обработката на примерите се пропратени со бројни 

коментари и забелешки, дел од кои се во функција на појаснување, а дел се одне-

суваат и на генерализации на одделни поими и тврдења.  

На крајот од книгава е даден индекс на поими, кој се надеваме ќе го олес-

ни нејзиното користење. Исто така е даден список на користена литература, при 

што сакаме да споменеме дека книгите [4], [9], [25], [14], [45], [53], [55] и [60] 

имаа посебно влијание при оформувањето на овој ракопис.  

Пријатна должност и особено задоволство ни е да им искажам благодар-

ност на рецензентите проф. д-р Сава Гроздев и проф. д-р Алекса Малчески кои со 

своите забелешки и сугестии придонесоа за подобрување на содржините на оваа 

книга, како и на асс. д-р Катерина Аневска која детално го провери овој ракопис и 

со своите забелешки придонесе да се отстранат некои технички пропусти, но и да 

се подобри самото изложување на разработуваниот материјал.  

И покрај вложениот напор, не можеме да се ослободиме од впечатокот 

дека се можни значителни подобрувања на оваа книга, па затоа сме однапред бла-

годарни на секоја добронамерна критика и сугестија.  

Декември, 2015      Авторите 

Скопје  
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XXIII ГЛАВА    

СЛУЧАЈНИ НАСТАНИ. ВЕРОЈАТНОСТ  
 

 

 

1. ЕКСПЕРИМЕНТ И НАСТАН.  

СТАТИСТИЧКА ВЕРОЈАТНОСТ  
  

1.1. Често пати во природата појавите и настаните се случуваат по точно 

определени закони и секогаш кога е исполнето определено множество услови. За-

коните од ваков тип ги нарекуваме детерминистички. Луѓето со векови ги набљу-

дувале и анализирале појавите и настаните, а потоа врз основа на научните созна-

нија ги формулирале законите. Типични примери за детерминистички закони се 

Њутновите закони во механиката и Њутновиот закон за гравитација. Врз основа на 

ваквите закони можат да се објаснат настани од минатото и да се предвидуваат 

идни настани. На пример, може да се предвиди кога во иднина ќе имаме помрачу-

вање на Месечината или Сонцето, како и да се пресмета кога во минатото такви 

помрачувања се случиле.  

 

Меѓутоа, покрај појавите и настаните кои се реализираат по детерминис-

тички закони, во природата и општеството има појави и настани за кои не важат 

законите од овој тип. Поточно, постојат појави и настани кои при одредени усло-

ви некогаш се реализираат, а некогаш не се реализираат. Да разгледаме еден ваков 

пример.  

 

1.2. Пример. Правилна и хомогена монета повеќе пати ја фрламе на рам-

на површина, при што монетата ротира околу својата оска која не е нормална на 

рамнината. Во секое посебно фрлање може да “падне” една од двете страни на мо-

нетата: писмо P или грб G. Еден од можните начини на појавување на писмо или 

грб во 12 фрлања е следниов:  
 

P P G P G G P P P G P G.  

 

1.3. Во претходниот пример зададовме множество услови S  и тоа:  
 

- монетата е правилна и хомогена,  

- монетата се фрла на рамна површина и  

- при фрлањето монетата ротира околу своја оска која не е нормална на 

површината,  
 

и истите ги реализиравме 12 пати. Во врска со претходно изнесеното ја имаме 

следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Нека е дадено множество услови S . Секоја реализација на 

ова множество услови ја нарекуваме опит или експеримент S . Секој резултат на 

експериментот S  го нарекуваме настан што е во врска со експериментот S .  
 

Настаните ги означуваме со буквите , , , , , ,...A B C D E F .  
 

Според определеноста на настаните со условите S  разликуваме два типа 

експерименти. Едни, кај кои што множеството услови еднозначно го определува 
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исходот и овие експерименти ги нарекуваме детерминирани, и други, кај кои 

исходот не е еднозначно определен, т.е. постојат повеќе различни исходи и овие 

експерименти ги нарекуваме недетерминирани.  

 

1.4. Како што можеме да видиме, при реализирањето на експериментот од 

пример 1.2 можни се два различни исхода: писмо или грб, што значи дека станува 

збор за недерминиран експеримент. Притоа појавата на писмо или грб во низата 

од 12  фрлања е исклучително неправилна, т.е. таа е случајна и не може однапред 

да се предвиди дали ќе се појави писмо или грб. На прв поглед изгледа дека не 

постои никаква законитост која можеме да ја доведеме во врска со резултатите 

добиени во низата фрлања на монетата. Меѓутоа, изведувањето на голем број 

фрлања на монетата и разгледувањето на добиените резултати ни овозможуваат 

подобро да ја опишеме случајноста на појавување на писмо или грб. За таа цел ќе 

ги искористиме резултатите на експериментите во врска со паѓањето на писмо или 

грб реализирани од научниците Бифон, Пирсон, де Морган, Фелер и Романовски и 

кои се дадени во следнава табела:  

 

научник број на фрлања број на паѓања на грб 

Бифон 4040 2048 

де Морган 4092 2048 

Романовски 80640 39699 

Пирсон 24000 12012 

Фелер  10000 4979 

 

Ако ги анализираме презентираните податоци, ќе забележиме дека во сите пет 

серии при фрлањето на монетата приближно половина од вкупниот број фрлања 

паѓа грб. Попрецизно, ако со A  го означиме настанот “паднал грб”, со n  го озна-

чиме вкупниот број на фрлања на монетата и со ( )n A  бројот на реализации на 

настанот A , тогаш за количникот 
( )n A

n
 добиваме:  

 

Бифон:   
( )

0,50693
n A

n
 ,   де Морган:    

( )
0,50048875

n A

n
 ,  

Романовски:  
( )

0,492299
n A

n
 ,  Пирсон:         

( )
0,5005

n A

n
  и  

Фелер:   
( )

0,4979
n A

n
 .  

 

Со други зборови количникот 
( )n A

n
 на настанот A  “многу не се разликува” од 

бројот 1
2

0,5  . Според тоа, при едно фрлање не може да се предвиди што ќе се 

случи, но за голем број експерименти постои законитост во појавувањето на 

настанот A  и бројот 0,5 , за кој може да се каже дека е објективна мерка на 

можноста за појавување на настанот A . Законитост од овој тип постои за голем 

број експерименти и настани во врска со нив. Во смисол на претходно изнесеното, 

ја имаме следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Нека при n  повторувања на експериментот S  го разгледу-

ваме настанот A . Бројот на реализации на настанот A  го нарекуваме фрекфен-
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ција (честота) на настанот A  и го означуваме со ( )n A . Количникот 
( )n A

n
 го на-

рекуваме релативна фрекфенција (честота) на настанот A  во n  експерименти.  

 

1.5. Во претходните разгледувања поимот настан го воведовме како ре-

зултат на експериментот S . Меѓутоа, за нашите разгледувања од посебна важност 

се случајните настани, т.е. настаните кои задоволуваат определени услови. Пои-

мот случаен настан е во непосредна врска со поимот релативна честота и истиот 

се дефинира на следниов начин.  

 

Дефиниција. Настанот A  во врска со експериментот S , кој може да се 

повтори произволен број пати го нарекуваме случаен настан, ако релативните 

честоти на настанот A , на секоја од повеќе реализирани серии на експериментот 

S , се броеви кои се приближно еднакви меѓу себе.  

 

1.6. Од дефиниција 3 следува дека настанот “паднал грб” е случаен нас-

тан. Понатаму, релативните фрекфренции во сериите експерименти на Бифон, де 

Морган, Романовски, Пирсон и Фелер се натрупуваат во околина на бројот 0,5 . 

Ваквото својство на релативните честоти на случајните настани го нарекуваме 

стабилност на релативните честоти. Стабилноста на релативните честоти е об-

јективно својство на масовните случајни појави и е основна причина за постано-

кот и развојот на теоријата на веројатноста. Во врска со стабилноста на релатив-

ните честоти на случајниот настан A  ја имаме следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Реалниот број околу кој се натрупуваат релативните често-

ти на случајниот настан A  и кој го означуваме со ( )P A  го нарекуваме веројат-

ност на настанот A .  

 

Оваа дефиниција за веројатност на случаен настан во литературата е поз-

ната како статистичка дефиниција на веројатноста, а веројатноста определена 

на овој начин ја нарекуваме статистичка веројатност.  

 

1.7. Пример. Хомогена коцка за играње повеќе пати ја фрламе на рамна 

површина, при што коцката ротира околу некоја оска. Во секое посебно фрлање 

може да “паднат” 1,2,3,4,5 или 6 точки. Еден од можните начини на појавување на 

бројот на точките од 1 до 6 во 60 фрлања е следниов:  
 

5,3,1,5,6,4,3,3,2,4,3,4,3,5,1,2,2,1,3,2, 2,4,5,4,5,1,2,6,5,2,

3,1,6,4,2,1,1,5,3,5,5,6,3,3,6,5,5,2,3,1, 2,2,6,1,3,5,2,2,1,2.
 

 

Според тоа, имаме множество услови S  и тоа:  

- коцката за играње е хомогена,  

- коцката се фрла на рамна површина и  

- при фрлањето коцката ротира околу некоја оска.  
 

а) Јасно, станува збор за недерминиран експеримент во кој за секој 1,i   

2,3,4,5,6  можеме да го разгледуваме настанот iA : паднале i  точки. Штолер на-

правил четири серии на експериментот S  и ги добил податоците дадени во след-

нава табела:  
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Број на фрла. 

на коц.  

Број на паѓања на број точки  

1                   2                 3                4               5               6 

600 82 130 106 92 106 84 

6 000 953 1 053 1 027 1 028 982 957 

60 000 9 880 9 989 9 888 10 206 10 190 9 847 

120 000 19 759 20 065 19 795 20 232 20 213 19 936 

Табела 1 

 

Од податоците во горната табела ја составуваме следнава табела на релативните 

честоти на настаните iA , 1,2,3,4,5,6i  .  

 
Број на фрл.  

на коцката  

Број на паѓања на бројот 

1                     2                    3                  4                 5                 6 

600 0,1366667 0,2166667 0,1766667 0,1533333 0,1766667 0,140000 

6 000 0,1588333 0,1755000 0,1711667 0,1713333 0,1636667 0,159500 

60 000 0,1646667 0,1664833 0,1648000 0,1701000 0,1698333 0,164117 

120 000 0,1646583 0,1672083 0,1649583 0,1686000 0,1684417 0,166133 

Табела 2 
 

Како што можеме да видиме релативните честоти на секој од настаните iA , 

1,2,3,4,5,6i   при различните серии од 6000, 60000  и 120000  повторувања на 

експериментот се приближно исти броеви, па затоа за секој 1,2,...,6i   настанот 

iA  е случаен. Понатаму, релативните честоти на секој од настаните iA , 1,2,3,i   

4,5,6  се натрупуваат околу еден ист број и тоа 1
6

0,166 , од што согласно ста-

тистичката дефиниција на веројатноста можеме да заклучиме дека 1
6

( )iP A  , за 

1,2,3,4,5,6i  .  
 

б) Ако ги искористиме податоците од табела 1, за настанот :B  пад-

натиот број точки е помал од 3 , при серии од 600, 6000, 60000  и 120000  повто-

рувања на експериментот, неговата честота ја добиваме ако ги собереме честотите 

на настаните 1A  и 2A  (зошто?). Во следната табела се дадени честотите и рела-

тивните честоти на настанот B , за наведените серии од 600, 6000, 60000  и 

120000  повторувања на експериментот.  
 

Број на фрлања  

на коцката 

Честота на настанот B Релативна честота на 

настанот B 

600 212 0,3533333 

6 000 2 006 0,3343333 

60 000 19 769 0,3294833 

120 000 39 824 0,3318667 

Табела 3 
 

Од податоците во табела 3 заклучуваме дека настанот B  е случаен и дека 

согласно дефиниција 4 статистичката веројатност е 1
3

( )P B   (зошто?).  
 

в) Во врска со разгледуваниот експеримент да го разгледаме настаните 

:C  паднатиот број точки е помал од 1  и :D  паднатиот број точки е помал или 

еднаков на 6 .  
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Лесно се воочува, дека настанот C  не се случува при ниту една реализа-

ција на експериментот S , а настанот D  се случува при секоја реализација на екс-

периментот S  (зошто?).  

 

1.8. Во врска со настаните C  и D  од пример 1.7 ја имаме следнава дефи-

ниција.  

 

Дефиниција. Сигурен настан за експериментот S  е настанот што се 

појавува при секоја реализација на S . Невозможен настан за експериментот S  е 

настанот што не се појавува при реализација на S .  

 

1.9. Коментар. Нека се изведени n  експерименти S . Од дефиницијата на 

сигурниот настан следува дека тој ќе се појави n  пати, а од дефиницијата на 

невозможниот настан следува дека тој нема да се појави ниту еднаш, т.е. ќе се 

појави 0 пати. Според тоа, релативната честота на сигурниот настан е 1n
n
 , а 

релативната честота на невозможниот настан е 0 0
n
  и последното важи за серија 

со произволен број експерименти S . Сега од дефиниција 3 следува дека си-

гурниот и невозможниот настан се случајни настани, а од дефиниција 4 следува 

дека нивните статистички веројатности се 1 и 0, соодветно.  

 

 

 

2. ЕЛЕМЕНТАРНИ НАСТАНИ.  

ОПЕРАЦИИ СО НАСТАНИ  
  

2.1. ЕЛЕМЕНТАРНИ НАСТАНИ  
 

2.1. Во пример 1.7 при експериментот во кој хомогена коцка фрламе на 

рамна површина видовме дека во секое посебно фрлање, т.е. при секоја реализа-

ција на експериментот може да “паднат” 1,2,3,4,5 или 6 точки. Јасно, при секое 

изведување на овој експеримент се појавува еден и само еден од настаните 

“бројот на паднатите точки е i “, каде 1,2,3,4,5,6i  . Слична е состојбата со 

експериментот во пример 1.2, каде при секоја реализација на експериментот се 

појавува еден и само еден од настаните паѓа грб или паѓа писмо.  

 

Претходно изнесеното може да се направи за секој експеримент, т.е. за 

секој експеримент, што можеме да го замислиме или реализираме, постои едно 

множество   на поединечни настани, со својство при секоја реализација на 

експериментот се појавува еден и само еден од тие настани. Множеството   го 

нарекуваме простор (множество) елементарни настани, а неговите елементи ги 

нарекуваме елементарни настани. Во натамошните разгледувања за елементарен 

настан ќе ја користиме ознаката  .  

 

2.2. Пример. а) Во експериментот на фрлање монета просторот елемен-

тарни настани е { , }P G  .  
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б) Во експериментот на фрлање коцка за играње просторот елементарни 

настани е {1,2,3,4,5,6}  .  

 

2.3. Пример. Монета се фрла n  пати. Просторот елементарни настани е 

множеството од сите варијации со повторување од елементите P  и G  од класа 

n , т.е.  
 

1 2{ ( , ,..., ) |   или  , 1,2,..., }n k kc c c c P c G k n     . 
 

Според тоа, бројот на елементите на   е | | 2n  .  

 

2.4. Пример. а) Коцка за играње се фрла два пати. Просторот елемен-

тарни настани е множеството   кое се состои од следниве 36  исходи:  
 

11, 12, 13, 14, 15, 16,  

21, 22, 23, 24, 25, 26,  

31, 32, 33, 34, 35, 36,  

41, 42, 43, 44, 45, 46,  

51, 52, 53, 54, 55, 56,  

61, 62, 63, 64, 65, 66.  
 

Запишаните елементарни настани всушност се варијациите со повторување од 

елементите 1, 2, 3, 4, 5 и 6 од класа 2.  
 

б) Коцка за играње се фрла два пати. Ако не интересира само збирот на 

паднатите броеви точки, тогаш на овој експеримент можеме да му го придружиме 

следниов простор елементарни настани:  
 

{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} .  

 

2.5. Коментар. Во примерите 2.4 а) и 2.4 б) на еден ист експеримент му 

придруживме различни простори елементарни настани. Меѓутоа, на експеримен-

тот кој се состои од две фрлања на коцка за играње обично му се придружува про-

сторот елементарни настани кој е даден во пример 6 а). Меѓу елементарните на-

стани од пример 2.4 а) постои симетрија во смисол што со секој од нив еднознач-

но е определен резултатот во првото и во второто фрлање на коцката. Кај елемен-

тарните настани во пример 2.4 б) таква симетрија нема: со елементарните настани 

2 и 12 еднозначно е определен резултатот во секое од двете фрлања, но тоа не е 

случај со останатите елементарни настани.  

 

2.6. Пример. Коцка за играње прво се фрла еднаш, па ако паднатиот број 

точки е помал од 3, тогаш коцката се фрла уште еднаш. Просторот елементарни 

настани е одреден со следните исходи: 3, 4, 5, 6, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 

24, 25 и 26, при што запишаните исходи ги сметаме за варијации на цифрите.  

 

2.7. Во претходните примери просторот елементарни настани се состоеше 

од конечно многу елементи. Следниов пример покажува дека истиот не мора да 

биде конечен.  

 

Пример А. Монета се фрла се до првото појавување на грб. Просторот 

елементарни настани е множеството  
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0{ , , , , , ...} { }G PG PPG PPPG PPPPG    
 

каде 0 ... ...PPP P   е логички можниот резултат дека грб нема никогаш да падне. 

Јасно ова множество е бесконечно и е пребројливо, т.е. множеството   содржи 

пребројливо многу елементарни настани.  

 

Иако, воглавно ќе разгледуваме само експерименти со конечно многу ис-

ходи, сепак ќе наведеме еден пример на експеримент кај кој множеството исходи 

е бесконечно и не е пребројливо.  

 

Пример Б. Да претпоставиме дека двајца луѓе независно и еднакво мож-

но доаѓаат на местото на договорениот состанок во временски интервал [0,1] . Ако 

со x  го означиме моментот на доаѓање на едниот, а со y  моментот на доаѓање на 

состанокот на другиот човек, тогаш множеството елементарни настани е единеч-

ниот квадрат  {( , ) | 0 1, 0 1}x y x y     .  

 

 

 

2.2. ОПЕРАЦИИ СО НАСТАНИ  
 

2.8. Во претходно разгледаните примери, а и за секој друг експеримент 

што може да се замисли или изведе, воочуваме дека, секој настан што е во врска 

со експериментот е определен со некое подмножество на множеството елемен-

тарни настани  . Затоа, случајните настани ги идентификуваме со подмно-

жества на множеството (просторот) елементарни настани  . Притоа ќе велиме 

дека се реализирал настанот A , ако се појавил некој од елементарните настани 

со кои тој е определен, т.е. ако се реализирал елементарен настан   за кој важи 

A  и притоа за исходот   ќе велиме дека е поволен за настанот A .  

 

Бидејќи при секое изведување на еден експеримент се појавува еден од 

елементарните настани, а сите се елементи на  , логично е сигурниот настан да 

го означиме со  . Слично, не постои елементарен настан кој е поволен за невоз-

можниот настан, па затоа овој настан ќе го означуваме со  .  

 

Настаните ги идентификувавме со подмноже-

ства на просторот елементарни настани, па затоа на нив 

можеме да ги применуваме операциите со множествата 

и да ги разгледуваме релациите меѓу множествата. 

Притоа ќе ја користиме следнава терминологија:  

 

 

Ако A B , тогаш ќе велиме дека настанот A  

го повлекува настанот B , цртеж 1.  

 

Ако A B , тогаш ќе велиме дека настаните 

A  и B  се еквивалентни.  
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За настанот  
 

\ { | , }A B A B      
 

ќе велиме дека е разлика на настаните A  и B , цртеж 2.  

 

За настанот  
 

\ { | }A A A     
 

ќе велиме дека е спротивен (комплементарен) на настанот A , цртеж 3. Јасно, нас-

танот A  се реализира, ако и само ако не се реализира настанот A , т.е. ако и само 

ако експериментот заврши со исход   за кој важи A .  

 

Настанот  
 

{ |   или  }A B A B       
 

го нарекуваме унија на настаните A  и B , цртеж 4. 

Јасно, настанот A B  се реализира ако се реализира 

барем еден од настаните A  и B .  

 

Настанот  
 

{ |   и  }A B A B       
 

го нарекуваме пресек на настаните A  и B , цртеж 5. Јас-

но, настанот A B  се реализира ако истовремено се 

реализираат и двата настани A  и B . Во натамошните 

разгледувања наместо A B  ќе пишуваме AB .  

 

За настаните A  и B  ќе велиме дека се дисјунктни (заемно се исклучуваат) 

ако AB  , цртеж 6.  

 

2.9. Пример. Монета се фрла три пати. Просторот елементарни настани е  
 

{ , , , , , , , }PPP PPG PGP GPP PGG GPG GGP GGG . 
 

Со A  да го означиме настанот дека ќе паднат барем две 

писма, а со B  настанот дека ќе падне само една страна. 

Имаме { , , , }A PPP PPG PGP GPP  и { , }B PPP GGG . 

Понатаму добиваме { , , , }A PGG GPG GGP GGG  и тоа 

е настанот дека во трите фрлања ќе падне најмногу едно 

писмо,  
 

{ , , , , }A B PPP PPG PGP GPP GGG   
 

и тоа е настанот дека во трите фрлања бројот на паднатите писма ќе биде 0, 2 или 3, 

а { }AB PPP  и тоа е настанот дека во секое од трите фрлања ќе падне писмо.  
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3. КЛАСИЧНА ДЕФИНИЦИЈА НА ВЕРОЈАТНОСТ   
  

3.1. Да разгледаме експеримент кој под исти услови може да се повторува 

неограничен број пати. Нека  
 

1 2{ , ,..., }n     
 

е просторот елементарни настани кој соодветствува на експериментот. Да прет-

поставиме дека експериментот е повторен N  пати и дека при тоа елементарните 

настани 1 2, ,   ..., n  се реализирале 1 2, ,..., nN N N  пати. Тогаш очигледно важи 

1 2 ... nN N N N    , т.е.  
 

1 2 ... 1nNN N

N N N
    . 

 

Според тоа, збирот на релативните честоти на елементарните настани 1 2, ,...,   

n  во N  изведени експерименти е еднаков на 1 . Претходните разгледувања се 

непосреден повод за следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Нека 1 2{ , ,..., }n     е простор од елементарни настани 

на некој експеримент. За секој {1,2,..., }j n  на настанот j , му придружуваме 

број ( )j jp p   така да се исполнети следниве услови:  
 

1) ненегативност: 0jp  , за секој {1,2,..., }j n  и  

2) нормираност: 1 2 ... 1np p p    .  
 

Бројот jp  го нарекуваме веројатност на елементарниот настан j . Нека  
 

1 2
{ , ,..., }

ki i iA    , каде 1 21 ... ki i i n     . 
 

Бројот 
1 2

( ) ...
ki i iP A p p p     го нарекуваме веројатност на настанот A .  

 

3.2. Коментар. Според дефиниција 3.1. веројатноста на настанот A  е 

еднаква на збирот на веројатностите на елементарните настани кои се поволни за 

настанот A . Понатаму, ако со A  го означиме партитивното множество на про-

сторот елементарни настани  , тогаш со дефиниција 3.1 е определена функција 

:P RA  која на секое подмножество A  од   му ја придружува неговата веро-

јатност ( )P A . Подредената тројка ( , , )P A  ја нарекуваме простор на веројат-

ности или веројатносен модел на експеримент со (во овој случај) конечно многу 

исходи.  

 

За нашите разгледувања од посебен интерес е случајот кога на сите еле-

ментарни настани (исходи) 1 2, ,..., n    им е придружена еднаква веројатност, 

т.е. кога важи 1 2 ... np p p   . Притоа, со замена во  
 

1 2 ... 1np p p     

добиваме  
1

1 2 ... n n
p p p    . 

 



 10 

Во овој случај ќе велиме дека елементарните настани се еднаквоверојатни и тогаш 

веројатноста на настанот 
1 2

{ , ,..., }
ki i iA     е дадена со  

 

( ) k
n

P A  .     (1) 
 

Според тоа, во случај на еднаквоверојатни елементарни настани веројатноста 

на произволен настан A  е еднаква на количникот на бројот на елементарните 

настани поволни за настанот A  и вкупниот број елементарни настани. Ваквото 

определување на веројатноста на настаните во случај на експеримент со еднакво-

веројатни исходи го нарекуваме класична дефиниција на веројатноста.  

 

Понатаму, од (1) следува: ако просторот елементарни настани   е коне-

чен и ако елементарните настани се еднаквоверојатни, тогаш пресметувањето на 

веројатноста на настанот A  се сведува на определување на бројот на елемен-

тите на множествата A  и  , т.е. на определување на бројот на исходите поволни 

за настанот A  и на бројот на сите можни исходи. Да разгледаме неколку примери.  

 

3.3. Пример. Четири карти кои се нумерирани со броевите 1, 2, 3, 4  слу-

чајно се наредени една по друга. Јасно, просторот елементарни настани е множе-

ството   од сите пермутации на броевите 1, 2, 3, 4  и нив ги има вкупно 4! 24 , 

т.е. во формулата (1) имаме | | 24n   . Да го разгледаме настанот A : на првото 

и второто место стојат непарни броеви, т.е.  
 

{1324,1342, 3124, 3142}A  . 

Според тоа, во формулата (1) имаме | | 4k A  , па затоа 4 1
24 6

( ) k
n

P A    .  

 

3.4. Пример. Дадени се 10 топчиња нумерирани со броевите 1, 2, ..., 10. 

Случајно, без гледање одеднаш се избираат три топчиња. Колкава е веројатноста 

на настанот A  дека точно едно од избраните топчиња е означено со парен број?  
 

Бидејќи од 10 топчиња избираме 3, бројот на можните избори е  
 

3 10!
10 3!7!

120n C   , 
 

што значи просторот на елементарни настани има 120n   елементи.  
 

Понатаму, 5 од топчињата се означени со парен број и како едно од трите 

избрани топчиња треба да биде означено со парен број тоа може да се направи на 
1
5 5C   начини. Останатите две извлечени топчиња треба да бидат означени со не-

парен број и како имаме 5 топчиња означени со непарен број нивниот избор може 

да се направи на 2
5 10C   начини. Бидејќи на секој избор на едно топче означено 

со парен број соодветствува еден избор на две топчиња означени со непарен број 

добиваме дека бројот на елементарните настани поволни за настанот A  е  
 

1 2
5 5 5 10 50k C C    . 

 

Конечно, од (1) за веројатноста на настанот A  добиваме  
 

1 2
5 5

3
10

50 5
120 12

( )
C Ck

n C
P A     . 
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3.5. Пример. Коцка за играње се фрла три пати и во секое фрлање се бе-

лежи паднатиот број точки. Која веројатност е поголема: збирот на паднатите 

броеви да е еднаков на 11 или збирот на паднатите броеви да е еднаков на 12?  
 

Решение. Бидејќи коцката се фрла три пати и во секое фрлање се бележи 

паднатиот број точки добиваме дека бројот на сите елементарни настани е една-

ков на бројот на варијациите со повторување од трета класа од елементите 1,2,3, 

4,5,6, што значи тој е еднаков на 
3 3
6 6 216V   .  

 

Бројот 11 може да се запише како збир на три собирци, од кои секој при-

паѓа на множеството {1,2,3,4,5,6} и притоа редот на собирците не е важен, на 

следниве шест начини 
 

11 6 4 1 6 3 2 5 5 1 5 4 2 5 3 3 4 4 3                  . 
 

Секој од збировите 6 4 1, 6 3 2     и 5 4 2   може да се добие на 3! 6  начи-

ни, а секој од останатите три збира може да се добие на три начини. Затоа веројат-

носта на збирот 11 е дадена со  
 

6 6 3 6 3 3 27
216 216

(11)P       . 

Аналогно добиваме,  
 

12 6 5 1 6 4 2 6 3 3 5 5 2 5 4 3 4 4 4                  , 
 

и веројатноста на збирот е  
6 6 3 3 6 1 25

216 216
(12)P       .  

 

Според тоа, ако коцката за играње се фрла три пати, тогаш веројатноста збирот на 

регистрираните броеви да е еднаков на 11 е поголема од веројатноста збирот на 

регистрираните броеви да е еднаков на 12.  

 

3.6. Пример. Во еден клас има k  ученици. Ниту еден од учениците не е 

роден на 29. февруари. Да претпоставиме дека секој од можните 365k  распореди 

на родендените на учениците по дати на раѓање има веројатност 365 k . Пресме-

тајте ја веројатноста kp  на настанот дека барем два ученика имаат роденден во 

ист ден.  
 

Решение. Бројот на распоредите на родендените по различни дати на ра-

ѓање е еднаков на  
 

365 364 ... (365 1)k     . 
 

Според тоа, бројот на поволните распореди дека барем два ученика имаат роден-

ден во ист ден е еднаков на  
 

365 365 364 ... (365 1)k k      , 

па затоа бараната веројатност е  
 

365 364 ... (365 1)

365
1

k

k
kp

    
  .  

 

Забелешка. Лесно се проверува дека 22 0,467p   и 23 0,507p  . Според 

тоа, ако во класот се наоѓаат повеќе од 22 ученика, тогаш е поголема веројатноста 
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дека постојат два ученика со иста дата на раѓање, отколку веројатноста дека такви 

ученици не постојат. ♦ 

 

3.7. Пример. Секретарка адресирала n  плика, при што сите адреси се 

различни. Потоа напишала n  различни писма (од кои секое требало да биде ис-

пратено на една определена од запишаните n  адреси) и на случаен начин ги рас-

пределила во пликата. Ако сите можни распределби на писмата се еднаквоверо-

јатни, пресметајте ја веројатноста на настанот дека ниту едно од писмата нема да 

стигне на вистинската адреса.  
 

Решение. Бројот на можните распореди на писмата е еднаков на !n . За 

секој {1,2,..., }k n  со kA  да го означиме множеството од сите распореди при кои 

k  тото писмо стигнува на вистинската адреса. Бројот на поволните распореди за 

настанот да ниту едно писмо не стигне на вистинска адреса е еднаков на  
 

1 2 3! | ... |nn A A A A     . 
 

Понатаму, бидејќи бројот на распоредите, при кои фиксирани i  писма стигнуваат 

на вистинска адреса, е еднаков на ( )!n i , од формулата за вклучување и исклучу-

вање следува дека бројот на поволните распореди е 
 

1 2 3! ( )( 1)! ( )( 2)! ( )( 3)! ... ( 1) ( )n n n n n
n na n n n n          . 

 

Конечно, бараната веројатност е  
 

1 1 1 1
! 1! 2! 3! !

1 ... ( 1)na n

n n
       . 

 

 Ако n , тогаш бараната веројатност тежи кон бројот 
1 0,368...e  . ♦ 

 

3.8. Пример. Страните на две хомогени коцки се означени со броевите 1, 

1, 3, 3, 3, 3 и 2, 2, 2, 2, 4, 4, соодветно. Експериментот се состои во фрлање на 

коцките и регистрирање на паднатите броеви. Просторот елементарни настани е 

{12,14, 32, 34} . Елементарните настани 12, 14, 32 и 34 може да се реализираат 

на 8, 4, 16 и 8 начини, соодветно. Веројатноста на настанот {12,14,34}A   на пр-

вата коцка да падне помал број отколку на втората е  
 

8 8 54
36 36 36 9

( )P A     .  

 

3.9. Пример. Дадени се четири коцки чии страни се нумерирани со след-

ниве шесторки броеви  
 

(1,1,1,5,5,5), (2,2,2,2,6,6), (3,3,3,3,3,3), (0,0,4,4,4,4)U V W X . 
 

Дваца играчи, A и B, ја играат следнава игра: Прво играчот A по сопствена желба 

избира една коцка, а потоа од преостанатите коцки играчот B по сопствена желба 

избира една коцка. Потоа секој играч ја фрла својата коцка, а победува оној играч 

кој ќе добие поголем број. Кој играч е во поповолна положба?  
 

Решение. На прв поглед може да се помисли, дека играчот A  (кој прв 

избира коцка) не е во полоша положба од играчот B , од проста причина што има 

на располагање поголем број коцки. Но, се покажува дека тоа не е точно. Имено, 
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проблемот е во тоа што играчот B  избира коцка кога е веќе познат изборот на 

неговиот противник. Ќе ги разгледаме случаите кои може да се појават.  
 

Со { }U V  да го означиме настанот дека при фрлање на коцките U  и V  

на коцката U  ќе падне помал број отколку на коцката V . Овој настаната се реа-

лизира ако на коцката U  падне единица, а на коцката V  падне кој било број или 

ако на коцката U  падне петка и на коцката V  падне шестка. Лесно се проверува 

дека во случајов имаме  
 

3 6 3 2 2
36 3

{ }P U V      . 
 

Според тоа, ако играчите ги избрале коцките U  и V , тогаш со двапати поголема 

веројатност победува играчот кој ја избрал коцката V . Аналогно се покажува де-

ка важат веројатностите  
 

2 2 2
3 3 3

{ } , { } , { }P V W P W X P X U      . 
 

Според тоа, која било коцка да ја избере играчот A , играчот B  секогаш може да 

избере коцка која му овозможува да победи со двапати поголема веројатност. Зна-

чи, играчот B  е во поповолна положба од играчот A .  

 

 

 

4. ОСНОВНИ СВОЈСТВА НА ВЕРОЈАТНОСТА   
  

4.1. Со A  го означивме партитивното множество на просторот елемен-

тарни настани  . Видовме дека со дефиниција 3.1 е определена функција 

:P RA  која на секое подмножество A  од   му ја придружува неговата ве-

ројатност ( )P A . Во следнава теорема ќе ги формулираме и докажеме основните 

својства на функцијата P .  

 

Теорема. а) За секој настан A  важи 0 ( ) 1P A  .  

б) веројатноста на сигурниот настан е ( ) 1P   .  

в) Ако AB  , тогаш ( ) ( ) ( )P A B P A P B   .  

г) За секој настан A , точно е равенството ( ) 1 ( )P A P A  .  

д) Веројатноста на невозможниот настан   е ( ) 0P   .  

ѓ) Ако A B , тогаш ( ) ( )P A P B .  
 

Доказ. Својствата а) и б) непосредно следуваат од фактот дека веројат-

носта на настанот A  е определена како збир на веројатностите на поволните ис-

ходи за настанот A  и условот дека збирот на веројатностите на сите елементарни 

настани е еднаков на 1 .  
 

в) Нека 1 2{ , ,..., }kA     и 1 2{ , ,..., }mB     се произволни дисјунктни 

настани, т.е. такви што AB  . Тогаш, i j   за секои {1,2,..., }i k  и 

{1,2,..., }j m , па затоа 1 2 1 2{ , ,..., , , ,..., }k mA B        . Ако со ( )p   ја озна-

чиме веројатноста на елементарниот настан  , тогаш од дефиниција 3.1 имаме  
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1 2 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).k mP A B p p p p p p P A P B                 
 

г) Од дефиницијата на спротивниот настан A  следува дека настаните A  

и A  се дисјунктни и притоа важи A A  . Сега од својствата б) и в) следува  
 

1 ( ) ( ) ( )P P A P A    , 

па затоа ( ) 1 ( )P A P A  .  
 

д) Од дефиниција на невозможниот настан следува   , од што корис-

тејќи го својството г) добиваме ( ) ( ) 1 ( ) 1 1 0P P P         .  
 

ѓ) Ако A B , тогаш B A AB  , при што настаните A  и AB  се дисјунк-

тни. Сега, користејќи ги својствата а) и в) добиваме  
 

( ) ( ) ( ) ( )P B P A P AB P A   .  

 

4.2. Пример. Коцка за играње се фрла четири пати. Колкава е веројатно-

ста дека меѓу паднатите броеви точки има барем два различни броја?  
 

Решение. Просторот на елементарни настани е составен од сите варија-

ции со повторување од елементите 1,2,3,4,5,6 од класа 4, па затоа 46n   и јасно 

сите елементарни настани се еднаквоверојатни, т.е. можеме да ја примениме кла-

сичната дефиниција на веројатност. Со A  да го означиме настанот: сите паднати 

броеви се еднакви. Бројот на поволни исходи за A  е еднаков на 6 (зошто?). 

Според тоа, 
4 3

6 1

6 6
( )P A   . 

 

Спротивниот настан на A  е настанот :A  меѓу паднатите броеви точки 

има барем два различни броја. Сега од теорема 1 г) добиваме  
 

3

2151
2166

( ) 1 ( ) 1P A P A     .  

 

4.3. Пример. Пресметај ( )P A  ако ( ) 0,15P AB   и ( ) 0,25P AB  .  
 

Решение. Ако го искористиме равенството  
 

( )A A A B B AB AB      , 
 

тогаш бидејќи настаните AB  и AB  се дисјунктни, од теорема 4.1 в) добиваме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,15 0,25 0,40P A P AB AB P AB P AB       .  

 

4.4. Својството в) од претходната теорема можеме да го обопштиме на 

повеќе настани. За таа цел прво ќе го воведеме поимот по парови дисјунктни 

настани.  

 

Дефиниција. За настаните 1 2, ,..., kA A A , кои се подмножества од ист 

простор  , ќе велиме дека се по парови дисјунктни, ако  
 

i jA A  , за i j , , {1,2,..., }i j k . 
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4.4. Пример. Коцка се фрла два пати и се бележи паднатиот број точки. За 

секој {2,3,...,12}k  со kA  да го означиме настанот збирот на паднатиот број точки 

е еднаков на k . Јасно, настаните , 2,3,...,12kA k   се по парови дисјунктни.  

 

4.5. Последица. Ако 2k   и ако настаните 1 2, ,..., kA A A  се по парови дис-

јунктни, т.е ако важи i jA A  , за i j , тогаш  
 

1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )k kP A A A P A P A P A       .  (1) 
 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по бројот на настаните k .  
 

За 2k   тврдењето е докажано во теорема 1 в).  
 

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за 1k m  , т.е. дека ако на-

станите 1,A  2 1,..., mA A   се по парови дисјунктни, тогаш важи  
 

1 2 1 1 2 1( ... ) ( ) ( ) ... ( )m mP A A A P A P A P A        .  (2) 
 

Понатаму, ако настаните 1 2, ,..., mA A A  се дисјунктни по парови, тогаш од 

i mA A  , за 1,..., 1i m   следува  
 

1 2 1( ... )m mA A A A    , 
 

па од теорема 4.1 в) и равенството (2) имаме  
 
 

1 1 1 2 1

1 1

( ... ) ( ... ) ( )

( ) ... ( ) ( ),

m m m m

m m

P A A A P A A A P A

P A P A P A

 



       

   
 

 

т.е. равенството (1) важи за k m . Конечно, од принципот на математичка ин-

дукција следува дека равенството (1) важи за секој 2k  .  

 

4.6. Пример. Од еден шпил од 52 карти произволно одеднаш се извлеку-

ваат три карти. Пресметај ја веројатноста на настанот :B  во извлечените три кар-

ти има барем еден ас.  
 

Да ги разгледаме настаните:  
 

1A - во извлечените три карти има точно еден ас,  

2A - во извлечените три карти има точно два аса, и  

3A - во извлечените три карти има точно три аса,  
 

Просторот елементарни настани се состои од множеството комбинации без повто-

рување од 52 елементи од класа 3, па затоа 3
52n C  и сите елементарни настани се 

еднаквоверојатни. За случајниот настан 1A , бидејќи од 4 аса треба да имаме еден 

ас, а другите карти можат да бидат кои било две од останатите 48 карти, бројот на 

поволните исходи е 1 2
1 4 48k C C . Аналогно, за случајниот настан 2A  бројот на по-

волните исходи е 2 1
2 4 48k C C  и за случајниот настан 3A  бројот на поволните ис-

ходи е 3 0
3 4 48k C C . Бидејќи настаните 1A , 2A и 3A  се независни и 1 2 3B A A A    

од последица 4.5 следува  
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3 1 2 31 2

1 2 2 1 3 0
4 48 4 48 4 48

3
52

1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.

k k k kk k

n n n n

C C C C C C

C

P B P A A A P A P A P A

 

 

     

   



.  

 

Да забележиме дека во дадениот случај настанот B  означува дека меѓу избраните 

карти нема ниту еден ас и неговата веројатност е 
0 3
4 48

3
52

( )
C C

C
P B  , па затоа  веро-

јатноста на настанот B  може да се пресмета и користејќи ја теорема 1 г) добиваме  
 

0 3
4 48

3
52

( ) 1 ( ) 1
C C

C
P B P B    .  

 

4.7. Со помош на тврдењето од теорема 1 в) можеме да пресметаме ве-

ројатност на збир на два дисјунктни настани. Но, дали тоа може да се направи за 

произволни настани A  и B ? Одговор на ова прашање дава следнава теорема.  

 

Теорема. За секои настани A  и B  важи равенството  
 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB    .       (3) 
 

Доказ. За настаните A  и B  важи 

A AB AB   и B AB AB  , цртеж 7. Притоа 

настаните AB , AB  и AB  се по парови дис-

јунктни (зошто?). Според тоа,  
 

( ) ( )A B AB AB AB AB

AB AB AB

    

  
 

 

каде настаните AB , AB  и AB  се по парови дисјунктни. Конечно, од последица 1 

следува  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P A B P AB AB AB P AB P AB P AB

P AB P AB P AB P AB P AB P A P B P AB

      

       
 

 

што и требаше да се докаже.  

 

4.8. Пример. При контрола на квалитетот на еден производ разгледувани 

се настаните 
 

А: производот е со пропишаните димензии и  

В: производот има квалитативни грешки.  
 

Познато е дека ( ) 0,92P A   и ( ) 0,95P B  . Дали може да се тврди дека  
 

( ) 0,87P AB   и ( ) 0,97P A B  . 
 

Решение. Настанот B  е: производот нема квалитативни грешки. Но 

B A , од што следува AB B . Според тоа, ( ) ( ) 0,95 0,87P AB P B   .  
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Од друга страна, ( ) 0P AB  , и од равенството (3) и теорема 1 г) добиваме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 0,92 1 0,95 0,97P A B P A P B P A P B           
 

што значи дека не може да се тврди дека ( ) 0,97P A B  .  

 

4.9. Пример. Коцка за играње се фрла n  пати и се бележат паднатите 

броеви точки. Пресметај ја веројатноста дека меѓу паднатите броеви 
 

а) нема единица,  

б) нема единица и нема двојка,  

в) нема единица или нема двојка.  
 

Решение. Нека A  е настанот дека меѓу паднатите броеви нема единица, а 

B  е настанот дека меѓу паднатите броеви нема двојка. Треба да ги определиме 

веројатностите на настаните A , AB  и A B . Просторот елементарни настани се 

состои од сите варијации со повторување од елементите 1, 2, 3, 4, 5, 6 од класа n , 

па затоа истиот има 6n  елементи. Бројот на поволните исходи за секој од наста-

ните A  и B  е 5n , а бројот на поволните исходи на настанот AB  е 4n . Затоа  
 

5

6
( ) ( )

n

n
P A P B   и 4

6
( )

n

n
P AB  . 

 

Конечно, од равенството (3) добиваме  
 

2 5 4

6
( ) ( ) ( ) ( )

n n

n
P A B P A P B P AB       .   

 

 

 

5. ЕКСПЕРИМЕНТИ СО ПРЕБРОЈЛИВО  

МНОГУ ИСХОДИ  
 

5.1. Во претходните параграфи разгледувавме експерименти со конечно 

многу елементарни настани. Овие експерименти ги опишувавме со простор на 

веројатности, кој го добивме така што на елементарните настани им придруживме 

позитивни веројатности, така да нивниот збир е еднаков на 1, а потоа веројатноста 

на произволен настан ја пресметавме како збир на оние исходи кои се поволни за 

тој настан. Меѓутоа, во пример 2.7 А видовме дека постојат експерименти кои 

можат да имаат пребројливо многу исходи. Во овој случај веројатностниот модел 

на соодветниот експеримент го определуваме аналогно како и во случајот со коне-

чен број елементарни настани.  

 

Дефиниција. Нека 1 2{ , ,..., ,...}n     е простор од елементарни наста-

ни на некој експеримент. За секој {1,2,..., ,...}j n  на настанот j , му придружу-

ваме број ( )j jp p   така да се исполнети следниве услови:  
 

1) ненегативност: 0jp  , за секој {1,2,..., ,...}j n  и  
 

2) нормираност: 1 2 ... ... 1np p p     .  
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Бројот jp  го нарекуваме веројатност на елементарниот настан j . 

Ако A  е произволен настан, тогаш веројатноста ( )P A  е определена со  
 

( )

i

i
A

P A p
 

  . 

 

5.2. Забелешка. Функцијата :P RA  определена во дефиниција 5.1 ги 

има својствата од теорема 4.1. Во врска со својството в) да забележиме дека, 

бидејќи множеството   е бесконечно може да се говори за бесконечна низа по 

парови дисјунктни настани 1 2 3, , ,...A A A  од A . За таква низа важи  
 

1 2 3 1 2 3( ...) ( ) ( ) ( ) ...P A A A P A P A P A         (1) 
 

Навистина, бројот 1 2 3( ...)P A A A    е збир на веројатностите jp  на елементар-

ните настани j  поволни за настанот 1 2 3 ...A A A   . Понатаму, бидејќи наста-

ните 1 2, ,...A A  се по парови дисјунктни секој од броевите jp  се јавува точно ед-

наш како собирок во збирот  
 

1 2 3( ) ( ) ( ) ...P A P A P A   . 
 

Според тоа, ако i jA A  , за i j , тогаш важи равенството (1).  

 

5.3. Дефиниција. Просторот веројатности со конечно или пребројливо 

многу елементарни настани го нарекуваме дискретен простор на веројатности.  

 

5.4. Пример. Хомогена монета се фрла се до првото појавување на грб. 

Просторот елементарни настани е множеството  
 

0{ , , , , , ...} { }G PG PPG PPPG PPPPG    
 

каде 0 ... ...PPP P   е логички можниот резултат дека грб нема никогаш да падне. 

Бидејќи монетата е хомогена, ако истата се фрли n  пати, тогаш имаме 2n  елемен-

тарни настани кои се еднаквоверојатни, па затоа на елементарниот настан експе-

риментот да заврши после n то фрлање веројатноста е 2 n , а на елементарниот 

настан 0  му ја придружуваме веројатноста 0. Збирот на веројатностите на сите 

елементарни настани е еднаков на збирот на членовите на геометриската прогре-

сија 2 , 1,2,...n n  , и притоа важи  
 

2 3 4 1
2

1 1 1 1 1 1
2 2 12 2 2

1

2 ... 1n

n







        . 

 

Нека A  е настанот дека експериментот ќе заврши после најмногу пет фрлања, т.е. 

{ , , , , }A G PG PPG PPPG PPPPG . Тогаш,  
 

2 3 4 5

311 1 1 1 1
2 322 2 2 2

( )P A       .  

 

Ако со B  го означиме настанот дека експериментот ќе заврши после непарен број 

фрлања, т.е. { , , ,...}B G PPG PPPPG , тогаш  
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3 5 7 9 1
4

1 1 1 1 1 1 1 2
2 2 312 2 2 2

( ) ...P B


         .  

 

 

 

6. ГЕОМЕТРИСКА ВЕРОЈАТНОСТ  
 

6.1. Класичната дефиниција на веројатност е применлива за простор со 

конечно многу елементарни настани и како што видовме таа има практично зна-

чење кога елементарните настани можеме да ги сметаме за еднаквоверојатни. Но, 

еднаквоверојатни елементарни настани можеме да имаме и во случај кога тие се 

непребројливо многу. Така, во пример 2.7 Б просторот елементарни настани е 

{( , ) | 0 1, 0 1}x y x y      и јасно сите тие се еднаквоверојатни. Последното е 

непосреден повод за да ја разгледаме следнава “модификација” на класичната де-

финиција. Имено, ќе се откажиме од претпоставката за конечност на просторот од 

елементарни настани, но на соодветен начин ќе ја задржиме претпоставката за 

еднаква веројатност на елементарните настани.  

 

Нека просторот   е непребројлив, но нека   може да се претстави со 

некоја геометриска фигура, на пример, со лак на некоја крива (постои, значи биек-

ција меѓу точките од лакот AB  и множеството  ), цртеж. 8. Да ја означиме дол-

жината на лакот AB  со | | . Ако S  е некој случаен настан (подмножество од  ) 

што може да се претстави со дел од лакот AB , со | |S  ќе ја означиме должината 

на тој дел од лакот. Претпоставувајќи дека на настани што се претставени со под-

лаци од лакот AB  со исти должини им соодветствуваат исти веројатности, 

веројатноста на настанот S  ќе ја пресметаме со формулата  
 

| |

| |
( )

S
P S


 .    (1) 

 

Оваа формула може да се искористи и кога   е област 

во Евклидовиот n димензионален простор со конечен 

n димензионален волумен (плоштина во рамнина, 

волумен во тридимензионален простор итн.). Настани 

ќе ги наречеме подмножествата од  , за кои може да 

се определи n димензионалниот волумен. За алгебра настани ја земаме   алге-

брата B  од таканаречените Борелови подмножества на  , чие проучување изле-

гува од рамките на нашите разгледувања. Во овој случај | |  и | |S  ќе ги озна-

чуваат n-димензионалните волумени на S  и   (плоштините во рамнината и во-

лумените на соодветните фигури во тридимензионалниот простор на соодветните 

фигури). За вака определената веројатност ќе велиме дека е геометриска веро-

јатност и соодветниот простор на веројатности ќе го означиме со ( , , )P B  каде 

веројатноста P  е определена со (1). Овој простор на веројатности е модел на за-

дача, во која честичка случајно паѓа во област   и притоа претпоставуваме дека 

нејзината положба е рамномерно распределена во таа област, т.е. веројатноста 

честичката да падне во областа S  е пропорционална со n димензионалниот во-

лумен на таа област.  
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6.2. Пример. Во внатрешноста на квадрат со страна a  случајно е избрана 

точка. Колкава е веројатноста растојанието од таа точка до центарот на квадратот 

да не е поголемо од 
4
a ?  

 

Решение. Со A  да го означиме настанот: растојанието од избраната 

точка до центарот на квадратот не е поголемо од 
4
a . Очигледно овој настан се 

реализира ако и само ако точката лежи во круг со радиус 
4
a  и центар во центарот 

на квадратот. Значи, 
22

4 16
| | ( )a aA   . Но, 2| | a  , па затоа  

 

| |

| | 16
( )

A
P A 


  .  

 

6.3. Пример (проблем на Бифон). На рамнина, поделена со паралелни 

прави, кои се наоѓаат на растојание a  една од друга, случајно се фрла игла со дол-

жина l a . Определи ја веројатноста иглата да сече која било од паралелните 

прави.  
 

Решение. Со y  да го означиме растојанието 

од средината на иглата до поблиската права, а со x  да 

го означиме остриот агол меѓу иглата и нормалата на 

паралелните прави (цртеж 9).  
 

Координатите ( , )x y  кои ја определуваат по-

ложбата на иглата во однос на паралелните прави ги 

задоволуваат условите  
 

2 2
0 , 0 ax y    . 

 

На рамнината ( , )x y  тие образуваат правоаголник 

 . Ако точката ( , )x y  падне во штрафираната об-

ласт  
 

2 2 2
{( , ) | 0 , 0 , cos }a lA x y x y y x       

 

(цртеж 10), тогаш иглата се сече со една од паралел-

ните прави. Ако ја искористиме формулата (1) за ба-

раната веројатност наоѓаме   

2

2
0

2 2

cos
| | 2
| |

l

a

xdx
A l

a



  


  .  

 

6.4. Пример. Определи ја веројатноста дека збирот на два случајно из-

брани позитивни броја кои се помали од 1 да биде помал од 1, а нивниот производ 

да биде помал од 2
9

.  
 

Решение. Јасно просторот елементарните настани ќе биде единичниот 

квадрат  
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{( , ) 0 1, 0 1}x y x y     . 
 

Ги конструираме хиперболата 2
9

xy   и правата 1x y  . Поволно е кога точката 

( , )x y  паѓа во областа  

2
9

{( , ) | 1, }x y x y xy    .  

Пресеците на правата и хиперболата се точките 1 2
3 3

( , )A  и 2 1
3 3

( , )B  и како плошти-

ната на квадратот е 1, за бараната веројатност добиваме  
1 2
3 3

1 2
3 3

1
2 1 2
9 3 9

0

(1 ) (1 ) ln 2dx
x

P x dx x dx         .  

 

6.5. Пример (Бертранов парадокс). Да претпоставиме дека “случајно 

избираме” тетива во круг со радиус 1. Колкава е “веројатноста” на настанот: ра-

стојанието од центарот на кругот до “случајно избраната” тетива да не е поголемо 

од 1
2

?  
 

Прво да го забележиме следново: Ако сакаме 

да дадеме одговор на поставеното прашање, тогаш 

треба задачата коректно да ја формулираме, т.е. да 

прецизираме што подразбираме под “случаен избор” 

и како ја дефинираме “веројатностa.” Ќе разгледаме 

неколку можности.  
 

а) Нека O  е центар на круг со круг со радиус 

1, MN  е дијаметар на кругот, а P  и Q  се средините 

на отсечките OM  и ON , соодветно. Под “случаен 

избор” на тетива на дадениот круг ќе подразбираме избор на тетива AB  која е 

нормална на дијаметарот MN . Растојанието од точката O  до тетивата AB  не е 

поголемо од 1
2

 ако и само ако пресекот S  на тетивата AB  и дијаметарот MN  

припаѓа на отсечката PQ , цртеж 11. Понатаму, ако веројатноста ја дефинираме 

како количник на должината на отсечката PQ  и должината на отсечката MN , 

добиваме дека бараната веројатност е 1
2

.  
 

б) Под “случаен избор” го подразбираме из-

борот на средината S  на тетивата во внатрешноста на 

дадениот круг. Центарот на кругот е на растојание не 

поголемо од 1
2

 од случајно избраната тетива ако и са-

мо ако точката S  припаѓа на круг со радиус 1
2

 кој е 

концентричен со дадениот круг, цртеж 12. Овој круг 

да го наречеме поволен. “Веројатноста” која не ин-

тересира ја дефинираме како количник на плоштините 

на поволниот и дадениот круг и истата е еднаква на 
21

2

2

( ) 1
41



 
 .  
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в) Нека се 1,A B  и 2B  точки на граничната 

кружница ( ,1)k O  на дадениот круг, кои ја делат 

кружницата на три еднакви делови, цртеж 13. Да 

претпоставиме дека едниот крај на тетивата е фик-

сиран и нека тоа е точката A . Под “случаен избор” на 

тетивата го подразбираме изборот на другиот крај на 

тетивата на кружницата ( ,1)k O . Во тој случај расто-

јанието од центарот на кругот до случајно избрана те-

тива не е поголемо од 1
2

 ако и само ако другиот крај 

на тетивата припаѓа на “поволниот лак” 1 2B B  кој не 

ја содржи точката A . “Веројатноста” која не интересира ја дефинираме како ко-

личник на должината на поволниот лак и целата кружница ( ,1)k O  и добиваме 

дека таа е еднаква на 
2
3 1

2 3




 . ♦  

 

6.6. Пример. Од интервалот [0,1] случајно и независно еден од друг се 

избираат броевите ,x y  и z . Колкава е веројатноста за избраните броеви да важи 

неравенството  
2 2 2 1x y z   . 

 

Решение. Очигледно задачата можеме да ја преформулираме на следниов 

начин: Во единечна коцка случајно се фрла точка. Колкава е веројатноста 

точката да падне во топката која е впишана во коцката? Понатаму, бидејќи 

волуменот на коцката е еднаков на 1, а волуменот на впишаната топка е еднаков 

на 
34 1

3 2
( )  , добиваме дека бараната веројатност е 

6
 . ♦ 

 

6.7. Пример. Веројатноста дека во три независни фрлања на хомогена 

монета паднат три грба е еднаква на 1
8

. До овој резултат можеме да дојдеме на 

следниов начин.  
 

Решение. Да претпоставиме дека се реализира низа независни фрлања на 

хомогена монета. Со 0 да ја означиме појавата на грб, а со 1 појавата на писмо. 

Резултатот од експериментот е низата { },ix каде  
 

0 или 1, за 1,2,3,...ix i  . 
 

На секоја ваква низа можеме да и придружиме број во бинарен запис:  
 

1 2 3 40, ... ... [0,1]nX x x x x x  . 
 

Настанот дека во првите три фрлања на монетата паднал грб можеме да го запи-

шеме на следниов начин: 1 2 3{ 0}x x x   . Ако 1
8

[0, )X  , тогаш првите три 

цифри во бинарниот запис на бројот X  се еднакви на нула. Јасно, ако првите три 

цифри во бинарниот запис на бројот X  еднакви на нула, тогаш 1
8

[0, ]X  , (бројот 

1
8

 има два бинарни записи 0,00100... 0,000111...X   ). Понатаму, ако сметаме 
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дека случајниот број X  има рамномерна распределба на интервалот [0,1] , доби-

ваме дека веројатноста на настанот во првите три фрлања да паднат три грба е 

еднаква на 1
8

. ♦  

 

 

 

7. УСЛОВНА ВЕРОЈАТНОСТ. ТЕОРЕМА ЗА МНОЖЕЊЕ  
 

7.1. Нека при N  експерименти настаните ,A B  и AB  се реализирале со 

честоти ( ), ( ) 0N A N B   и ( )N AB , соодветно. Количникот 
( )

( )

N AB

N B
 го нарекуваме 

релативна условна честота на настанот A , при услов дека настапил настанот B . 

Ако ја земеме предвид стабилноста на релативната честота 
( )

( )
N A

N
P A , 

( )
( )

N B

N
P B , 

( )
( )

N AB

N
P AB  и како ( ) 0P B  , тогаш за релативната условна 

честота добиваме  
 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

N AB

N

N B

N

N AB P AB

N B P B
  ,    (1) 

 

што значи дека таа е стабилна.  

 

7.2. Пример. Во едно одделение има 22 ученици и тоа 13 момчиња и 9 де-

војчиња. Притоа одлична оценка по математика имаат 6 момчиња и 4 девојчиња. 

Нека случајно се избира еден ученик, при што за сите ученици веројатноста да 

бидат избрани е еднаква. Веројатноста на настанот A  дека е избрано девојче е 
9
22

( )P A  , веројатноста на настанот B  дека избраниот ученик има одлична оцен-

ка е 10
22

( )P B  , а веројатноста дека е избрана девојче која има одлична оценка по 

математика е 4
22

( )P AB  . Сега да претпоставиме дека е познато дека е избрано 

девојче и сакаме да дадеме одговор на прашањето колкава е веројатност дека 

избраниот ученик има одлична оценка по математика. Во случајот бројот на 

можните исходи е 9, а бројот на поволните исходи е 4. Природно е да сметаме 

дека сите можни исходи се еднаквоверојатни, т.е. дека под претпоставка да се 

реализирал настанот A  веројатноста да се реализирал и настанот B  е еднаква на  
 

4
22

9
22

( )4
9 ( )

P AB

P A
  .  

 

Релацијата (1) и пример 7.2 нé доведуваат до следнава природна дефини-

ција.  

 

7.3. Дефиниција. Нека ( ) 0P A  . Условна веројатност ( | )P B A  на на-

станот B  при услов дека се реализирал настанот A , го нарекуваме количникот  
 

( )

( )
( | )

P AB

P A
P B A  .     (2) 
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Во литературата за условната веројатност ( | )P B A  се користи и ознаката ( )AP B , 

која ние воглавно ќе ја користиме во нашите разгледувања.  

 

7.4. Пример. Хомогена коцка за играње се фрла два пати. Нека A  е 

настанот дека двата пати паднал број поголем од 3, т.е.  
 

{44,45,46,54,55,56,64,65,66}A  .  
 

Условната веројатност на настанот B , дека збирот на паднатите броеви е парен, 

при услов дека и двата пати паднал број поголем од 3, е  
 

5
36

9
36

( ) 5
( ) 9

( | )
P AB

P A
P B A    .  

 

7.5. Пример. Хомогена монета се фрла три пати. Ако во првото фрлање 

паднало писмо, колкава е веројатноста дека паднале барем две писма?  
 

Решение. Просторот елементарни настани е множеството  
 

{ , , , , , , , }PPP PPG PGP GPP PGG GPG GGP GGG  
 

и притоа секој елементарен настан има веројатност 1
8

. Со A  да го означиме на-

станот дека во првото фрлање паднало писмо, а со B  настанот дека паднале 

барем две писма. Тогаш,  
 

{ , , , }A PPP PPG PGP PGG ,  

{ , , , }B PPP PPG PGP GPP ,  

{ , , }AB PPP PPG PGP . 
 

Според тоа, 34 1
8 2 8

( ) , ( )P A P AB   , па затоа 
3
8

1
2

( ) 3
( ) 4

( | )
P AB

P A
P B A    .  

 

7.6. Пример. Хомогена монета се фрла три пати. Ако паднало барем едно 

писмо, колкава е веројатноста дека паднале барем две писма?  
 

Решение. Просторот елементарни настани е ист како и во пример 26. Со 

D  да го означиме настанот дека паднало барем едно писмо и со B  настанот дека 

паднале барем две писма. Сега имаме  
 

{ , , , , , , }D PPP PPG PGP GPP PGG GPG GGP ,  

{ , , , }B PPP PPG PGP GPP  и BD B . 
 

Според тоа, 7 1
8 2

( ) , ( )P D P BD  , па затоа 
1
2

7
8

( ) 4
( ) 7

( | )
P BD

P D
P B D    .  

 

7.7. Пример. Докажи дека ако A  е произволен настан, а настанот B  е 

таков што ( ) 0P B  , тогаш 
( )

( )
( ) 1

P A
B P B

P A   . 

 

Решение. Од дефиницијата на условната веројатност имаме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 1 1 1 .

P AB P A P B P A B P A B P A P A P A
B P B P B P B P B P B

P A
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7.9. Забелешка. Формулата (2) ја запишуваме во видот   
 

( ) ( ) ( )BP AB P B P A ,     (3) 

и добиеното равенство ќе го наречеме теорема за множење. На прв поглед изгледа 

сосема непотребно равенството (3), но овде да забележиме дека често пати условната 

веројатност ( )BP A  можеме да ја пресметаме директно, па затоа формулата (3) можеме 

да ја искористиме за пресметување на веројатноста ( )P AB  со помош на веројатностите 

( )BP A  и ( )P B , како што може да се види од следниов пример.  

 

7.10. Пример. а) Од еден шпил од 52 карти на произволен начин се извлечени 

две карти, една по друга без враќање. Пресметајте ја веројатноста и двете карти да се 

асови.  
 

б) Во кутија се наоѓаат M  бели и N M  црни топчиња. Со влечење без вра-

ќање се избираат две топчиња. Пресметајте ја веројатноста и двете топчиња да се бели.  
 

Решение. а) Ги разгледуваме настаните  
 

{првиот пат е извлечен ас}A   и {вториот пат е извлечен ас}B  .  
 

Тогаш, 4
52

( )P A   и 3
51

( )AP B   и ако ја искористиме формулата (3) за бараната веро-

јатност наоѓаме  
 

34 1
52 51 221

( ) ( ) ( )AP AB P A P B    .  
 

б) Аналогно, како во решението на задачата под а) за бараната веројатност 

имаме 
( 1)

( 1)

M M

N N




. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

7.11. Теорема (теорема за множење). Нека настаните 1,..., nA A  се такви што 

1 1( ... ) 0nP A A   . Тогаш:  
 

1 1 2 1 11 1 2 3 ...( ... ) ( ) ( ) ( )... ( )
nn A A A A A nP A A P A P A P A P A


 .   (4) 
 

Доказ. Од условот на теоремата следува дека постојат сите условни веро-

јатности во (4). Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n .  
 

За 2n   тврдењето непосредно следува од равенството (3) при 2A A  и 

1B A .  
 

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за 1n k  , т.е. дека  
 

1 1 2 1 21 1 1 2 3 ... 1( ... ) ( ) ( ) ( )... ( )
kk A A A A A kP A A P A P A P A P A
  . 

 

За n k , при 1 1... kB A A   и kA A  од (3) и од индуктивната претпоставка последо-

вателно добиваме:  
 

1 1

1 1 2 1 2 1 1

1 1 1 1 ...

1 2 3 ... 1 ...

( ... ) ( ... ) ( )

( ) ( ) ( )... ( ) ( )

k

k k

k k k A A k

A A A A A k A A k

P A A A P A A P A

P A P A P A P A P A



 

 






 

 

т.е. тврдењето важи за n k , па од принципот на математичка индукција следува дека 

важи за секој природен број n .  
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7.12. Теорема. Нека ( ) 0P B  . Тогаш важи:  
 

а) ( ) 1BP   , ( ) 1BP B  , ( ) 0BP   .  

б) Ако B A , тогаш ( ) 1BP A  .  

в) Ако 1 2A A  , тогаш 1 2 1 2( ) ( ) ( )B B BP A A P A P A   .  

г) ( ) 1 ( )B BP A P A  .  
 

Доказ. а) Имаме  
( ) ( )

( ) ( )
( ) 1

P B P B
B P B P B

P


    , 
( ) ( )

( ) ( )
( ) 1

P BB P B
B P B P B

P B     и  

 

( ) ( ) 0
( ) ( ) ( )

( ) 0
P B P

B P B P B P B
P

 
     . 

 

б) Ако B A , тогаш AB B , па затоа 
( ) ( )

( ) ( )
( ) 1

P AB P B
B P B P B

P A    .  

 

в) Ако 1 2A A  , тогаш 1 2( )( )A B A B  , па затоа  
 

1 2 1 2( ) ( ) ( )
1 2 1 2( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).
P A B A B P A B P A B

B B BP B P B P B
P A A P A P A


       

 

г) Од ,A A AA     и својствата а) и в) следува:  
 

1 ( ) ( ) ( ) ( )B B B BP P A A P A P A      , т.е. ( ) 1 ( )B BP A P A  .  

 

7.13. Пример. Хомогена коцка за играње се фрла два пати. Просторот 

елементарни настани се состои од 36 еднаквоверојатни настани (варијации со 

повторување од втора класа од 6 елементи). Ако паднал барем еден парен број, 

пресметај ја веројатноста на настанот дека паднал и непарен број.  
 

Решение. Нека A  е настанот дека паднал барем еден парен број, а B  е 

настанот дека во двете фрлања паднал парен број. Тогаш  
 

\{11,13,15,31,33,35,51,53,55}A  , {22,24,26,42,44,46,62,64,66}B AB  . 
 

Од теорема 7.12 г) следува 
9
36

27
36

( ) 1 2
( ) 3 3

( ) 1 ( ) 1 1 1
P AB

A A P A
P B P B         .  

 

 

 

8. ПОЛНА ВЕРОЈАТНОСТ. ФОРМУЛИ НА БАЈЕС 
 

8.1. Дефиниција. За фамилијата 

настани , 1,2,...,iA i n  ќе велиме дека е ко-

нечно разбивање (во натамошниот текст 

разбивање, цртеж 14) на просторот елемен-

тарни настани   ако i jA A  , за i j  и  
 

1

n

i
i

A


  .   (1) 
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8.2. Теорема (формула за полна веројатност). Ако , 1,...,iA i n  е раз-

бивање на   и ( ) 0iP A  , за секој 1,2,...,i n , тогаш за секој настан B  важи  
 

1

( ) ( ) ( )
i

n

i A
i

P B P A P B


  .    (2) 

 

Доказ. Од (1) следува разложува-

њето на B  на збир 
1

n

i
i

BA B


  на по парови 

дисјунктни настани, цртеж 15. Затоа  
 

1

( ) ( )
n

i
i

P B P BA


  .  

 

Конечно, ако на собирците ( )iP BA  ја при-

мениме теоремата за множење ја добиваме 

формулата (2).  

 

8.3. Пример. Во една кутија има две бели и три црни топчиња, а во друга 

четири бели и три црни топчиња. Ако случајно се избере една кутија и од неа се 

извлече едно топче, најди ја веројатноста дека извлеченото топче е црно. (Изборот 

на кутијата е еднаквоверојатен настан.)  
 

Решение. Нека со A  го означиме настанот: избрано е црно топче, а со 1B  

и 2B  ги означиме настаните избрана е првата и избрана е втората кутија, соод-

ветно. Тогаш, 1
1 2 2

( ) ( )P B P B  , па затоа од теорема 4 следува:  
 

1 2

3 3 181 1
1 2 2 5 2 7 35

( ) ( ) ( ) ( ) ( )B BP A P B P A P B P A       . 
 

Забелешка. Ако топчињата од двете кутии ги ставиме во една, тогаш 

веројатноста дека ќе извлечеме црно топче е 3 3 1
5 7 2

*p 


  .  

 

8.4. Пример. Професорот подготвил десет испитни ливчиња. Секој од 

двајцата студенти ги знае одговорите на прашањата од осум (не обавезно исти осум 

испитни ливчиња). Ваквите ливчиња ги нарекуваме добри. Студентите испитот го 

полагаат така што избираат по едно испитно ливче, еден по друг, без враќање.  
 

a) Колкава е веројатноста првиот студент да избере добро ливче?  
 

b) Колкава е веројатноста вториот студент да избере добро ливче?  
 

Решение. а) Јасно е дека веројатноста првиот студент да избере добро 

ливче е 8 4
10 5

 .   
 

б) Со 1A  да го означиме настанот првиот студент да избере ливче кое е 

добро за вториот, со 2A  настанот првиот студент да избере ливче кое не е добро за 

вториот и со B  настанот вториот студент да избере добро ливче. Тогаш,  
 

8
1 10

( )P A  , 
1

7
9

( )AP B  , 2
2 10

( )P A   и 
2

8
9

( )AP B  . 
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Ако ја искористиме формулата (2) добиваме:  
 

1 2

8 7 8 722 4
1 2 10 9 10 9 90 5

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A AP B P A P B P A P B      .  

 

8.5. Теорема. Ако , 1,2,...,iA i n  е разбивање на  , ( ) 0iP A  , за секој 

1,2,...,i n  и ( ) 0P B  , тогаш:  
 

1

( ) ( )

( ) ( )

( ) , 1,2,...,
i Ai

n

j Aj
j

P A P B

B i
P A P B

P A i n



 



.    (3) 

 

Формулите (3) во литературата се познати како Бајесови формули.  
 

Доказ. Од теоремата за множење имаме  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ii i A B iP A B P A P B P B P A  , 1,2,...,i n  

па затоа  
( ) ( )

( )
( )

i Ai
P A P B

B i P B
P A  , 1,2,...,i n . 

 

Ако во последните равенства ја примениме формулата за полна веројатност (2) ги 

добиваме формулите (3).  

 

8.6. Коментар. Бајесовите формули можеме да ги интерпретираме на 

следниов начин. Да ги наречеме настаните iA  хипотези. Нека настанот B  е резул-

тат од некој експеримент. Веројатноста ( )iP A  е априорна веројатност, пресметана 

до спроведување на експериментот, а условната веројатност ( )B iP A  е апостери-

орна веројатност на хипотезата, пресметана после спроведување на експериметот, 

кога станал познат резултатот на експериментот B . Бајесовите формули овозмо-

жуваат со априорните веројатности на хипотезите и условните веројатности на на-

станот B  при хипотези iA  да се пресметаат апостериорните веројатности ( )B iP A .  

 

8.7. Пример. Во една голема серија 96% од производите ги задоволуваат 

техничките услови пропишани со стандардот. Производите подлежат на груба 

контрола која производот го смета за исправен со веројатност 0,98 ако тој нави-

стина е исправен, и со веројатност 0,05 ако производот не е исправен. Колкава е 

веројатноста производот да е стварно исправен, ако контролата го прогласила за 

исправен?  
 

Решение. Да ги разгледаме настаните:  
 

1 {производот е навистина исправен}A  , 1( ) 0,96P A   

2 {производот е навистина неисправен}A  , 2( ) 0,04P A   и  

{контролата го прогласува производот за исправен}B   
 

Според податоците за квалитетот на контролата познати се следните условни ве-

ројатности 
1
( ) 0,98AP B   и 

2
( ) 0,05AP B   и се бара да ја определиме веројатноста 

на настанот 1A  ако се случил настанот B . Користејќи ги Бајесовите формули има-

ме:  
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1 1

2

1

( ) ( ) 0,96 0,98
1 0,96 0,98 0,04 0,05

( ) ( )

( ) 0,997878
A

j Aj
j

P A P B

B
P A P B

P A





  
  



.  

 

 

 

9. НЕЗАВИСНИ НАСТАНИ  
 

9.1. Поимот независност на настани е еден од основните поими во теори-

јата на веројатност. Ако настаните A  и B  се такви што ( ) 0P B  , тогаш постои 

условната веројатност ( )BP A . Во случај кога ( ) ( )BP A P A  ќе велиме дека наста-

нот A  не зависи од настанот B . Ако ( ) 0P A  , тогаш во овој случај  
 

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )BP B P AP AB

A P A P A
P B P B    

 

и од независноста на A  од B  следува независноста на B  од A . Од теоремата за 

множење на веројатност ( ) ( ) ( )BP AB P B P A  следува дека за независни настани 

A  и B  важи ( ) ( ) ( )P AB P A P B . Претходното равенство не доведува до следнава 

дефиниција за независност на настани.  

 

Дефиниција. За настаните A  и B  ќе велиме дека се независни, ако  
 

( ) ( ) ( )P AB P A P B .     (1) 
 

Ако равенството (1) не е исполнето, тогаш за настаните A  и B  ќе велиме дека се 

зависни.  

 

9.2. Лема. а) Ако настаните A  и B  се независни, тогаш и настаните A  и 

B  се независни.  
 

б) Ако настаните 1A  и B  се независни, настаните 2A  и B  се независни и 

1 2A A  , тогаш настаните 1 2A A  и B  се независни.  
 

Доказ. а) Од независноста на настаните A  и B  следува:  
 

( ) ( \ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )(1 ( )) ( ) ( )

P BA P B AB P B P AB P B P A P B

P B P A P B P A

    

  
 

 

што значи дека настаните A  и B  се независни.  
 

б) Од независноста на iA  и B  следува ( ) ( ) ( )i iP A B P A P B , 1,2i  . Спо-

ред тоа  
 

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

(( ) ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( )

( ) ( )

P A A B P A B A B P A B P A B

P A P B P A P B

P A P A P B

P A A P B

    

 

 

 

 

 

што значи дека настаните 1 2A A  и B  се независни.  
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9.3. Пример. Од шпил со 52 карти случајно влечиме една карта. Да ги 

разгледаме настаните  
 

{Извлечената карта е ас}A   и {Извлечената карта е каро}B  .  
 

Во овој случај имаме:  
 

4 1
52 13

( )P A   , 13 1
52 4

( )P B    и 1
52

( ) ( ) ( )P AB P A P B  , 
 

што значи дека настаните A  и B  се независни. Меѓутоа, ако земеме дека шпилот 

карти содржи и еден џокер, тогаш настаните A  и B  стануваат зависни бидејќи:  
 

4
53

( )P A  , 13
53

( )P B   и 
2

521
53 53

( ) ( ) ( )P AB P A P B   .  

 

9.4. Пример. Се фрла хомогена коцка за играње. Просторот елементарни 

настани е {1,2,3,4,5,6}  . Нека е  
 

{1,3,5}A  , {1,2}B   и {1,2,3}C  . 

Тогаш  

{1}AB  , {1,2}BC  , {1,3}CA   

и притоа важи  
 

1
2

( )P A  , 1
3

( )P B  , 1
2

( )P C  ,  

1 1 1
6 2 3

( ) ( ) ( )P AB P A P B   ,  

1 1 1
3 3 2

( ) ( ) ( )P BC P B P C   ,  

1 1 1
3 2 2

( ) ( ) ( )P CA P C P A   .  
 

Според тоа, настаните A  и B  се независни, настаните B  и C  се зависни и наста-

ните C  и A  се зависни.  

 

9.5. Пример. Во кутија се наоѓаат по три бели и црни топчиња кои се оз-

начени со броевите 1, 2 и 3. Од кутијата случајно избираме едно топче. Да претпо-

ставиме дека секое топче може да биде избрано со веројатност 1
6

. Нека е:  
 

A  настанот дека избраното топче е означено со единица,  

B  настанот дека е избрано бело топче и  

C  настанот дека избраното топче е означено со 1 или 2.  
 

Тогаш важи:  
 

1
3

( )P A  , 1
2

( )P B  , 2
3

( )P C  , 1
6

( ) ( ) ( )P AB P A P B  ,  

1
3

( ) ( ) ( )P BC P B P C  , 1
3

( ) ( ) ( )P CA P C P A  .  
 

Според тоа, настаните A  и B  се независни, настаните B  и C  се независни и 

настаните C  и A  се зависни.  

 

9.6. Поимот независност на настани може да се воопшти на произволна 

фамилија настани на следниов начин.  
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Дефиниција. За настаните , 1,2,...,iA i n  ќе велиме дека се независни во 

целина, ако за секои 1 21 ... , 2mi i i n m n        важи  
 

1 2 1 2
( ... ) ( ) ( )... ( )

m mi i i i i iP A A A P A P A P A .    (3) 
 

Во спротивно за настаните , 1,2,...,iA i n  ќе велиме дека се зависни.  

 

9.7. Забелешка. Од дефиницијата 9.6 следува дека секое подмножество 

, 1,2,...,
ji

A j r  од настаните , 1,2,...,iA i n  независни во целина, исто така е не-

зависно во целина.  

 

9.8. Дефиниција. За настаните , 1,2,...,iA i n  ќе велиме дека се независни 

во парови, ако за секои 1 2i i  важи 
1 2 1 2

( ) ( ) ( )i i i iP A A P A P A .  

 

9.9. Пример.  Страните на еден правилен и хомоген тетраедар се обоени 

на следниот начин: едната страна е бела, другата црвена, третата сина, додека чет-

вртата страна ги содржи сите три бои. Тетраедарот се фрла на рамнина и се беле-

жи бојата на страната што лежи на рамнината. Ако таа страна содржи бела боја ќе 

сметаме дека настапил настанот A , ако содржи црвена боја ќе сметаме дека 

настапил настанот B , а ако содржи сина боја дека настапил настанот C . Јасно,  
 

1
2

( ) ( ) ( )P A P B P C   , 1
4

( ) ( ) ( )P AB P AC P BC    и 1
4

( )P ABC  .  
 

Забележуваме дека  
 

( ) ( ) ( )P AB P A P B , ( ) ( ) ( )P BC P B P C  и ( ) ( ) ( )P CA P C P A  
 

што значи дека разгледуваните настани се по парови независни. Меѓутоа, од  
 

1 1
4 8

( ) ( ) ( ) ( )P ABC P A P B P C    
 

следува дека овие настани не се независни во целина.  

 

9.10. Пример. Хомогена монета се фрла два пати. Просторот елементарни 

настани е  

{ , , , }PP PG GP GG . 
 

Да ги разгледаме настаните { , }A PP PG , { , }B PP GP  и { , }C PP GG . Тогаш 

важи:  
 

1
2

( ) ( ) ( )P A P B P C    и 

1
4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P AB P A P B P BC P B P C P CA P C P A      . 
 

Според тоа, настаните A , B  и C  се независни по парови. Меѓутоа, настаните A , 

B  и C  не се независни во целина, бидејќи  
 

1 1
4 8

( ) ( ) ( ) ( )P ABC P A P B P C   .  

 

9.11. Пример. Коцка за играње се фрла два пати. Нека  
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A  е настанот дека во првото фрлање паднал некој од броевите 1, 2 или 5;  
 

B  е настанот дека во првото фрлање ќе падне број поголем од 3;  
 

C  е настанот дека збирот на паднатите броеви е еднаков на 9.  

Имаме,  
1
2

( )P A  , 1
2

( )P B  , 1
9

( )P C  , 1
6

( )P AB  ,  

1
36

( )P AC  , 1
12

( )P BC   и 1
36

( )P ABC  . 
 

Очигледно настаните A , B  и C  не се независни по парови, што значи дека не се 

независни и во целина. Меѓутоа  
 

1
36

( ) ( ) ( ) ( )P ABC P A P B P C  .  

 

9.12. Пример. Двајца стрелци независно еден од друг гаѓаат цел. Веројат-

носта дека првиот стрелец ќе ја погоди целта е 0,8p  , а веројатноста дека вто-

риот стрелец ќе ја погоди целта е 0,5q  . Колкава е веројатноста дека целта нема 

да биде погодена?  
 

Решение. Веројатноста дека првиот стрелец нема да ја погоди целта е 

1 0,2p  , а веројатноста дека вториот стрелец нема да ја погоди целта е 

1 0,5q  . Бидејќи настаните се независни, добиваме дека веројатноста и двата 

стрелци да не ја погодат целта е:  
 

(1 )(1 ) 0,2 0,5 0,1p q    .  

 

9.13. На крајот од овој дел ќе докажеме една формула за условната веро-

јатност, која е аналогна на формулата за полна веројатност.  

 

Теорема. Нека е даден просторот на веројатности ( , , )P A  и нека 

1 2, ,..., nH H H  е разбивање на просторот елементарни настани  . Ако  
 

а) ( ) 0iP AH  , за 1,2,...,i n  и  
 

б) настанот A  е независен со секој од настаните 1 2, ,..., nH H H ,  
 

тогаш за секој настан BA  е исполнето равенството:  
 

1

( ) ( ) ( )
i

n

A i AH
i

P B P H P B


  . 

 

Доказ. Од условите на теоремата и од својствата на веројатноста и 

условната веројатност следува:  

( ) 1
( ) ( )

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( )

i i i

i

n
P BA

A iP A P A
i

n n
P BAH P H P BAH

P A P A P H
i i

P B P BAH


 

 

 



 

 

( )

( )
1 1

( ) ( ) ( )i

ii

n n
P BAH

i i AHP AH
i i

P H P H P B
 

   .  
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10. НЕЗАВИСНИ ЕКСПЕРИМЕНТИ  
 

10.1. Под независни експерименти често пати се подразбираат експери-

менти со исто множество можни исходи, кои можат да се повторуваат во при-

ближно исти услови неограничен број пати. Таков е примерот на фрлање коцка за 

играње или примерот на фрлање монета. Природно е да сметаме дека два екс-

перименти се независни, ако за секој настан A  кој може да се реализира во првиот 

експеримент и секој настан B  кој може да се реализира во вториот експеримент 

важи: A  и B  се независни настани. Аналогно, за експериментите 1 2 3, , ,...S S S  ќе 

велиме дека се независни, ако за секоја фамилија настани 1 2 3{ , , ,...}A A A , каде kA  

е настан кој со определена веројатност се реализира во k  от експеримент, важи: 

настаните на оваа фамилија се независни во целина.  
 

Едно од основните прашања во овој случај е како да се дефинира простор 

на веројатности кој ќе го опишува сложениот експеримент кој се состои од реа-

лизирање на два или повеќе независни експерименти. Прво ќе разгледаме еден ед-

ноставен пример.  

 

10.2. Пример. Фрламе коцка за играње и независно од тоа монета. Експе-

риментот фрлање коцка го опишуваме со просторот на веројатности 1 1 1( , , )P A , 

каде 1 {1,2,3,4,5,6}  , 1A  е партитивното множество на множеството 1 , а ве-

ројатноста 1P  е определена со условот  
 

1
1 6
( ) ,P k   1,2,3,4,5,6k  . 

 

Експериментот фрлање монета го опишуваме со просторот на веројатности 

2 2 2( , , )P A , каде 2 { , }P G  , 2A  е партитивното множество на множеството 

2 , а веројатноста 2P  е определена со условот  
 

1
1 1 2
( ) ( )P P P G  . 

 

За просторот елементарни настани на сложениот експеримент природно е да се 

земе множеството  
 

1 2 {1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 }P P P P P P G G G G G G    

На секој исход   природно е да му се придружи веројатноста 1 1 1
2 6 12

 . Нека 

A  е партитивното множество на множеството   и P  е веројатноста дефинирана 

со веројатностите на елементарните настани кои претходно ги определивме.  
 

Просторот ( , , )P A  го нарекуваме директен производ на просторите на 

веројатности 1 1 1( , , )P A  и 2 2 2( , , )P A . Да го разгледаме настанот 
 

{1 ,2 ,1 ,2 }A P P G G  
 

кој во сложениот експеримент означува дека при фрлањето на коцката паѓа 1 или 

2 и настанот  

{1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 }B P P P P P P  
 

кој во сложениот експеримент означува дека при фрлањето монета паднало пис-

мо. Тогаш важи:  
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64 1 1 2 1 1 1
12 3 12 2 12 6 3 2

( ) , ( ) , ( ) ({1 ,2 }) ( ) ( )P A P B P AB P P P P A P B         , 
 

т.е. настаните A  и B  се независни.  

 

10.3. Нека  

( , , )i i iP A , 1,...,i n      (1) 
 

се конечни или пребројливи простори на веројатности, { }i i  , iA  се состои од 

сите подмножества на i , а веројатноста ( ) ( )

i i

i i i i
A

P A p





   на i iA A  се задава 

со помош на веројатностите на елементарните настани ( )i ip  , i i  . Да го 

разгледаме директниот производ ( , , )P A  на просторите на веројатности (1), каде 

1 ... n     чии точки   се векторите 1 2( , ,..., )n    , i i  , 

1,...,i n , A  се состои од сите подмножества на   и  
 

1 1( ) ( )... ( ), ( ) ( )n n
A

p p p P A p


   


   .   (2) 

 

Вака конструираната веројатност P  ја нарекуваме директен производ на веројат-

ностите iP  и ја означуваме со 1 ... nP P P   . Во овој случај аналогно 1 A A  

... nA  е директниот производ на iA , 1,...,i n .  
 

Нека i iA A , 1,...,i n . Правоаголник (n-димензионален паралелопипед) 

го нарекуваме множеството  
 

1 ... nA A A        (3) 
 

чии елементи се 1 2( , ,..., )n    , i iA  , 1,...,i n . Од (2) следува дека веро-

јатноста на правоаголникот (3) е еднаква на  
 

1 1

1 1
1

( ) ( ) ( )... ( ) ( )

n n

n

n n i i
A A A i

P A p p p P A
  

  
   

      .   (4) 

 

 

 

11. БЕРНУЛИЕВА ШЕМА   
 

11.1. Во претходниот параграф дефиниравме простор на веројатности кој 

опишува сложен експеримент кој се состои во изведување на n  независни експе-

рименти. Во овој дел ќе се осврнеме на еден важен пример кој во натамошните 

разгледувања подетално ќе го проучуваме.  

 

Пример (Бернулиева шема). Нека n  е природен број. Да претпоставиме 

дека се реализираат n  експерименти за кои важат следниве услови:  
 

1) секој од овие n  експерименти завршува со еден од два можни исхо-

ди: успех (го означуваме со 1) и неуспех (го означуваме со 0),  
 

2) веројатноста за успех во секој експеримент е еднаква на p , а за не-

успех на 1q p   и  
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3) експериментите се меѓусебно независни.  
 

Просторот на веројатности ( , , )P A  на сложениот експеримент е определен на 

следниов начин:  
 

1{ | ( ,..., ), 0 или 1}n i i         , 
 

т.е.   е множеството варијации со повторување од класа n  од два елементи и 

вкупно ги има 2n , A  е партитивното множество на множеството  , а веро-

јатноста на елементарниот настан е определена со  
 

1 2 1 21 ... ( ... )

1

( ) i i n n

n
n

i

p p q p q
               



  .   (1) 

 

Со 1{ ... }k nB k      , 0,1,2,...,k n  да го означиме настанот кој се состои 

во тоа што при n  испитувања во Бернулиевата шема имаме точно k  успеси. То-

гаш од (1) следува дека за kB  важи ( ) k n kp p q  , па затоа  
 

( ) (бројот на елементарните настани )k n k
k kP B p q B   .  

 

Но, од низа од n  експерименти можеме да избереме k  експерименти на k
nC  начи-

ни, па затоа  
 

( ) , 0,1,2,...,k k n k
k nP B C p q k n  .    (2) 

 

Да забележиме дека настаните 0 1, ,..., nB B B  се меѓусебно дисјунктни и притоа 

важи  
 

0 0

( ) ( ) 1
n n

k k n k n
k n

k k

P B C p q p q

 

     , 

 

што значи дека збирот на веројатностите ( )p   на сите елементарни настани 

  е еднаков на 1. Бројот k k n k
nC p q   во натамошните разгледувања ќе го озна-

чуваме со ( )nP k . Броевите ( ), 0,1,2,...,nP k k n  ја определуваат таканаречената 

биномна распределба на веројатности. Просторот на веројатности кој овде го де-

финиравме го нарекуваме Бернулиева шема, експериментите за кои стана збор ги 

нарекуваме биномни експерименти.   

 

11.2. Пример. Хомогена коцка за играње се фрла n  пати. Веројатноста 

дека ќе падне шестка во секое од овие фрлања е 1
6

p  . Веројатноста на настанот 

дека во сите n  фрлања шестка ќе падне точно k  пати, каде {0,1,2,..., }k n  е да-

дена со 5 51
6 6 6

( ) ( )
n k

n

k k n k k
n nC C

  .  

 

11.3. Пример. Во секој од n  независни екперименти изведени под исти 

услови настанот A  се реализира со веројатност p .  
 

а) Најдете ја веројатноста дека настанот A  ќе се случи барем два пати, 

знаејќи дека 2n  .  
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б) Колку треба да биде најмалиот n  за да со веројатност не помала од 

(0,1)   може да се тврди дека настанот A  ќе се реализира барем еднаш.  
 

Решение. а) Од (2) следува дека веројатностите настанот A  да не се слу-

чи ниту еднаш и се случи само еднаш се (1 )np  и 1(1 )nnp p  , соодветно. Спо-

ред тоа, бараната веројатност е  
 

11 (1 ) (1 )n np np p     . 
 

б) Согласно со размислувањата во а) имаме дека веројатноста дека на-

станот A  ќе се случи барем еднаш е 1 (1 )np  , па затоа n  го определуваме од 

неравенството 1 (1 )np    , од што се добива 1log (1 )pn   .  

 

11.4. Пример. За кое k  веројатноста во биномната распределба на наста-

нот kB  е најголема?  
 

Решение. Од (2) имаме  
 

1 1 1
1

1 1! !
!( )! ( 1)!( 1)!

( ) ( ) k k n k k k n k
k k n n

k n k k n kn n
k n k k n k

P B P B C p q C p q

p q p q

    


   

   

  

 
 

1!
( 1)!( )! 1

1!
( 1)!( )! ( 1)

1!
!( 1)!

[ ]

[( 1) ]

p qk n kn
k n k k n k

np pk p qkk n kn
k n k k n k

k n kn
k n k

p q

p q

p q n p k

 

   

   

   

 

 

 



  

 

 

Можни се два случаја.  
 

а) Ако ( 1)n p  е цел број, тогаш за ( 1)k n p   важи  
 

1( ) ( )k kP B P B  , 
 

т.е. веројатностите растат и за ( 1)k n p   важи 1( ) ( )k kP B P B   и потоа веројат-

ностите опаѓаат. Според тоа, во овој случај имаме две вредности на k  за кои веро-

јатноста во биномната распределба на настанот kB  е најголема.  
 

б) Ако ( 1)n p  не е цел број, тогаш до [( 1) ]k n p   веројатностите 

растат, најголема веројатност има настанот kB , [( 1) ]k n p  , а потоа веројат-

ностите опаѓаат.  

 

 

 

12. АКСИОМАТСКО ГРАДЕЊЕ НА  

ТЕОРИЈАТА НА ВЕРОЈАТНОСТ  
 

12.1. Во претходно разгледаните примери, меѓу другите, простори еле-

ментарни настани беа квадрат, правоаголник и коцка. Секое од овие множества е 

непребројливо множество. Понатаму, настаните кои ги разгледувавме беа подмно-
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жества од просторите елементарни настани и нивните веројатности ги опреде-

ливме како количници на мерите (плоштина или волумен) на множествата со кои 

се определени настаните и мерите на просторите елементарни настани. Во раз-

гледуваните примери ние имплицитно дадовме одговор на следниве прашања, со 

кои во општ случај се среќаваме во теоријата на веројатност:  
 

1) Како да се избере просторот елементарни настани  ?  
 

2) Познато е дека не е можно за секое подмножество од рамнината да се 

дефинира негова плоштина, при што е неопходно да бидат исполнети 

некои својства кои ни ги наметнува интуицијата. Аналогна забелешка 

важи и за наоѓање на должина на подмножества од множеството 

[0,1] . Според тоа, природно се наметнува прашањето, ако во наведе-

ните примери во дефиницијата на веројатност фигурира должина, 

плоштина или волумен на множество, тогаш кои подмножества на 

просторот елементарни настани   ќе ги сметаме за настани и каква е 

природата на фамилијата од овие подмножества?  
 

3) Ако сме определиле кои подмножества на просторот елементарни 

настани   ќе ги сметаме за настани, тогаш останува да одговориме 

уште на прашањето: Како да се дефинира веројатноста на овие наста-

ни? Во наведените примери дадовме “природна” дефиниција, сметај-

ќи дека различните подмножества на просторот елементарни настани 

со еднакви плоштини или волумени имаат еднаква можност да содр-

жат исход кој се реализира во конкретниот експеримент.  

 

Проблемите за кои претходно говоревме биле решени на задоволителен 

начин од рускиот математичар А. Н. Колмогоров кој во 1933 година ги формули-

рал, денеска општоприфатените, аксиоми на теоријата на веројатност. Имено, 

Колмогоров формулирал доволно богат систем аксиоми, т.е. определен број твр-

дења чија вистинитост е прифатена без доказ, а потоа со дедуктивно заклучување 

се изведуваат останатите тврдења. Во оваа точка накратко ќе ја презентираме 

аксиоматиката на Колмогоров. 

 

12.2. Дефиниција. Нека   е непразно множество. Непразната фамилија 

подмножества A  од   ја нарекуваме   алгебра подмножества од множество-

то   ако се исполнети следниве услови:  
 

а) ако AA , тогаш AA  и  
 

б) ако 1 2 3, , ,...A A A  се подмножества на множествата   кои се елементи 

на фамилијата A , тогаш 
1

i
i

A




A .  

 

12.3. Лема. Нека A  е   алгебра подмножества од множеството  . 

Тогаш  
 

i) , A ,  

ii) ако iA A , 1,2,3,...i  , тогаш 
1

i
i

A




A .  
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Доказ. i) Фамилијата A  е непразна, па затоа постои множество AA . 

Понатаму, од условот а) од дефиниција 15 следува дека AA , па од условот б) 

од дефиниција 12.2 добиваме дека A A  A . Конечно, од условот а) од 

дефиниција 12.2 следува дека  A .  
 

ii) Нека iA A , 1,2,3,...i  . Тогаш iA A , 1,2,3,...i  , па затоа 

1
i

i

A




A , од што следува дека 
1 1

i i
i i

A A
 

 

 A . ♦ 

 

12.4. Пример. а) Фамилијата { , }  A  е   алгебра и истата ја нареку-

ваме тривијална   алгебра.  
 

б) Партитивното множество на множеството   е   алгебра.  
 

в) Нека A  е произволно подмножество на множеството  . Тогаш фами-

лијата { , , , }A A  A  е   алгебра.  
 

г) Нека {1,2,3,..., ,...}n  и A  е фамилијата која се состои од сите под-

множества од   кои се конечни или имаат конечен комплемент. Лесно се прове-

рува дека фамилијата A   не е   алгебра. На пример, множеството од сите парни 

броеви не припаѓа на A , но тоа може да се запише како унија на едноелементни 

множества, секое од кои припаѓа на A .  

 

12.5. Во врска со   алгебрите може да се докаже следново тврдење, чиј 

доказ излегува надвор од рамките на нашите разгледувања.  

 

Лема 3 (за минимална   алгебра). Ако S  е фамилија подмножества 

од множеството  , тогаш постои најмала   алгебра множества A  која ја со-

држи фамилијата S .   

 

12.6. Дефиниција. Подредената тројка ( , , )P A , каде   е простор на 

елементарни настани, A  е   алгебра подмножества од  , кои ги нарекуваме 

настани, и P  е бројна функција, дефинирана на множеството настани A  и која ја 

нарекуваме веројатност (или веројатностна мера), ја нарекуваме простор на 

веројатности, ако се исполнети следниве аксиоми:  
 

1 . ( ) 0P A   за секој AA  (ненегативност на P );  

2 . ( ) 1P    (нормираност на P );  

3 . ( ) ( ) ( )P A B P A P B   , ако AB   (адитивност на P );  

4 . ако nA  , n , т.е.  

1 2 3 ...A A A    и 
1

n
n

A




  , 

тогаш lim ( ) 0n
n

P A


  (непрекинатост на P ).  
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12.7. Лема. а) Ако A B , тогаш ( \ ) ( ) ( )P B A P B P A  .  

б) Ако A B , тогаш ( ) ( )P A P B .  

в) За секој AA  важи ( ) 1P A  . 

г) ( ) 1 ( )P A P A  , за секој AA .  

д) ( ) 0P   .  

ѓ) За секои настани , 1,2,...,iA i n  такви, што i jA A   за i j  важи  

1 2
1

( ... ) ( )
n

n i
i

P A A A P A


     . 

е) Нека nA A  и 1 2 ... ...nA A A A     , 
1

n
n

A A




 . Тогаш  

lim ( ) ( )n
n

P A P A


 . 

ж) Нека nA A  и 1 2 ... ...nA A A A     , 
1

n
n

A A




 . Тогаш  

lim ( ) ( )n
n

P A P A


 . 

 

Доказ. а) Бидејќи ( \ )B A B A   и ( \ )A B A   од аксиомата 3  следува  
 

( ) ( ) ( \ )P B P A P B A  .     (1) 
 

б) Непосредно следува од равенството (1) и аксиома 1 .  
 

в) Следува од аксиомата 2  и тврдењето б) бидејќи A , за секој 

AA .  
 

г) Непосредно следува од аксиомите 3  и 2  бидејќи A A    и 

AA  .  
 

д) Непосредно следува од тврдењето под г) и аксиомата 2 .  
 

ѓ) Доказот е идентичен на доказот на последица 1.  
 

е) Од  

1 2
1

... ... ,n n
n

A A A A A A




       

следува, дека \ ,n nB A A n   . Понатаму, од аксиомата 4  следува дека 

lim ( ) 0n
n

P B


 . Конечно, од а) добиваме  

 

0 lim ( ) lim ( \ ) lim [ ( ) ( )] ( ) lim ( )n n n n
n n n n

P B P A A P A P A P A P A
   

      . 

 

ж) Постапете аналогно на доказот на својството е).   

 

12.8. Пример. Нека 1 2{ , ,..., }n    . Со A  да ја означиме   алгебра-

та од сите подмножества на  . Наједноставен начин да конструираме простор на 
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веројатности ( , , )P A  е да на секој елементарен настан ,ia  1,2,...,i n   му при-

дружиме иста веројатност 1( )i n
P   , 1,2,...,i n . Лесно се проверува дека вака 

дефинираната функција ги задоволува аксиомите 1 - 4  од дефиниција 16. Ако 

1 2
{ , ,..., }

ki i iA    , каде 1 21 ... ki i i n     , тогаш од лема 4 ѓ) следува дека  
 

( ) k
n

P A  . 
 

Ова всушност е класичната дефиниција на веројатност, бидејќи се исполнети 

условите дека просторот елементарни настани е конечен и дека елементарните 

настани се еднакво можни.  

 

12.9. Во пример 12.8 покажавме дека од системот аксиоми на Колмогоров 

може да се изведе класичната дефиниција на веројатнот. Јасно, заради тоа во акси-

оматски изградената теорија на веројатнот се сочувани и сите резултати од кла-

сичната теорија.  

 

Лема А. За секои настани , 1,2,...,iA i n  важи  
 

11

( ) ( )
n n

i i
ii

P A P A


  .     (2) 

 

Доказ. Да земеме 0A   и 1 2 1\ ( ... )k k kB A A A A      за 1,...,k n . 

Тогаш, i jB B  , за i j  и 
11

n n

i i
ii

A B


  , па од 12.7 ѓ) следува  

11

( ) ( )
n n

i i
ii

P A P B


  . 

 

Конечно, неравенството (2) следува од лема 12.7 б) бидејќи i iB A  за 1,..,i n .  

 

Лема Б. За секои настани A  и B  важи  
 

 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB    . 
 

Доказ. Имаме  
 

( \ )A B A B AB   ,  

( \ )A B AB   и AB B ,  
 

цртеж 16. Со последователна примена на акси-

ома 3  и лема 5 а) добиваме  

( ) ( ) ( \ ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B AB P A P B P AB      . 

 

Последица (принцип за вклучување и исклучување). За секои настани  

1 2, ,..., nA A A  важи  

1
1 2

1 1 11

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( ... )
n n

n
i i i j i j k n

i i j n i j k ni

P A P A P A A P A A A P A A A

       

        . 
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Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по бројот на настаните. За 

2n   тврдењето е докажано во лема Б. Нека претпоставиме дека тврдењето важи 

за некој природен број n . Нека се 1 2 1, ,..., ,n nA A A A   произволни настани. Од лема 

Б следува дека  
 

1

1 1
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n n

i i n n i
i i i

P A P A P A P A A


 
  

   . 

 

Ако ја примениме индуктивната претпоставка на првиот и третиот собирок на 

десната страна во последното равенство, добиваме дека принципот за вклучување 

и исклучување важи и за 1n  настани, па од принципот на математичка индук-

ција следува дека важи за секоја конечна фамилија настани.  

 

12.10. Аксиомите 3  и 4  од дефиниција 12.6 можат да се заменат со една 

аксиома на пребројлива адитивност (или, како што најчесто ќе ја нарекуваме 

аксиома на   адитивност).  
 

*3 . Ако настаните nA  во низата 1 2 3, , ,...A A A  се по парови дисјунктни, то-

гаш  

1 1

( ) ( )n n
n n

P A P A
 

 

  .     (3) 

 

Теорема. Системот аксиоми 1 , 2 , 3 , 4     е еквивалентен на системот ак-

сиоми *1 , 2 , 3  .  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека се исполнети аксиомите 1 , 2 , 3 , 4    , и 

нека nA  е низа по парови дисјунктни настани. Да означиме 
1

n k
k n

B A


 

  , 

1
n

n

A A




  . Тогаш, настанот A  за секој природен број n  може да се претстави 

како конечен збир на по парови дисјунктни настани  
 
 

1 2 ... n nA A A A B     , 
 

па затоа од лема 12.7 ѓ) следува  
 

1

( ) ( ) ( )
n

k n
k

P A P A P B


  .        (4) 

 

Понатаму, од конструкцијата на настаните nB  и фактот дека настаните nA  се по 

парови дисјунктни имаме  

1 2 ...B B   и 
1

n
n

B




  , 

па затоа lim ( ) 0n
n

P B


 . Конечно, од аксиомата 4  и од равенството (4) следува 

равенството (3).  
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Нека се исполнети аксиомите *1 , 2 , 3   и нека 1 2 ...B B   и 
1

n
n

B




  . 

Да означиме 1\ , 1,2,...n n nA B B n  . Јасно, настаните nA  се по парови дисјункт-

ни и притоа важи 1
1

n
n

B A




   и n k
k n

B A




  , па затоа од аксиома *3  следува дека 

редот  
 

1
1

( ) ( )n
n

P B P A




   

 

конвергира, што значи дека за остатокот на овој ред важи  
 

( ) ( ) 0n k
k n

P B P A




  .  

 

12.11. Последица (  полуадитивност). За секоја низа настани { }nA  

важи  
 

11

( ) ( )n n
nn

P A P A
 



  . 

 

Доказ. Непосредно следува од лема 12.9 А, кога n .   

 

12.12. Забелешка. На крајот од овој дел да напоменеме, дека поимите кои 

покасно ќе ги воведеме при изучување на таканаречените случајни променливи 

исто така се базираат на аксиоматски изградената теорија на веројатност. Меѓу-

тоа, за таков пристап на теоријата на случајни променливи потребни се матема-

тичко предзнаење поголемо од она што се стекнува на повеќето технички факул-

тети.  

 

 

 

ЗАДАЧИ  
 

1. Се фрлаат две монети и една коцка. Најдете го просторот елементарни наста-

ни.  
 

2. Коцка за играње се фрла n  пати. Најдете го просторот елементарни настани 

 . Колку елементи има  ?  
 

3. Од множеството {1,2,..., }n  се избираат k  броеви. Најдете го просторот еле-

ментарни настани и бројот на елементарните настани, ако:  

a) изборот на броевите се врши со враќање, т.е. еднаш извлечениот број мо-

же повторно да се избере, а редоследот на избирањето е важен,  

b) изборот на броевите се врши без враќање, редоследот на избирањето на 

броевите е важен и k n ,  

c) се врши избор без враќање, важи k n , а редоследот на избирањето не е 

важен, и  

d) се врши избор со враќање, а редоследот на избирањето не е важен.  
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4. Коцка за играње се фрла два пати. Определете ги настаните:  
 

a) во двете фрлања паднал број поголем од четири,  

b) паднала барем една шестка, и  

c) збирот на паднатите броеви е поголем од пет.  
 

5. Монета се фрла два пати. Ако и двата пати падне иста страна, тогаш монетата 

се фрла и трет пат, а ако паднале различни страни, тогаш еднаш се фрла коцка 

за играње. Определете го просторот елементарни настани и настанот A  дека 

во третото фрлање не е регистриран број.  
 

6. Монета се фрла се додека два пати последователно не падне иста страна. 

Одредете го просторот елементарни настани и настанот дека експериментот 

ќе заврши после шестото фрлање.  
 

7. Докажете дека за настаните ,A B  и C  се исполнети тврдењата:  
 

1) ( )A B C AC BC   ,  

2) ( ) ( )( )AB C A C B C    ,  

3) A B AB  ,  

4) AB A B  , 

5) \A B AB ,  

6) ( ) ( ) ( )A B AB AB AB    ,  

7) ако A B , тогаш ( )B A AB  ,   

8) ако A B , тогаш B A .  
 

8. Кои од наведените равенства се точни:  
 

1) A B AB  ,  

2) ( )A B C ABC  ,  

3) ( )( )AB BC  .   
 

9. Дадени се настаните ,A B  и C . Изразете ги со помош на операциите со наста-

ни следниве настани:  
 

1) “барем еден од настаните A  и B “,  

2) “барем еден од настаните ,A B  и C “, 

3) “ниту A  ниту B “,  

4) “ниту еден од настаните ,A B  и C “.  
 

10. Да ги разгледаме буквите a, b, c, d. Да претпоставиме дека редоследот во кој 

буквите се јавуваат е резултат од еден експеримент и да ги разгледаме наста-

ните: А – буквата а е на прво место и В – буквата b не е на второ место.  
 

a) опишете го просторот на елементарни настани,  

b) определете го настанот АВ,  

c) определете го настанот АВ.  
 

11. Се фрла коцка за играње. Колкава е веројатноста дека:  
 

a) паднатиот број точки ќе биде делив со 3,  

b) паднатиот број точки ќе биде делив со 2?  
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12. Коцка за играње се фрла два пати и при секое фрлање се бележи паднатиот 

број точки. Колкава е веројатноста дека збирот на паднатите броеви ќе биде 

еднаков на 8?  
 

13. Во сад се наоѓаат 3 бели, 7 црвени и 8 безбојни по форма еднакви топчиња. 

Одеднаш, без гледање извлекуваме две топчиња. Колкава е веројатноста дека 

топчињата ќе бидат 1 бело и 1 црвено?  
 

14. Без гледање во еден ред ставаме 5 бели, 4 црвени и 3 црни топчиња. Колкава е 

веројатноста дека на првите три места ќе имаме бели топчиња?  
 

15. Од a  бели и b  црни по форма еднакви топчиња одеднаш и без гледање изби-

раме m  топчиња. Колкава е веројатноста дека меѓу избраните топчиња имаме 

p  бели и q  црни?  
 

16. Од шпил кој содржи 32 карти (по 8 карти од секоја боја) случајно и оддеднаш 

се избираат 10 карти. Колкава е веројатноста меѓу избраните карти да има 2 

пика, 4 трефа, 3 каро и 1 срце?  
 

17. Пресметај ( )P B  ако ( ) 0,26P AB   и ( ) 0,33P BA  .  
 

18. Пресметај ( )P A , ако ( ) 0,72P AB   и ( ) 0,08P AB  .  
 

19. Докажете дека ако за настаните ,A B , C  и N  важи ABC N , тогаш  

( ) ( ) ( ) ( ) 2P N P A P B P C    . 
 

20. Во една кутија има топчиња на коишто се запишани броевите 1,2,3,4,5 и 6. На 

случаен начин се извлекува едно топче, се забележува бројот и потоа се враќа 

во кутијата. Забележано е дека бројот k , 2,3,4,5,6k   се јавува 12k  пати 

почесто од бројот 1. Пресметај ја веројатноста на настаните:  

a) извлечено е топче со непарен број;  

b) бројот запишан на извлеченото топче е делив со 3.  
 

21. Шест семејства составени од татко, мајка и три деца се нашле на исто место. 

Произволно се избрани: еден татко, една мајка и едно дете. Колкава е веројат-

носта сите да припаѓаат на исто семејство?  
 

22. Лотарија се состои од 250 лозови и се добиваат вкупно 10 награди. Киро ку-

пил 10 лоза. Колкава е веројатноста на настаните:  

a) :A  Киро добил 2 награди,  

b) :B  Киро добил најмалку 4 награди,  

c) :C  Киро не добил ниту една награда.  
 

23. Во еден сад се наоѓаат 9 бели, 8 црвени и 7 жолти топчиња. Извлекуваме две 

топчиња одеднаш. Колкава е веројатноста дека извлечени точиња нема да би-

дат и двете жолти.   
 

24. Двајца стрелци гаѓаат иста цел. Првиот стрелец целта ја погодува со веројат-

ност 0,7, а вториот со веројатност 0,5. Колкава е веројатноста дека целта ќе 

биде погодена ако стрелците кон неа стрелаат истовремено?  
 

25. Во една лотарија се продадени 10000 тикети, а се делат 150 стокови и 50 па-

рични награди. Колкава е веројатноста еден тикет да добие награда (без раз-

лика дали стокова или парична)?  
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26. Во еден сад имаме 5 бели и 7 црвени топчиња. Одеднаш и без гледање извле-

куваме 8 топчиња. Колкава е веројатноста дека ќе извлечеме 2 бели и 6 црве-

ни топчиња?  
 

27. Хомогена коцка за играње се фрла два пати.  

a) Колкава е веројатноста дека збирот на паднатите броеви ќе биде помал од 

4?  

b) Колкава е веројатноста дека збирот на паднатите броеви ќе биде поголем  

или еднаков на 5, но помал или еднаков на 8?  
 

28. Правилна хомогена монета се фрла 50 пати. Колкава е веројатноста дека ќе 

паднат точно 25 писма?  
 

29. Цифрите 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 се наредени во низа. Колкава е веројатноста дека 

цифрите 0 и 1 не се соседни?  
 

30. Колкава е веројатноста дека од 32 карти (од шпилот се исфрлени картите со 

бројки 2,3,4,5,6) ќе извлечиме три аса ако:  

a) влечеме по една карта и потоа ја враќаме во шпилот,  

b) извлечената карта не ја враќаме во шпилот.  
 

31. Во кутија се наоѓаат 12 бели, 23 црвени и 27 црни по големина еднакви топчи-

ња. Одеднаш влечеме 3 топчиња. Колкава е веројатноста дека ќе извлечеме 

барем едно црвено топче?  
 

32. Десет особи случајно се распоредени околу тркалезна маса. Меѓу нив само 

две особи се познаваат. Пресметајте ја веројатноста особите кои се познаваат 

да седат една до друга.  
 

33. Група од десет студенти, меѓу кои само двајца се познаваат, седат во еден ред. 

Најдете ја веројатноста дека студентите кои се познаваат седат еден до друг, 

ако: 

1) редот има 10 места,     

2) редот има 12 места.  
 

34. Тројца студенти самостојно избираат по една дата за полагање на испит во 

месец јануари. Колкава е веројатноста тие да полагаат испит на различни 

дати?  
 

35. Фрламе две коцки за играње. Пресметај ја веројатноста на настанот:  

a) збирот на паднатите броеви е еднаков на 7,  

b) збирот на паднатите броеви е еднаков на 9.  
 

36. Во еден сад имаме 12 бели и 9 црвени топчиња. Одеднаш и без гледање извле-

куваме 9 топчиња. Колкава е веројатноста дека ќе извлечеме 4 бели и 5 

црвени топчиња?  
 

37. Хомогена монета се фрла се додека два пати последователно не се појави иста 

страна. Елементарен настан е варијација со повторување од елементите P  и 

G  во редоследот во кој тие се појавуваат. На секоја таква n -варијација и ја 

придружуваме веројатноста 2 n . На исходите ...PGPGPG  и ...GPGPGP  им 

придружуваме веројатност нула. Пресметајте ја веројатноста дека експери-

ментот ќе заврши после  

a) најмногу шест фрлања на монетата,  

b) непарен број фрлања на монетата.  
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38. Коцка за играње се фрла се додека шестката не се појави двапати последова-

телно. Резултатот од експериментот е варијација со повторување од цифрите 

1, 2, 3, 4, 5, 6. На секоја таква n -варијација и придружуваме веројатност 6 n . 

Пресметајте ја веројатноста на настанот 

a) експериментот завршува после точно n  фрлања,  

b) експериментот завршува после најмногу n  фрлања.  
 

39. Двајца играчи A  и B  наизменично фрлаат коцка. Прв почнува играчот A , а 

победува играчот кој прв ќе добие шестка. Пресметајте ја веројатноста за по-

беда на секој од играчите.  
 

40. Хомогена монета се фрла три пати. Ако во првите две фрлања паднала иста 

страна, пресметајте ја веројатноста на настанот дека паднало барем едно пис-

мо.  
 

41. Хомогена коцка за играње се фрла два пати. Ако во двете фрлања паднал број 

со иста парност, пресметајте ја веројатноста на настанот дека збирот на падна-

тите броеви е помал од 5.  
 

42. Хомогена коцка за играње се фрла два пати. Ако во првото фрлање паднал 

непарен број, пресметајте ја веројатноста на настанот дека збирот на паднати-

те броеви е помал од 5.  
 

43. Хомогена коцка за играње се фрла два пати. Ако барем еден од паднатите 

броеви е помал од 3, пресметајте ја веројатноста на настанот дека барем еден 

од паднатите броеви не е помал од 3.  
 

44. Хомогена коцка за играње се фрла три пати. Ако збирот на паднатите броеви 

е поголем од 15, пресметајте ја веројатноста на настанот дека паднала барем 

една шестка.  
 

45. Коцка за играње се фрла три пати. Пресметајте ја веројатноста на настанот де-

ка паднала барем една шестка, ако барем еден од паднатите броеви не е шест-

ка.  
 

46. Во кутија се наоѓаат по пет бели и црни топчиња. Случајно одеднаш се изби-

раат три топчиња. Пресметајте ја веројатноста на настанот дека сите избрани 

топчиња не се бели ако барем едно од избраните топчиња е бело.  
 

47. Нека A  и B  се дисјунктни настани, такви што ( ) 0P A B  . Докажете дека:  

( )

( ) ( )
( )

P A
A B P A P B

P A 
 . 

 

48. Ако 1 2,B B  и A  се произволни настани и ( ) 0P A  , докажете дека:  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )A A A AP B B P B P B P B B    . 
 

49. Во секоја од две кутии се наоѓаат по m  бели и n  црни топчиња. Од првата 

кутија случајно се избира едно топче и се става во втората. Потоа од втората 

кутија случајно се избира едно топче и се става во првата. Колкава е веројат-

носта дека второто избрано топче е бело?  
 

50. Во продавница на една полица се наоѓаат седум транзистори, а на друга поли-

ца се наоѓаат пет транзистори. На секоја полица се наоѓа по еден неисправен 

транзистор. Од првата полица случајно се избира еден транзистор и се става 

на втората полица. Потоа во продавницата влегува купувач и случајно избира 
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еден транзистор од другата полица. Колкава е веројатноста дека купувачот ќе 

избере неисправен транзистор?  
 

51. Тројца стрелци при стрелање целта ја погодуваат со веројатност 0,2;p   

0,4; 0,8q r   соодветно. Случајно се избира еден стрелец кој ќе стрела во 

целта. Колкава е веројатноста дека целта ќе биде погодена?  
 

52. Во кутија се наоѓаат n  топки, при што секоја од нив е бела или црна. Веројат-

ностите дека во кутијата се наоѓаат нула, една, две, ..., n  бели топчиња се ед-

накви на 1
1n

. Од кутијата случајно се избира едно топче. Колкава е веројат-

носта дека избраното топче е бело?  
 

53. 5% мажи и 0,25% жени се далтонисти. Од група луѓе во која има еднаков број 

мажи и жени случајно се избира една особа.  

a) Колкава е веројатноста дека избраната особа е далтонист?  

b) Ако избраната особа е далтонист, колкава е веројатноста таа да е жена?  
 

54. Хомогена коцка за играње се фрла четири пати. Колкава е веројатноста дека 

збирот на паднатите броеви во првите две фрлања е помал од збирот на падна-

тите броеви во вторите две фрлања?  
 

55. Нека настаните A  и B  се независни. Докажете дека се независни и настаните 

а) A  и B ,    б) A  и B ,   в) A  и B .  
 

56. Нека A  и B  се дисјунктни настани со позитивни веројатности. Докажете 

дека настаните A  и B  се независни.  
 

57. Докажете дека од равенството ( ) ( )B B
P A P A  следува независноста на наста-

ните A  и B .  
 

58. Нека A  и B  се независни настани за кои важи ( ) 1P A B  . Докажете дека 

( ) 1P A   или ( ) 1P B  .  
 

59. Нека се A  и B  независни настани и такви што настаните A B  и AB  се 

исто така независни. Докажете дека барем еден од настаните A , B , A  и B  

има веројатност 1.  
 

60. Докажете дека ако настаните , ,A B C  се независни во целина, тогаш и наста-

ните:  

а) A , B , C ,   б) A , B , C ,   в) A , B , C  

се независни во целина.  
 

61. Докажете дека ако настаните 1 2, ,..., nA A A  се независни во целина, тогаш  

1 2 1 2( ... ) ( ) ( )... ( )n nP A A A P A P A P A    . 
 

62. За настаните A  и B  се знае дека ( ) 0,30P A  , ( ) 0,45P B   и ( ) 0,25P AB  .   

a) Дали A  и B  се дисјунктни настани? А дали се независни?  

b) Пресметајте ја веројатноста на настанот A B .  
 

63. Независните настани A  и B  имаат веројатности 1p  и 2p , соодветно. Пре-

сметајте ја веројатноста на настанот:  

1) се реализира барем еден од настаните A  и B ,  

2) се реализираат и двата настани A  и B ,  
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3) не се реализира ниту еден од настаните A  и B  и  

4) се реализира само еден од настаните A  и B .  
 

64. Настаните , 1,2,...,iA i n  се независни и имаат веројатности , 1,2,...,ip i n , 

соодветно. Пресметајте ја веројатноста на настанот: 

1) {не се реализира ниту еден од настаните  , 1,2,..., }iB A i n   

2) B ,     3) B  во случај кога , 1,2,...,ip p i n  . 
 

65. Настаните A  и B  се дисјунктни и притоа важи ( ) 0,3P A   и ( ) 0,2P B  . 

Пресметајте ги веројатностите:  

( )P A , ( )P B , ( )P A B , ( )BP A  и ( )AP B . 
 

66. За настаните A  и B  се знае дека: ( ) 0,30P A  , ( ) 0,75P B   и ( ) 0,25P AB  . 

Пресметајте ги веројатностите:  

( )P A , ( )P B , ( )P A B , ( )P AB , ( )BP A  и ( )AP B . 
 

67. Два контролори ги ја проверуваат исправноста на производите од една произ-

водна лента. Веројатноста производот да биде проверен од првиот контролор 

е 0,55. Веројатноста стандарден производ да биде оценет како стандарден од 

првиот контролор е 0,9 а од вториот контролот е 0,98. При една проверка 

производ е оценет како стандарден. Пресметајте ја веројатноста дека овој про-

извод е контролиран од вториот контролор.  
 

68. Еден производ се произведува на две производни ленти. На првата лента се 

произведува 60% од производството и 90% од овие производи се стандардни, 

а додека 99% од производите на втората лента се стандардни. Случајно из-

бран производ е оценет како стандарден. Колкава е веројатноста тој да е про-

изведен на првата лента? 
 

69. Производот А го произведуваат три фабрики. Познато е дека првата фабрика 

произведува два пати повеќе од втората, а втората и третата ист број произ-

води во определен временски период. Понатаму, познато е дека 2% од произ-

водите на првата и втората фабрика се дефектни, а додека за третата фабрика 

тој производ е 4%. Производите од сите три фабрики се складираат во едно 

складиште од кое случајно е земен еден производ. Најдете ја веројатноста тој 

да е дефектен.  
 

70. Тројца стрелци независно еден од друг гаѓаат иста цел и притоа секоја од 

стрелците, при едно стрелање, целта ја погодува со веројатност ,p q  и r , 

соодветно. Колкава е веројатноста целта да биде погодена  

a) точно еднаш,  

b) барем еднаш?  
 

71. Двајца играчи A  и B  играат три партии шах. Веројатноста дека во секоја 

партија ќе победи играчот A  е еднаква на p , а резултатите од различните 

партии се меѓусебно независни. Колкава е веројатноста дека играчот A  ќе 

добие  

a) точно една партија,  

b) барем една партија?  
 

72. Двајца играчи A  и B  играат низа шаховски партии се додека еден од нив не 

добие три партии. Веројатноста дека во секоја партија ќе победи играчот A  е 
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еднаква на p , а резултатите од различните партии се меѓусебно независни. 

Најдете ги веројатностите на настаните:  

a) мечот да заврши со победа на играчот A  после четвртата партија,  

b) мечот да заврши после четвртата партија.  
 

73. Жирито има три члена. Членовите на жирито донесуваат одлука независно 

еден од друг. Два члена донесуваат правилна одлука со веројатност 0,95p  , 

а третиот член на жирито донесува правилна одлука со веројатност 1
2

. Конеч-

ната одлука жирито ја донесува со мнозинство гласови. Пресметајте ја веро-

јатноста на настанот дека конечната одлука на жирито ќе биде правилна.  
 

74. Коцка за играње се фрла три пати. Нека ,A B  и C  се настаните дека во прво-

то и второто, во второто и третото, односно во третото и првото фрлање пад-

нал ист број. Дали настаните ,A B  и C  се:  

a) независни во парови,  

b) независни во целина?  
 

75. Констатирано е дека при производството на еден артикл дефект од прв вид се 

појавува со веројатност 0,1, а дефект од втор вид се појавува со веројатност 

0,05. Дефектите се појавуваат независно еден од друг. Најдете ја веројатноста:  

a) дека производот нема ниту еден дефект,  

b) дека производот е дефектен,  

c) дека производот има само еден вид дефект, ако се знае дека тој е дефек-

тен.  
 

76. Третината од една од три групи производи се неисправни, а останатите произ-

води во сите групи се исправни. Од една група случајно е избран производ и е 

констатирано дека тој е исправен. Најдете ја веројатноста дека тој производ е 

земен од групата која содржи и неисправни производи.  
 

77. Во кутија се наоѓаат три монети, од кои две се исправни, а третата е таква што 

на двете страни има исковано писмо. Случајно се зема една монета и се фрла 

четири пати. Најдете ја веројатноста дека е земена исправна монета, ако во 

сите четири фрлања падналко писмо.  
 

78. Три ловци истовремено гаѓаат една цел. Веројатностите за погодување на цел-

та за првиот, вториот и третиот ловец се 0,2; 0,4p q   и 0,8r   соодветно. 

Ако целта е погодена со еден куршум, колкава е веројатноста дека целта е по-

годена од првиот, вториот, односно третиот ловец?  
 

79. Три ловци истовремено гаѓаат една цел. Веројатностите за погодување на цел-

та за првиот, вториот и третиот ловец се 0,2; 0,4p q   и 0,8r   соодветно. 

Ако целта ја погодиле двајца ловци, колкава е веројатноста дека целта ја про-

машил првиот, вториот односно третиот ловец?  
 

80. Хомогена коцка за играње се фрла пет пати. Колкава е веројатноста на наста-

нот: шестка паднала точно два пати?  
 

81. Што е поверојатно: при пет фрлања на хомогена монета да се добијат точно 

три писма или при осум фрлања да се добијат точно четири писма?  
 

82. Колкава е веројатноста дека при шест фрлања на хомогена монета ќе паднат 

барем три писма?  
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83. Хомогена монета се фрла 10 пати. Пресметај ја веројатноста дека во првите 

пет фрлања ќе падне ист број писма како и при последните пет фрлања?  
 

84. Студент кој полага испит треба да одговори на 10 прашања. За секое прашање 

понудени се три одговори од кои само еден е точен. Се смета дека студентот 

го положил испитот доколку точно одговори барем на шест прашања. Кол-

кава е веројатноста дека испитот го положил студент кој одговорот на секое 

прашање го избира случајно и независно од изборот на одговорот на остана-

тите прашања?  
 

85. Се реализира низа независни експерименти со два можни исходи: 1 со веро-

јатност p  и 0 со веројатност 1q p  , се додека некој од исходите не се реа-

лизира 10 пати. Пресметајте ја веројатноста дека ќе бидат реализирани точно 

15 експерименти.  
 

86. Веројатноста на дефект на еден мотор на авионот е p . Моторите на авионот 

се расипуваат независно еден од друг. Авионот може да лета ако работат 

барем половина од постојните мотори. За кои вредности на p  двомоторен 

авион е посигурен од четиримоторен?  
 

87. Веројатноста на дефект на еден мотор на авионот е p . Моторите на авионот 

се расипуваат независно еден од друг. Авионот може да лета ако работат 

барем половина од постојните мотори. За кои вредности на p  тримоторен 

авион е посигурен од петмоторен?  
 

88. Веројатноста за успех во Бернулиевата шема е 1
2

p  . Докажете дека  

2 2 1( ) ( )n nP n P n . 
 

89. На бесконечна шаховска табла со должина на квадратот еднаква на a  паѓа 

монета со радиус r , 2r a . Најдете ја веројатноста монетата да сече страна 

на некој од квадратите.  
 

90. Рамнината е поделена со паралелни прави при што растојанијата меѓу пара-

лелните прави наизменично се менуваат и тие се еднакви на a  и b . На рам-

нината случајно паѓа игла со должина l , min{ , }l a b . Користејќи го решени-

ето на пример 4.4 и формулата за полна веројатност, најдете ја веројатноста 

дека иглата пресекува една од тие прави.  
 

91. Во единичен квадрат е впишана кружница со што квадратот е поделен на пет 

делови. Во квадрат случајно паѓаат 6 честички. Најдете ја веројатноста дека 

на секој од петте делови во квадратот се наоѓа барем по една честичка.  
 

92. Колкава е веројатноста дека случајно избрана точка во правоаголен триагол-

ник ABC  е поблиску до хипотенузата отколку до катетите?  
 

93. Колкава е веројатноста дека случајно избрана точка во квадратот е поблиску 

до една од дијагоналите отколку до страните на квадратот?  
 

94. Во рамнокрак триаголник со основа a  и висина над основата h  впишан е 

квадрат. Колкава е веројатноста дека случајно избрана точка во триаголникот 

нема да лежи во квадратот?  
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XXIV ГЛАВА    

ДИСКРЕТНИ СЛУЧАЈНИ ПРОМЕНЛИВИ  
 

 

 

1. ПОИМ ЗА ДИСКРЕТНА СЛУЧАЈНА ПРОМЕНЛИВА  
  

1.1. Често пати во секојдневниот живот, игрите или научните истражува-

ња се среќаваме со величини чии вредности се менуваат од случај до случај. На 

пример, бројот на автомобилите кои минуваат низ раскрсницата во текот на еден 

час или бројот на остварените телефонски разговори од една говорница во текот 

на еден ден итн. Во секој од овие примери величината за која станува збор може 

да прими некоја од вредностите 0,1,2,3,...,M , каде M  е некој природен број. Ако 

се фрлаат две хомогени коцки за играње и се пресметува аритметичката средина 

на добиените броеви, тогаш оваа величина прима вредности од множеството бро-

еви 
2

{ | 2,3,...,12}k k  . Меѓутоа, за подобро разбирање на оваа величина не е до-

волно да се знаат само нејзините вредности, туку пожелно е да се знае со кои ве-

ројатности величината ги прима одделните вредности. Величните од опишаниот 

тип ќе ги нарекуваме случајни променливи. Поточно ја имаме следнава дефини-

ција.  

 

1.2. Дефиниција. Дискретна случајна променлива е таква функција 

:X R  која ги прима само вредностите   
 

1 2 3, , ,...x x x      (1) 

со веројатности   

1 2 3( ), ( ), ( ),...P x P x P x ,     (2) 

соодветно, при што важи  

( ) 1i
i

P x  .      (3) 

 

Според тоа, кога ќе кажеме дека е зададена дискретна случајна про-

менлива X , ќе подразбираме дека се зададени вредностите (1) на функцијата 

:X R  и соодветните веројатности (2).  

 

1.3. Пример. Монета се фрла два пати. Просторот елементарни настани е 

{ , , , }PP PG GP GG . Нека веројатноста на секој елементарен настан е 1
4

. Ќе 

дефинираме три случајни променливи.  
 

а) Нека 1X  е бројот на појавување на писмо во двете фрлања на монетата, 

т.е.  
 

1 1 1 1( ) 0, ( ) ( ) 1, ( ) 2X GG X PG X GP X PP    . 
 

б) Нека 2X  прима вредност 0 ако прво падне грб, а вредност 1 ако прво 

падне писмо, т.е.  
 

2 2 2 2( ) ( ) 0, ( ) ( ) 1X GG X GP X PG X PP    . 
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в) 3 1 2X X X  , т.е.  
 

3 3 3 3( ) 0, ( ) 1, ( ) 2, ( ) 3X GG X GP X PG X PP    .  

 

1.4. Пример. Нека A  е произволен настан и :AI R  е функци-

јата определена со условот  

1, ,
( )

0, .
A

A
I

A







 


 

 

Случајната променлива AI  ја нарекуваме 

индикатор на настанот A , цртеж 17. Во 

пример 1.3 случајната променлива 2X  е 

индикаторот на настанот { , }A PG PP . 

Забележуваме дека веројатноста индика-

торот на настанот A  да прими вредност 

1 е еднаква на веројатноста на настанот 

A . Навистина,  
 

{ 1} { | } ( )AP I P A P A     . 
 

Јасно, веројатноста индикаторот на настанот A  да прими вредност 0 е 

1 ( ) ( )P A P A  . Од последното равенство следува ( ) ( ) 1A A
I I   , .  

 

1.5. Дефиниција. Соодветствието меѓу вредностите на дискретната слу-

чајна променлива (1) и припадните веројатности (2) го нарекуваме закон на рас-

пределба на случајната променлива.  

 

1.6. Забелешка. a) Во поедноставни случаи, ако ја прифатиме ознаката  
 

{ } { | ( ) },i i ip P X x P X x      1,2,3,...i   
 

законот на распределба на случајната променлива X  можеме да го запишеме со 

помош на следнава табела:  
 

 

 

X  1x  2x  3x  ... 
1kx   kx  ... 

 

p  1p  2p  3p  ... 1kp   kp  ... 
 
 

Понатаму, ако е познат законот на распределба на 

случајната променлива X , тогаш за секое множество 

B  R  е определена веројатност на настанот: X  

прима вредност од множеството B . Оваа веројатност 

е еднаква на збирот на веројатностите да случајната 

променлива X  ги прима оние вредности 1 2 3, , ,...x x x  

кои припаѓаат на множеството B , т.е.  
 

:

( ) { } { | ( ) }

i

X i
i x B

P B P X B P X B p 


      . 

 

б) Законот на распределба на случајната променлива X  можеме да го 

претставиме графички (цртеж 18). Притоа на апцисната оска во Декартов пра-
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воаголен координатен систем ги нанесуваме координатите на точките ,ix  

1,2,...i   и од секоја точка во позитивната насока на ординатната оска нанесуваме 

отсечка со долина еднаква на вредноста на соодветната веројатност ip . Ваквиот 

графички приказ е полезен при наоѓање на различни веројатности поврзани со 

случајната променлива X . Нека, на пример, треба да ја најдеме веројатноста 

0( )XF x  таква што 0X x , каде 0x  е некој зададен број. За да ја најдеме оваа ве-

ројатност во точката 0( ,0)x  повлекуваме нормала на апцисата и ги собираме дол-

жните на отсечките кои се наоѓаат на нормалата и се лево од неа.  

 

1.7. Дефиниција. Функцијата  
 

0

0( ) ( )

i

X i
x x

F x P x


  , 0x R    (4) 

 

ја нарекуваме функција на распределба на случајната променлива X .  

 

1.8. Забелешка. Јасно, функцијата на распределба всушност покажува 

колкава е веројатноста случајната променлива X  да ја прими која било вредност 

која е помала или еднаква на 0x . Според тоа, за случајниот настан 0{ }x x  важи:  
 

0 0{ } ( )XP x x F x  . 

 

1.9. Пример. Нека е дадена случајната променлива X  со закон на распре-

делба  
 
 

ix  
 

3 
 

4 
 

5 
 

6 
 

7 
 

ip  
2

20
 4

20
 8

20
 5

20
 1

20
 

 

 

Непосредно од дефиниција 3 следува дека функцијата на распределба на случај-

ната променлива X  е дадена со:  
 

 

 3x   3 4x   4 5x   5 6x   6 7x   7x   
 

( )XF x  
 

0 2
20

 6
20

 14
20

 19
20

 
 

1 
 

 

и истата може да се запише во видот:  
 

0       za    3

0,1     za    3 4

0,3    za    4 5
( )

0,7    za    5 6

0,95  za    6 7

1        za     7.

X

x

x

x
F x

x

x

x




 

  

 
 

  




 

 

Забележуваме дека функцијата XF  монотоно расте, а во секоја од точките 3, 4, 5, 

6 и 7 има скок кој е еднаков на веројатноста на настанот да случајната променлива 

ја прими таа вредност.  
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1.10. Пример. Монета се фрла три пати. Нека секој од елементарните на-

стани GGG, GGP, GPG, PGG, GPP, PGP, PPG, PPP има веројатност 1
8

 и нека X  е 

бројот на паднатите писма. Законот на распределба на случајната променлива X  

е даден во следната табела:  

 

 

 

 

 
 

Веројатноста на настанот: случајната променлива X  прима вредност од интер-

валот [0,2]  е:  
 

3 31
8 8 8

([0,2]) { 0} { 1} { 2}XP P X P X P X         . 
 

Функцијата на распределба на случајната 

променлива X  е дадена со  
 

1
8

1
2

7
8

0,      za    0

,     za    0 1

( ) ,     za    1 2

,    za    2 3

1,         za     3.

X

x

x

F x x

x

x




 


  


 




 

 

Графикот на функцијата XF  е даден на цр-

теж 19.  

 

1.11. Пример. Во кутија се наоѓаат пет исправни и седум неисправни си-

јалици. Со X  да го означиме бројот на исправните сијалици при влечење на че-

тири сијалици. Определи го законот на распределба на случајната променлива X .  
 

Решение. Четири сијалици од вкупно 5 7 12   сијалици можат да се из-

берат на 4
12C  начини. Притоа, ако со x  го означиме бројот на исправните сијали-

ци добиваме дека тие можат да се изберат на 4
5 7
x xC C   начини, за 0,1,2,3,4x  . 

Според тоа, веројатноста дека при избор на 4 сијалици имаме x  исправни е 

дадена со  
4

5 7

4
12

( )
x xC C

C
P x



 , за 0,1,2,3,4x  .  

 

Законот на распределба на случајната променлива X  можеме да го претставиме 

со следнава табела:  
 

ix  0 1 2 3 4 

ip  7
99

 35
99

 42
99

 14
99

 1
99

 
 

На читателот за вежба му оставаме да ја најде функцијата на распределба на оваа 

случајна променлива.   
 

 

ix  
 

0 
 

1 
 

2 
 

3 
 

ip  
1
8

 3
8

 3
8

 1
8
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1.12. Теорема. Нека X  е дискретна случајна променлива. Тогаш 

а) Функцијата на распределба XF  монотоно не опаѓа на целата реална 

права.  

б) Функцијата XF  е непрекината од десно, т.е. ако { }na  е монотоно опа-

ѓачка реална низа таква што 0, 1,2,...na n   и lim 0n
n

a


 , тогаш  

lim ( ) ( )X n X
n

F x a F x


  , за секој xR . 

в) lim ( ) 0X
x

F x


  и lim ( ) 1X
x

F x


 .  

 

Доказ. а) Нека x y . Тогаш, бидејќи збирот ( )

i

i
x x y

P x
 

  е ненегативен 

добиваме  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i i i

X i i i i X
x y x x x x y x x

F y P x P x P x P x F x
    

        , 

т.е. функцијата XF  монотоно не опаѓа на целата реална права.  
 

б) Нека 0   е дадено. Од ( ) 1i i
i i

p P x   , следува дека постои конеч-

но множество 0I  N  такво што 

0

1i
i I

p 


  , што значи  

0

i
i I

p 


 .     (5) 

Но, множеството 0I  е конечно, па затоа постои 0   таков што во интервалот 

( , )x x   не се содржат елементи од множеството 0,ix i I . Понатаму, од условот 

на теоремата следува дека постои 0n N  е таков што na  , за секој 0n n . 

Тогаш  

( ) ( )

i n i i n i n

X n i i i X i
x x a x x x x x a x x x a

F x a p p p F x p
        

         , 

за секој 0n n , и како XF  е монотона добиваме   

0 ( ) ( )

i n

X n X i
x x x a

F x a F x p
  

     ,   (6) 

за секој 0n n . Од друга страна, од неравенствата i nx x x a    и na  , за 

секој 0n n  следува дека ix x x    , па затоа 0i I , што според (5) значи дека   

0

0

i n

i i
x x x a i I

p p 
   

    .     (7) 

Конечно, од неравенствата (6) и (7) следува дека  
 

0 ( ) ( )X n XF x a F x     , за секој 0n n , 

т.е. lim ( ) ( )X n X
n

F x a F x


  .  

в) Нека 0   е дадено. Како и во доказот под б) наоѓаме конечно мно-

жество 0I  N  такво што 

0

1i
i I

p 


  , т.е. важи неравенството (5). Ставаме  

0 0

min , maxi i
i I i I

a x b x
 

  . 
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Ако x a , тогаш  

0

( )

i

X i i
x x i I

F x p p
 

   , 

 

и од неравенството (5) следува ( )XF x  , па затоа lim ( ) 0X
x

F x


 . Ако x b , 

тогаш бидејќи за секој 0i I  важи ix b , добиваме дека за секој 0i I  важи 

ix x , па затоа  

0

( ) 1

i

X i i
x x i I

F x p p 
 

     , 

што значи lim ( ) 1X
x

F x


 .  

 

 

 

2. ПОВЕЌЕДИМЕНЗИОНАЛНИ ДИСКРЕТНИ  

СЛУЧАЈНИ ПРОМЕНЛИВИ   
 

2.1. Во претходната точка го воведовме поимот за дискретна случајна 

променлива. Притоа ги разгледавме таканаречените еднодимензионални дискрет-

ни случајни променливи. Во оваа точка ќе ги разгледаме повеќедимензионалните 

дискретни случајни променливи. Така ја имаме следнава дефиниција.   

 

Дефиниција. Дводимензионална дискретна случајна променлива (случаен 

вектор) го нарекуваме подредениот пар ( , )X Y  каде X  и Y  се дискретни случај-

ни променливи дефинирани над ист простор на веројатности ( , , )P A  кои прима-

ат вредности 1 2, ,..., ,...nx x x  и 1 2, ,..., ,...my y y , соодветно при што подредениот пар 

( , )X Y  прима вредности  
 

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jx y i n j m    (1) 

со веројатности  

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jP x y i n j m  ,   (2) 

соодветно, и притоа важи  

( , ) 1i j
i j

P x y  .     (3) 

 

Според тоа, кога ќе кажеме дека е зададена дводимензионална дискретна 

случајна променлива ( , )X Y , ќе подразбираме дека се зададени нејзините вредно-

сти (1) и соодветните веројатности (2).  

 

2.2. Дефиниција. Соодветствието меѓу вредностите на дводимензионал-

ната дискретната случајна променлива и нивните веројатности го нарекуваме 

закон на распределба на дводимензионалната случајна променлива.  

 

Да забележиме дека во поедноставни случаи, ако ја прифатиме ознаката  
 

( , ) ,i j ijP x y p  1,2,..., ,...i n , 1,2,..., ,...j m  
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законот на распределба на дводимензионалната случајна променлива ( , )X Y  може-

ме да го запишеме со помош на следнава табела:  

 

\Y X  1x  2x  3x  ... 
ix  ... 

nx  ... 

1y  11p  21p  31p  ... 
1ip  ... 

1np  ... 

2y  12p  22p  32p  ... 
2ip  ... 

2np  ... 

... ... ... ... ... ... ... ... ... 

jy  1 jp  2 jp  3 jp  ... 
ijp  ... 

njp  ... 

... ... ... ... ... ... ... ... ... 

my  1mp  2mp  3mp  ... 
imp  ... 

nmp  ... 

... ... ... ... ... ... ... ... ... 

 

2.3. Пример. Истовремено фрламе хомогена коцка за играње и хомогена 

монета. Резултатот од фрлањето коцка е случајна променлива X  која прима вред-

ности 1, 2, 3, 4, 5, 6. Појавата на грб на монетата да ја означиме со 0, а појавата на 

писмо да ја означиме со 1. Резултатот од фрлањето на монетата е случајна про-

менлива Y  која прима вредности 0 и 1. Елементарните настани при истовре-

меното фрлање на коцката и монетата се подредените парови броеви ( , )i jx y , кои 

вкупно ги има 12. Заради хомогеноста на коцката и монетата сите елементарни 

настани се еднаквоверојатни, па затоа  
 

1
12

( , )i jP x y  , 1,2,3,4,5,6; 1,2i j  . 
 

Распределбата на дводимензионалната случајна променлива ( , )X Y  може-

ме да ја прикажеме со следнава табела.  
 

 

\Y X  1 2 3 4 5 6 
 

0 1
12

 1
12

 1
12

 1
12

 1
12

 1
12

 
 

1 1
12

 1
12

 1
12

 1
12

 1
12

 1
12

 

 

2.4. Аналогно на случајните променливи може да се дефинира поимот 

функција на распределба на дводимензионална случајна променлива. Така ја има-

ме следнава дефинција.  

 

Дефиниција. Нека ( , )X Y  е дводимензионална случајна променлива која 

прима вредности (1) со веројатности (2). Функцијата  
 

0 0

0 0( , ) ( , )

i j

i j
x x y y

F x y P x y
 

       (4) 

 

ја нарекуваме функција на распределба на дводимензионалната случајна промен-

лива ( , )X Y .  

 

Да забележиме дека функцијата на распределба всушност покажува кол-

кава е веројатноста дводимензионалната случајната променлива ( , )X Y  да прими 



 58 

која било вредност при што истовремено 0x x  и 0y y . Според тоа, за случајни-

от настан 0 0{ , }x x y y   важи 0 0 0 0{ , } ( , )P x x y y F x y   . 

  

2.5. Пример. Дводимензионалната дискретна случајна променлива 

( , )X Y  е зададена со следнава табела:  
 
 

\Y X  1 2 3 4 
 

1 3
40

 1
40

 5
40

 2
40

 
 

2 7
40

 4
40

 1
40

 1
40

 
 

3 
 

0 2
40

 8
40

 6
40

 
 

 

Да ја определиме функцијата на распределба на оваа случајна променлива. Јасно е 

дека ( , ) 0F x y   ако 1x   или 1y   и дека ( , ) 1F x y   ако 4x   и 3y  . Пона-

таму, користејќи ја формулата (4) за функцијата на распределба на случајната 

променлива ( , )X Y  ја добиваме следнава табела.  
 

 

( , )F x y  1x   1 2x   2 3x   3 4x   4x   

1y   0 0 0 0 0 
 

1 2y   
 

0 3
40

 4
40

 9
40

 11
40

 
 

2 3y   
 

0 10
40

 15
40

 21
40

 24
40

 
 

3y   
 

0 10
40

 17
40

 31
40

 
 

1 

 

2.6. Забелешка. Аналогно, n -димензионална дискретна случајна про-

менлива ( n -димензионален случаен вектор) ја нарекуваме подредената n -торка 

1 2( , ,..., )nX X X , каде , 1,2,...,iX i n  се дискретни случајни променливи дефи-

нирани над ист простор на веројатности ( , , )P A  кои примаат вредности 

1 2, ,..., ,..., 1,2,...,
ii i ikx x x i n , соодветно. Јасно, при тоа подредената n -торка 

1 2( , ,..., )nX X X  прима вредности  
 

1 21 2( , ,..., ), 1,2,..., ,...
nj j nj i ix x x j k , за  1,2,...,i n   (5) 

 

со веројатности  
 

1 2...{ , 1,2,..., }
i ni ij j j jP X x i n p   , 1,2,..., ,...i ij k , за  1,2,...,i n  (6) 

 

каде 
1 2... 0

nj j jp   и  
 

1 2

1 2

...
, ,...,

1
n

n

j j j
j j j

p  .     (7) 

 

Аналогно, како и при еднодимензионална случајна променлива, често пати ќе 

сметаме, дека n -димензионалната случајна променлива 1 2( , ,..., )nX X X  е зада-

дена, ако е зададен нејзиниот n димензионален закон на распределба (6).  
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2.7. Забелешка. Нека X  и Y  се дискретни случајни променливи над ист 

простор на веројатности ( , , )P A , при што X  прима вредности 1 2, ,..., ,...nx x x  со 

веројатности 1 2, ,..., ,...np p p , соодветно и Y  прима вредности 1 2, ,..., ,...my y y  со 

веројатности 1 2, ,..., ,...mq q q , соодветно. Тогаш подредениот пар ( , )X Y  прима 

вредности  

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jx y i n j m   
 

и на истите им ги придружуваме веројатностите  
 

( , ) , 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i j i jP x y p q i n j m   .  

Притоа важи  

( , ) 1i j i j i j
i j i j i j

P x y p q p q      ,  

 

што според дефиниција 2.1 значи дека ( , )X Y  е дводимензионална дискретна 

случајна променлива. Аналогно, ако се дадени n  дискретни случајни променливи 

,iX  1,2,...,i n  над ист простор на веројатности ( , , )P A  може да се конструира 

n -димензионална дискретна случајна променлива 1( ,..., )nX X .  

 

 

 

3. МАРГИНАЛНИ И УСЛОВНИ РАСПРЕДЕЛБИ  
 

3.1. Нека е дадена дводименизоналната дискретна случајна променлива 

( , )X Y  која прима вредности  
 

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jx y i n j m    (1) 

со веројатности  

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jP x y i n j m  ,   (2) 

Бидејќи настаните  

{ , }i jX x Y y   и { , }i kX x Y y  , j k  
 

се заемно дисјунктни, од својствата на веројатноста следува дека за секој 

1,2,..., ,...i n  веројатноста ( )iP x  случајната променлива X  да ја прими вред-

носта ix , без разлика која вредност истовремено ќе ја прими случајната про-

менлива Y  се пресметува според формулата:  
 

( ) ( , )i i j ij
j j

P x P x y p   .    (3) 

Аналогно, за секој 1,2,..., ...j m  веројатноста ( )jP y  случајната променлива Y  да 

ја прими вредноста jy , без разлика која вредност ќе ја прими случајната промен-

лива X  се пресметува според формулата:  
 

( ) ( , )j i j ij
i i

Q y P x y p   .    (4) 

 

Претходно изнесеното ни дава за право да ги воведеме таканаречените марги-

нални распределби. Во оваа смисла ја имаме следнава дефиниција.  
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Дефиниција. Нека ( , )X Y  е дводимензионална дискретна случајна про-

менлива која прима вредности (1) со веројатности (2). Распределбата на случајна-

та променлива X  која прима вредности 1 2, ,..., ,...nx x x  со веројатности (3) ја на-

рекуваме маргинална распределба на случајната променлива X . Распределбата 

на случајната променлива Y  која прима вредности 1 2, ,..., ,...my y y  со веројатности 

(4) ја нарекуваме маргинална распределба на случајната променлива Y .  

 

3.2. Пример. Ќе ги определиме маргиналните распределби на случајните 

променливи X  и Y  од пример 7.  
 
 

\Y X  1 2 3 4 ( )jQ y  
 

1 3
40

 1
40

 5
40

 2
40

 11
40

 
 

2 7
40

 4
40

 1
40

 1
40

 13
40

 
 

3 
 

0 2
40

 8
40

 6
40

 16
40

 
 

( )iP x  
10
40

 7
40

 14
40

 9
40

 
 

1 
 

 

Ако ја искористиме формулата (3) за случајната променлива X  која 

прима вредности 1, 2, 3 и 4 добиваме:  
 

3 7 10
40 40 40

(1) (1,1) (1,2) (1,3) 0P P P P       ,  

71 4 2
40 40 40 40

(2) (2,1) (2,2) (2,3)P P P P       ,  

5 81 14
40 40 40 40

(3) (3,1) (3,2) (3,3)P P P P        и  

6 92 1
40 40 40 40

(4) (4,1) (4,2) (4,3)P P P P       , 
 

и тоа се броевите во последната редица од претходната табела, кои се добиваат со 

собирање на броевите по колони.  
 

Аналогно, користејќи ја формулата (4) наоѓаме:  
 

11
40

(1)Q  , 13
40

(2)Q   и 16
40

(3)Q   
 

и тоа се броевите во последната колона од претходната табела, кои се добиваат со 

собирање на броевите по редици.   

 

3.3. Пример. Распределбата на 

дводимензионалната дискретна случајна 

променлива ( , )X Y  и маргиналните рас-

пределби на случајните променливи X  и 

Y  се дадени во табелата десно.   
 

На цртеж 20 е прикажана распре-

делбата на случајната променлива ( , )X Y  

така што во секој точка ( , )i jx y  по z  ос-

ката е нанесена веројатноста ( , )i jP x y .  

\Y X  0 1 2 ( )jQ y  
 

2 3
18

 2
18

 1
18

 6
18

 
 

3 1
18

 3
18

 2
18

 6
18

 
 

4 1
18

 1
18

 4
18

 6
18

 
 

( )iP x  
5

18
 6

18
 7

18
 

 

1 



 61 

3.4. Забелешка. Како и во 

дводимензионалниот случај, од n   

димензионалниот закон на распре-

делба се определуваат маргинални ед-

нодимензионални, дводимензионални 

итн. закони на распределба. На при-

мер,  
 

2

2

1 1 ...
,...,

{ }
n

n

j jj j
j j

P X x p   ,  

3

3

1 1 2 2 ...
,...,

{ , }
n

n

i j ijj j
j j

P X x X x p    . 

 

3.5. Нека е дадена дводимензионалната дискретна случајна променлива 

( , )X Y  која прима вредности (1) со веројатности (2). Ако не интересира законот на 

распределба на случајната променлива X , под претпоставка дека случајната 

променлива Y  прима некоја вредност jY y , тогаш од својствата на условната 

веројатност добиваме  
 

{ , } ( , )

{ } ( )
( | ) { | }

i j i j

j j

P X x Y y P x y

i j i j P Y y Q y
P x y P X x Y y

 


     ,   (5) 

 

за 1,2,..., ,...i n . Слично, ако не интересира законот на распределба на случајната 

променлива Y , под претпоставка дека случајната променлива X  прима некоја 

вредност iX x , тогаш повторно од својствата на условната веројатност доби-

ваме  

{ , } ( , )

{ } ( )
( | ) { | }

i j i j

i i

P X x Y y P x y

j i j i P X x P x
P y x P Y y X x

 


     ,   (6) 

за 1,2,..., ,...j m .  

 

Претходно изнесеното ни дава за право да ги воведеме таканаречените ус-

ловни распределби. Во оваа смисла ја имаме следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Нека ( , )X Y  е дводимензионална дискретна случајна про-

менлива која прима вредности (1) со веројатности (2). За секој 1,2,..., ,...j m  

распределбата на случајната променлива X  која прима вредности 1 2, ,..., ,...nx x x  

со веројатности (5) ја нарекуваме условна распределба на случајната променлива 

X  при услов дека jY y . За секој 1,2,..., ,...i n  распределбата на случајната про-

менлива Y  која прима вредности 1 2, ,..., ,...my y y  со веројатности (6) ја нарекуваме 

условна распределба на случајната променлива Y  при услов дека iX x .  

  

3.6. Пример. Условната распределба на случајната променлива X  од 

пример 3.3, при услов 4Y   е:  
 

6
18

( ,4) ( ,4)

(4)
( | 4) , 0,1,2i iP x P x

i Q
P x i    

односно  
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3.7. Забелешка. а) Дефиницијата 3.5 има смисла само кога ( ) 0jQ y  , од-

носно ( ) 0iP x  . Притоа, согласно дефиниција 3.1, за секој j  добиваме  
 

( , ) 1
( ) ( )

( | ) ( , ) 1
i j

j j

P x y

i j i jQ y Q y
i i i

P x y P x y     . 

 

Аналогно, за секој i  важи ( | ) 1j i
j

P y x  . Според тоа, условните распределби 

претставуваат распределби во обична смисла.  
 

б) Нека е дадена n -димензионална дискретна случајна променлива  

1 2( , ,..., )nX X X , каде , 1,2,...,iX i n  се дискретни случајни променливи дефи-

нирани над ист простор на веројатности ( , , )P A  кои примаат вредности 

1 2, ,..., ,..., 1,2,...,
ii i ikx x x i n , соодветно. Понатаму, нека 1 m n   и нека се фик-

сирани вредностите 
1 21 1 2 2, ,...,

m m nm m i m m i n n iX x X x X x
       . Тогаш функ-

цијата  

1 1 21 1 2

1 1 1 21 2

( ,..., , , ,..., )

1 1 ( , ,..., )
( ,..., | ,..., )

i mi m i m i nim m m n

m m n m i m i nim m n

P x x x x x

i mi m i ni P x x x
P x x x x

  

   
  , (7) 

каде  

1 11 1 1( ,..., ) ( ,..., )
m n m nm i ni m m i n n iP x x P X x X x
       

 

е маргинална ( )n m  распределба ја нарекуваме условна распределба на mди-

мензионалната случајна променлива 1 2( , ,..., )mX X X  при услов дека  

1 21 1 2 2, ,...,
m m nm m i m m i n n iX x X x X x
       . 

Ако равенствата (7) ги сумираме по сите индекси 1 2, ,..., mi i i  добиваме  
 

1 1 21 1 2

1 1 1 21 2
1 1

1 11 21 2
1

( ,..., , , ,..., )

1 1 ( , ,..., )
,..., ,...,

1
1 1( , ,..., )

,...,

( ,..., | ,..., )

( ,..., , ,..., )

i mi m i m i nim m m n

m m n m i m i nim m n
m m

m m nm i m i nim m n

P x x x x x

i mi m i ni P x x x
i i i i

i mi m i niP x x x
i i

P x x x x

P x x x x

  

   

  









 

1 21 21 2

1
1 2( , ,..., )

( , ,..., ) 1

m

m m nm i m i nim m n
m i m i niP x x x

P x x x
   

  

  

 

што повторно покажува дека условнита распределба претставува распределба во 

обична смисла.  

 

3.8. Пример. Нека од шпил од 52 карти за играње на случаен начин из-

влекуваме 12 карти. Нека 1X  е бројот на извлечените асови, 2X  е бројот на из-

влечените двојки, 3X  е бројот на извлечените тројки и 4X  е бројот на извлечените 

четворки. Ќе ја определеиме условната распределба  2 4 1 3( , | , )P x x x x .  
 

X  0 1 2  
 

( | 4)iP x  
1
6

 1
6

 4
6

.  
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Станува збор за четиридимензионална случајна променлива за која зако-

нот на распределба е:  
 

4 4 4 4 36
121 2 3 4 1 2 3 4

52
12

( )( )( )( )( )

1 2 3 4
( )

( , , , ) ,
x x x x x x x x

P x x x x
   

  

каде 
4

1

{0,1,2,3,4}, 1,2,3,4 и 12i i
i

x i x


   . Од друга страна  

 

4 4 44
121 3 1 3

52
12

( )( )( )

1 3
( )

( , )
x x x x

P x x
 

  

и ако ја искористиме формулата (7) добиваме  
 

4 4 4 4 36 52
12121 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

4 4 44 52
1 3 12121 3 1 3

4 4 4 4 36
121 2 3 4 1 2 3 4

4 4 44
121 3 1 3

( )( )( )( )( ) /( )( , , , )
2 4 1 3 ( , ) ( )( )( ) /( )

( )( )( )( )( )

( )( )( )

( , | , )
x x x x x x x x

x x x x

x x x x x x x x

x x x x

P x x x x

P x x
P x x x x

   

 

   

 

 



 

каде 2 4 1 2{0,1,2,3,4}, 1,2,3,4 и 12ix i x x x x      .  

 

 

 

4. ФУНКЦИИ ОД ДИСКРЕТНИ  

СЛУЧАЈНИ ПРОМЕНЛИВИ   
 

4.1. Нека е дадена дискретната случајна 

променлива : ,X R  т.е. нека е дадена нејзината 

функција на распределба или законот на распре-

делба и нека е дадена функција :g R R . Логично 

е да се запрашаме дали функцијата :Y R  опре-

делена со  

( ) ( ( ))Y g X  ,  ,  (1) 
 

цртеж 21, е случајна променлива.  
 

Одговорот на поставеното прашање е позитивен, т.е. функцијата 

:Y R  определена со (1) е дискретна случајна променлива. Понатаму, нека 

законот на распределба на случајната променлива X  е  
 
 

X  1x  2x  3x  ... 1kx   kx  ... 

p  
1p  2p  3p  ... 1kp   kp  ... 

 
 

а функцијата g  строго монотона (или растечка или опаѓачка). Тогаш функцијата 

g  има инверзна функција 1( )x g y , па затоа на секоја вредност ( ),i iy g x  

1,2,...i   и соодветствува единствена вредност 1( )i ix g y , 1,2,...i  , што значи 

дека законот на распределба на случајната променлива Y  е даден во следнава 

табела:  
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Y  1( )g x  2( )g x  3( )g x  ... 
1kx   kx  ... 

p  
1p  2p  3p  ... 

1kp   kp  ... 
 
 

Ако функцијата g  не е монотона, т.е. ако на пример постојат точно две вредности 

ix  и jx  такви што од i jx x  следува ( ) ( )i jg x g x , тогаш настанот { ( )}iY g x  е 

еквивалентен на настанот { , }i jX x X x   и како настаните { }iX x  и { }jX x  

се дисјунктни добиваме  
 

{ ( )} { , } { } { }i i j i j i jP Y g x P X x X x P X x P X x p p          . 

 

4.2. Пример. Случајната променлива X  е дадена со законот на распре-

делба: 
 
 

X  0 1 2 3 4 
p  0,1 0,2 0,3 0,2 0,2 

 

Најдете го законот на распределба на случајната променлива Y , ако  
 

а) 2( 1)Y X      б) 2 6Y X  .  
 

Решение. а) Функцијата ( ) 2( 1)g x x   е монотоно растечка, и како мно-

жеството вредности на случајната променлива Y  е: -2, 0, 2, 4 и 6, за нејзиниот 

закон на распределба наоѓаме:  
 

 

Y  -2 0 2 4 6 
p  0,1 0,2 0,3 0,2 0,2 

 

б) Функцијата 2( ) 6g x x   на разгледуваниот интервал [0,4] , кој ги 

содржи вредностите на случајната променлива X  е монотоно растечка и како 

множеството вредности на случајната променлива Y  е: -6, -5, -2, 3 и 10, за неј-

зиниот закон на распределба наоѓаме:  
 

Y  -6 -5 -2 3 10  
p  0,1 0,2 0,3 0,2 0,2  

 

 

4.3. Пример. Случајната променлива X  е дадена со законот на распре-

делба: 
 

X  -1 0 1 
 

p  1
3

 1
2

 1
6

 
 

Најдете го законот на распределба на случајната променлива 2Y X .  
 

Решение. Множеството вредности на случајната променлива Y  е: 0 и 1 и 

притоа важи: { 0} { 0}Y X    и { 1} { 1} { 1}Y X X      , па затоа законот на 

распределба на случајната променлива Y  е:  
 

 

Y  0 1  
p  1

2
 1 1 1

3 6 2
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4.4. Нека е дадена n димензионалната случајна променлива 1( ,..., )nX X  

и нека е дадена функцијата : ng R R . Тогаш, аналогно како и во претходниот 

случај, функцијата :Z R  определена со  
 

1( ) ( ( ),..., ( ))nZ g X X   , ,    (1) 
 

(за 2n   види цртеж 22) е функција на 

распределба. Законот на распределба 

на случајната променлива  

1( ,..., )nZ g X X  

го добиваме на следниов начин: вред-

ностите на случајната променлива Z  

ги наоѓаме користејќи ја функцијата g  

и тие се 1 2( , ,..., )i i i niz g x x x , по сите 

индекси (1 ,2 ,..., )i i ni , а соодветните веројатности се еднакви на  
 

1 1 2 2{ } { , ,..., }i i i n niP Z z P X x X x X x     , 
 

При што, повторно, веројатностите на повторените вредности iz  треба да ги собе-

реме.  

 

4.5. Пример. Ќе го определиме законот на распределба на случајната 

променлива Z X Y  , каде ( , )X Y  е дводимензионалната случајна променлива 

од пример 2.5. Множеството вредности на случајната променлива Z  е: 2, 3, 4, 5, 6 

и 7. Притоа имаме  
 

{ } { , }
i j k

P Z k P X i Y j
 

    , 

па затоа за законот на распределба на случајната променлива Z  имаме:  
 

3
40

7 81
40 40 40

5 94
40 40 40

52 1 2
40 40 40 40

{ 2} { 1, 1} ,

{ 3} { 1, 2} { 2, 1} ,

{ 4} { 1, 3} { 2, 2} { 3, 1} 0 ,

{ 5} { 2, 3} { 3, 2} { 4, 1} ,

{ 6} { 3, 3} { 4, 2

P Z P X Y

P Z P X Y P X Y

P Z P X Y P X Y P X Y

P Z P X Y P X Y P X Y

P Z P X Y P X Y

    

         

             

             

       8 91
40 40 40

} ,  

 

6
40

{ 7} { 4, 3} .P Z P X Y        

 

 

 

5. МАТЕМАТИЧКО ОЧЕКУВАЊЕ НА ДИСКРЕТНА  

СЛУЧАЈНА ПРОМЕНЛИВА  
 

5.1. Пред да го воведеме поимот математичко очекување на дискретна 

случајна променлива X  ќе покажеме како истиот треба да се дефинира за да на 

некој начин претставува “средна вредност” на случајната променлива X .  



 66 

Нека X  е дискретна случајна променлива која прима конечно многу 

вредности 1 2, ,..., kx x x  со веројатности 1 2, ,..., kp p p . Во N  повторени независни 

експерименти ги регистрираме вредностите на случајната променлива X . Ако 

вредноста 1x  е регистрирана во 1N  експерименти, вредноста 2x  во 2N , ..., вред-

носта kx  во kN  експерименти, тогаш од 1 2 ... kN N N N     следува дека арит-

метичката средина на сите регистрирани вредности е  
 

1 1 2 2 1 2...
1 2 ...k k kN x N x N x NN N

N kN N N N
x x x x

  
     . 

 

Понатаму, во некоја друга серија од N  повторени независни експерименти во 

општ случај вредноста 1x  нема со сигурност да се регистрира 1N  пати, туку некој 

друг број '
1N  пати итн. Затоа бројот Nx  е случајна променлива. Меѓутоа, ако 

земеме N  , тогаш релативната честота iN

N
 на настанот { }iX x  ќе се на-

трупува околу веројатноста { }i iP X x p  , па затоа “граничната вредност” на 

бројот Nx  кога N   не е случајна променлива, туку тоа е бројот  
 

1 1 2 2 ... k kx p x p x p  . 
 

Овој број, кој на извесен начин е некоја “средна вредност” на случајната про-

менлива X  го нарекуваме математичко очекување на случајната променлива X . 

Попрецизно ја имаме следнава дефинција.  

 

5.2. Дефиниција. Нека е дадена дискретната случајна променлива X  која 

прима вредности 1 2 3, , ,...x x x  со веројатности 1 2 3, , ,...p p p , соодветно. Ако редот 

i i
i

x p  апсолутно конвергира, тогаш неговата граница ја нарекуваме матема-

тичко очекување на случајната променлива X . Притоа ја прифаќаме ознаката  
 

( ) i i
i

E X x p . 

 

Ако редот i i
i

x p  апсолутно не конвергира, тогаш ќе велиме дека случајната про-

менлива X  нема конечно математичко очекување.  

 

5.3. Пример. а) За случајната променлива од пример 1.9 имаме  
 

8 5 6 16 40 30 7 992 4 1
20 20 20 20 20 20 20

( ) 3 4 5 6 7i i
i

E X x p            . 

 

б) За случајната променлива од пример 1.11 имаме:  
 

7 35 0 35 84 42 4 16542 14 1
99 99 99 99 99 99 99

( ) 0 1 2 3 4i i
i

E X x p            . 

 

в) Нека случајната променлива X  прима вредности 1,2,3,..., ,...n  со веро-

јатности 
2 3

1 1 1 1
2 2 2 2

, , ,..., ,...
n

, соодветно. Имаме  

 

2 3 4 2 3 4 1
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 12 2 2 2 2 2

... (1 ...) 1i
i

p


             , 
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т.е. X  навистина е дискретна случајна променлива. За нејзиното математичко  

очекување наоѓаме  
 

1 1 1
2 2 2

( )11

2
1 1 1 1 1

( ) | | |
i

i
z z z

d zi i
i i dz

i i i i i

E X x p i iz z iz z
  

    


    

          

1
2

2 211 1 1
22 2 2

1 (1 ) (1 )
1

( ) | ( ) | | 2.
z z z

id d z z
dz dz z z

i

z z z
  



  


      

 

5.4. Пример. Случајните променливи кои се среќаваат во практиката има-

ат конечно математичко очекување. Меѓутоа, на конкретни примери ќе покажеме 

дека постојат и такви случајни променливи кои немаат конечно математичко оче-

кување.  
 

а) Да ја разгледаме случајната променлива X  која прима вредности 
2 3 42,2 ,2 ,2 ,...  со веројатноисти 

2 3 4

1 1 1 1
2 2 2 2

, , , ,... , соодветно. Имаме  

 

2 3 4

2 3 41 1 1 1
2 2 2 2

( ) 2 2 2 2 ... 1 1 1 1 ...i i
i

E X x p            

 

и како последниот ред дивергира кон  , заклучуваме дека ( )E X   .  
 

б) Да ја разгледаме случајната променлива X  која прима вредности 
2 3 42,2 , 2 ,2 ,..., ( 1) 2 ,...n n    со веројатноисти 

2 3 4

1 1 1 1
2 2 2 2

, , , ,... , соодветно. Имаме  

 

1

( ) ( 1) 2 2 1 1 1 1 ...i i i
i i

i i

E X x p






          . 

 

Последниот ред е дивергентен и притоа за оваа случајна променлива математич-

кото очекување не постои.  

 

5.5. Забелешка. Нека е дадена случајната променлива X , која прима 

конечно многу вредности , 1,2,...,ix i n  со веројатности , 1,2,...,ip i n  и со 

min i
i

x x  и max i
i

x x  да ја означиме најмалата и најголемата вредност на слу-

чајната променлива X . Тогаш, очигледно важи  
 

i i i i
i i i

x xp x p xp x      , т.е. ( )x E X x  . 

 

Како што рековме математичкото очекување на случајната променлива е еден вид 

нејзина средна вредност. Суштината на претходно кажаното најдобро се гледа ако 

имаме 1 , 1,2,...,i n
p i n   и притоа добиваме:  

 

1 1( ) i i i in n
i i i

E X x p x x     , 

 

т.е. математичкото очекување во овој случај е еднакво на аритметичката средина 

на вредностите на случајната променлива, па затоа во литературата за поимот 

математичко очекување се користат и термините: средна вредност и средина.  
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5.6. Теорема. Математичкото очекување на константа е еднакво на таа 

константа, т.е. ако C  е константа, тогаш ( )E C C .  
 

Доказ. Константата C  можеме да ја разгледуваме како дискретна 

случајна променлива, која прима само една вредност C  со веројатност 1. Затоа 

( ) 1E C C C  .  

 

5.7. Теорема. Нека X  е дискретна случајна 

променлива со конечно математичко очекување 

( )E X  и g  е реална функција чиј домен ги содржи 

вредностите на X . Тогаш математичкото очекување 

на случајната променлива ( )Y g X  е дадено со фор-

мулата ( ) ( )i i
i

E Y g x p . 

 

Доказ. Нека 1 2, ,...k kx x  се вредностите на случајната променлива X  кои 

со функцијата g  се пресликуваат во точката ky  на случајната променлива 

( )Y g X , т.е. нека  

( ), 1,2,...k kiy g x i   

(цртеж 23). Тогаш  

( ) { } { } ( )k k ki ki
i i

P y P Y y P X x P x      , 

па затоа  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,k k ki ki ki ki j j
k k i k i j

E Y y P y g x P x g x P x g x p         

бидејќи сумирањето по 1,2,...k   и 1,2,...i   всушност претставува сумирање по 

сите вредности jx  на случајната променлива X .  

 

5.8. Последица. Ако X  е дискретна случајна променлива со конечно 

математичко очекување ( )E X  и ,a bR , тогаш за случајната променлива 

Y aX b   важи ( ) ( )E Y aE X b  .  
 

Доказ. Нека X  е дискретна случајна променлива ,a bR  и да ја разгле-

даме непрекинатата реална функција ( )g x ax b  . Според теорема 5.7 за матема-

тичкото очекување на случајната променлива ( )Y g X aX b    добиваме  

( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i
i i i i

E Y g x p ax b p a x p b p aE X b          .  

 

5.9. Забелешка. Тврдењето од теорема 5.6 непосредно следува од после-

дица 1. Имено, ако во последица 1 ставиме 0a   и b C , добиваме Y C  и 

притоа ( ) ( ) 0 ( )E C E Y E X C C     .  

 

5.10. Последица. Ако X  е дискретна случајна променлива со конечно ма-

тематичко очекување ( )E X , тогаш за случајната променлива ( )Y X E X   важи 

( ) 0E Y  .  
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Доказ. Непосредно следува од последица 5.8, за 1a   и ( )b E X  . На-

вистина: 

( ) ( ( )) ( ) ( ) 0E Y E X E X E X E X     .  

 

5.11. Пример. Со X  да го означиме резултатот од фрлањето на хомогена 

коцка за играње. Добиваме случајна променлива која прима вредности 1, 2, 3, 4, 5, 

6 и тоа секоја со веројатност 1
6

. Според тоа, математичкото очекување на оваа 

случајна променлива е:  
 

1 1 1 1 1 1 21
6 6 6 6 6 6 6

( ) 1 2 3 4 5 6 3,5E X         . 
 

Сега, да ја разгледаме случајната променлива 2 1Y X  . Вредностите на 

оваа случајна променлива се броевите 3, 5, 7, 9, 11, 13 и на секоја од нив и припаѓа 

веројатност 1
6

. Затоа  
 

481 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6 6

(2 1) 3 5 7 9 11 13 8E X          . 
 

Јасно, до истиот резултат можеме да дојдеме и со помош на последица 5.8 и при-

тоа имаме  

(2 1) 2 ( ) 1 2 3,5 1 8E X E X      .  

 

5.12. Теорема. Нека ( , )X Y  е дводимензионална дискретна случајна про-

менлива со закон на распределба  
 

( , ); ( , ); 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i j i jx y P x y i n j m   
 

и нека ( , )z g x y  е реална функција. Тогаш математичкото очекување на слу-

чајната променлива ( , )Z g X Y  е 
 

( ) ( , ) ( , )i j i j
i j

E Z g x y P x y . 

 

Доказ. Нека 1 1 2 2( , ),( , ),...k k k kx y x y  се точките на случајната променлива 

( , )X Y  кои со функцијата g  се пресликуваат во точката kz  на случајната промен-

лива ( , )Z g X Y , т.е. нека  

( , ), 1,2,...k ki kiz g x y i  . 

Тогаш  

( ) { } { , } ( , )k k ki ki ki ki
i i

P z P Z z P X x Y y P x y       , 

па затоа  

( ) ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

k k ki ki ki ki
k k i

ki ki ki ki i j i j
k i i j

E Z z P z g x y P x y

g x y P x y g x y P x y

 

 

  

 
 

 

бидејќи сумирањето по 1,2,...k   и 1,2,...i   всушност претставува сумирање по 

сите точки ( , )i jx y  на случајната променлива ( , )X Y .  
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5.13. Последица. Нека X  и Y  се дискретни случајни променливи дефи-

нирани над ист простор елементарни настани за кои математичките очекувања 

( )E X  и ( )E Y  постојат. Тогаш,  
 

( ) ( ) ( )E X Y E X E Y   . 
 

Доказ. Нека случајната променлива X  прима вредности , 1,2,...,ix i   

,...n  со веројатности  

{ } , 1,2,..., ,...i iP X x p i n   , 
 

а случајната променлива Y  прима вредности ,jy  1,2,..., ,...j m  со веројатности  
 

{ } ,j jP Y y q  1,2,..., ,...j m  
 

и нека ( , )X Y  е дводимензионалната случајна променлива од забелешка 2.7 која 

прима вредности  

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jx y i n j m   

со веројатности  

( , ) ; 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i j i jP x y p q i n j m   . 
 

Од теорема 5.12 следува дека математичкото очекување на случајната променлива 

Z X Y   е:  

 

( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( ),

i j i j i i j j i j
i j i j i j

i i j j j i i i j j
i j j i i j

E Z E X Y x y P x y x p q y p q

x p q y q p x p y q E X E Y

     

     

  

     
 

што и требаше да се докаже.  

 

5.14. Последица. Нека 1 2, ,..., kX X X  се дискретни случајни променливи 

дефинирани над ист простор елементарни настани, за кои математичките оче-

кувања 1 2( ), ( ),..., ( )kE X E X E X  постојат. Тогаш  
 

1 2 1 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )k kE X X X E X E X E X       . 
 

Доказ. Непосредно следува од последица 5.13 и принципот на матема-

тичка индукција.  

 

5.15. Теорема. а) Ако дискретната случајна променлива X  е ненегативна, 

т.е. ако 0, 1,2,3,...ix i   и ако постои ( )E X , тогаш ( ) 0E X  .  
 

б) 0X   и ( ) 0E X   ако и само ако { 0} 1P X   .  
 

в) Ако за дискретните случајни променливи X  и Y  важи X Y  и 

постојат ( )E X  и ( )E Y , тогаш ( ) ( )E X E Y .  
 

Доказ. а) Од 0, 1,2,3,...ix i   следува 0, 1,2,3,...i ix p i  , па затоа 

( ) 0i i
i

E X x p  .  
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б) Ако 0X   и ( ) 0E X  , тогаш за секој i  важи 0i ix p   и како 0ip   

добиваме дека за секој i  важи 0ix  , т.е. 0X  , односно { 0} 1P X   .  
 

Обратно, ако { 0} 1P X   , тогаш е јасно дека 0X   и ( ) 0E X  .  
 

в) Ако X Y , тогаш 0X Y  , па од а), последица 5.8 и последица 5.13  

следува ( ) ( ) ( ) 0E X E Y E X Y    , т.е. ( ) ( )E X E Y .   

 

5.16. На крајот од оваа точка ќе се осврнеме на математичкото очекување 

на повеќедимензионалните дискретни случајни променливи. Така ја имаме след-

нава дефиниција.  

 

Дефиниција. Нека 1 2( , ,..., )nX X X X  е n димензионална случајна 

променлива таква што математичките очекувања ( ), 1,2,...,iE X i n  постојат. 

Векторот  
 

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))nE X E X E X E X ,    (4) 
 

го нарекуваме математичко очекување на случајната променлива X .  

 

Пример. За дводимензионалната случајна променлива ( , )Z X Y  од при-

мер 3.3 имаме 20 10
18 9

( )E X    и 54
18

( ) 3E Y   , па затоа 10
9

( ) ( ,3)E Z  .  

 

 

 

6. МОМЕНТИ ОД ПОВИСОК РЕД. ДИСПЕРЗИЈА  

И СТАНДАРДНА ДЕВИЈАЦИЈА   
 

6.1. Во овој дел ќе ги разгледаме моментите од повисок ред, чија егзи-

стенција и начинот на нивно определување непосредно следуваат од теорема 5.7. 

Така ја имаме следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Нека е дадена дискретната случајна променлива X  која 

прима вредности 1 2 3, , ,...x x x  со веројатности 1 2 3, , ,...p p p , соодветно. Матема-

тичкото очекување ( )n n
i i

i

E X x p  на случајната променлива nX  го нарекуваме 

nти момент (или момент од nти ред) на случајната променлива X . Апсолу-

тен nти момент го нарекуваме математичкото очекување | | | |n n
i i

i

E X x p  

на случајната променлива | |nX . Да означиме 1( )E X m . Централен момент од 

n ти ред го нарекуваме математичкото очекување  
 

1 1( ) ( )n n
i i

i

E X m x m p   , 

 

а апсолутен централен момент од nти ред го нарекуваме математичкото 

очекување  
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1 1| | | |n n
i i

i

E X m x m p   . 

 

Централниот момент од втор ред го нарекуваме дисперзија на случајната промен-

лива X  и го означуваме со  
 

2
1( ) ( )D X E X m  . 

 

Квадратниот корен од дисперзијата ( )D X   го нарекуваме средно квадратно 

отстапување на случајната променлива X  или стандардна девијација на случај-

ната променлива X  и таа е мерка за отстапување на случајната променлива од 

нејзиното математичко очекување.  

 

6.2. Забелешка. Во сите случаи во дефиниција 6.1 подразбираме дека со-

одветните математички очекувања постојат.  

 

6.3. Пример.  За случајната променлива X  од пример 5.11 имаме  
 

2 2 2 2 2 2 2 1 4 9 16 25 36 911 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6 6 6

( ) 1 2 3 4 5 6E X             , 

2 2 2 2 2 2(1 3,5) (2 3,5) (3 3,5) (4 3,5) (5 3,5) (6 3,5) 17,52

6 6
( ) ( ( ))D X E X E X

          
    , 

 

па затоа средно квадратното отстапување на оваа случајна променлива е  
 

17,5

6
( ) 1,7078251D X   .  

 

6.4. Теорема. а) ( ) 0D X   и ( ) 0D X   ако и само ако постои константа 

C  таква што { } 1P X C  .  
 

б) Ако X  е дискретна случајна променлива со конечна дисперзија ( )D X  

и ,a bR , тогаш за случајната променлива Y aX b   важи  
 

2( ) ( )D Y a D X . 
 

Доказ. а) Од 2( ( )) 0X E X   и до теорема 5.15 а) следува  
 

2( ) ( ( )) 0D X E X E X   . 
 

Вториот дел од тврдењето следува од теорема 5.15 б).  
 

б) Од дефиниција 6.1 и последица 5.8 непосредно следува дека  
 

2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ( )) ( ( ) ) [ ( ( )) ]

( ( )) ( ),

D Y E Y E Y E aX b aE X b E a X E X

a E X E X a D X

       

  
 

 

што и требаше да се докаже.  

 

6.5. Последица. Ако X  е дискретна случајна променлива со конечни ма-

тематичко очекување ( )E X  и дисперзија ( )D X , тогаш за случајната променлива 

( )

( )

X E X

D X
Y


  важи ( ) 1D Y  .  
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Доказ. Непосредно следува од теорема 6.4 б), за 1

( )D X
a   и 

( )

( )

E X

D X
b  . 

Навистина, 
( )1 1

( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) 1

E X

D XD X D X
D Y D X D X    .  

 

6.6. Забелешка. Според последиците 5.10 и 6.5 секоја случајна промен-

лива X  со конечни математичко очекување ( )E X  и дисперзија ( )D X  може да се 

трансформира во случајна променлива 
( )

( )

X E X

D X
Y


 , која ја нарекуваме нормирана 

случајна променлива за случајната променлива X  и за која важи ( ) 0E Y   и 

( ) 1D Y  .  

 

6.6. Пример. Нека X  е случајната променлива од пример 5.11 и 

3 1Y X  . Во пример 6.3 пресметавме дека 
17,5

6
( )D X  , па затоа од теорема 6.4 

б) следува дека 
17,5 52,52

6 2
( ) (3 1) 3 ( ) 9D Y D Y D X     .  

 

6.7. Теорема. 2 2( ) ( ) [ ( )]D X E X E X  .  
 

Доказ. Имаме  
2 2 2( ( )) 2 ( ) [ ( )]X E X X XE X E X    , 

па затоа  
2 2 2

2 2 2 2

2 2

( ) ( ( )) ( 2 ( ) [ ( )] )

( ) (2 ( )) ([ ( )] ) ( ) 2 ( ) ( ) [ ( )]

( ) [ ( )] ,

D X E X E X E X XE X E X

E X E XE X E E X E X E X E X E X

E X E X

    

     

 

 

 

што и требаше да се докаже.  

 

6.8. Пример. За случајната променлива X  од пример 5.11 имаме  
 

21
6

( )E X   и 
2 91

6
( )E X  . 

Понатаму, од теорема 6.7 имаме  
 

17,52 2 291 546 441 10521
6 6 36 36 6

( ) ( ) [ ( )] ( )D X E X E X        .  

 

6.9. Пример. Експертска група врши проценка на ефективноста на нова 

инвестиција, која проценка е изразена во вид на добивка, односно загуба за про-

машено инвестирање во 000 денари. Законот на распределба на веројатностите за 

ефективноста на инвестицијата е даден во следнава табела:  
 

ix  -400 -200 -100 0 100 200 300 400 

ip  0,05 0,15 0,30 0,10 0,30 0,03 0,04 0,03 
 

Како што можеме да видиме исплатливоста на новата инвестиција е случајна про-

менлива X , за која математичкото очекување и средноквадратното отстапување 

се 
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8

1

( ) 20i i
i

E X x p


    и  

 

8 8
2 2 2 2

1 1

( ) ( ) [ ( )] ( ) 170,88i i i i
i i

D X E X E X x p x p
 

      . 

 

Во случајов, математичкото очекување го покажува очекуваниот финансиски ре-

зултат, а како тоа е негативно, природно е раководството на компанијата да одлу-

чи да не пласира средства во оваа инвестиција, бидејќи пласманот е ризичен. По-

натаму, стандардната девијација е 170,88, т.е имаме големо отстапување од мате-

матичкото очекување, што повторно не наведува на заклучок дека пласманот е 

ризичен.  
 

Веројатноста за загуба е  
 

1 2 3( 100) { 100} 0,05 0,15 0,30 0,50F P X p p p           , 
 

а веројатноста за остварување добивка меѓу 100000 и 300000 е  

 

5 6 7{100 300} 0,30 0,03 0,04 0,37P X p p p         .  

 

6.10. Да ги разгледаме моментот од r  ти ред и централниот момент од 

r  ти ред, кои во натамошните разгледувања ќе ги означуваме со rm  и rM , 

соодветно.  Имаме,  
 

1 1 1
0

1 1
0 0

( ) ( ) ( 1)

( 1) ( 1) .

r
r r k k r k k

r i i i r i
i i k

r r
k k k r k k k k

r i i r r k
k i k

M E X m x m p p C x m

C m p x C m m








 

     

   

  

  

 (1) 

Јасно,  

1 1 1 1 1( ) ( ) 0M E X m E X m m m       . 
 

Понатаму, во (1) ставаме 2,3,4r   и добиваме:  
 

2
2 2 1

3
3 3 1 2 1

2 4
4 4 1 3 1 2 1

,

3 2 ,

4 6 3 .

M m m

M m m m m

M m m m m m m

 

  

   

 

 

Во нашите натамошни разгледувања 

ќе ги користиме моментите 3M  и 

4M , со чија помош ги дефинираме 

коефициентот на асиметрија 3  и 

коефициентот на сплоштеност 4 :  
 

3

33
M


  ,  4

44
M


  . 

 

Што се однесува до коефициентот на 

асиметрија 3 , да забележиме дека за 
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симетричните закони на распределба истиот е еднаков на нула. Меѓутоа 3  може 

да биде еднаков на нула и за некои асиметрични закони на распределба, па затоа 

во неговата интерпретација како мерка за асиметријата треба да се биде внима-

телен. Сепак, распределбите кои ќе бидат предмет на нашите разгледувања, и кои 

обично се среќаваат во практиката, имаат својство асиметријата да расте со расте-

њето на апсолутната вредност на коефициентот на асиметрија. Притоа, видот на 

распределбата непосредно влијае на коефициентот на асиметрија и тоа за така-

наречените непрекинати случајни променливи, кои ќе ги разгледуваме во следната 

глава, графички е прикажано на цртеж 24.  
 

Коефициентот 4  служи како мерка за сплоштеноста на законот на рас-

пределба, но самата негова геометриска интерпретација не е најпогодна, па затоа 

истата нема да ја презентираме. Сепак, да забележиме дека законот на распредел-

ба за кој важи 4 3   ќе го сметаме за нормално сплоштен.  

 

 

 

7. БИНОМНА РАСПРЕДЕЛБА   
 

7.1. Бројот на успеси X  при n  независни испитувања во Бернулиевата 

шема е даден со:  
 

{ } (1 ) , 0,1,2,...,m m n m
nP X m C p p m n    ,  (1) 

 

и множеството парови ( , { }), 0,1,2,...,X m P X m m n    ја дава таканаречената 

биномна распределба. Од релацијата (1) следува дека биномната распределба е 

определена со параметрите n  и p , па затоа за оваа распределба ќе ја користиме 

ознаката { , }B n p .  

 

7.2. Пример. Потполно автоматизирана машина произведува 6% дефект-

ни производи. Колкава е веројатноста во случајно избрани пет производи да има 

два дефектни?  
 

Решение. Од условот на задачата следува дека веројатноста за изработка 

на дефектен производ е 0,06p  , а веројатноста за изработка на исправен про-

извод е 1 0,94p  . Значи, бројот на дефектните производи во пет избрани произ-

води е случајна променлива со биномна распределба { 5, 0,06}B n p  . Според 

(1) бараната веројатност е  
 

2 2 3 2 3
5{ 2} 0,06 0,94 10 0,06 0,94 0,0318096P X C    . 

 

Добиениот резултат го толкуваме на следниов начин: ако добиените про-

изводи ги пакуваме во кутии кои содржат по пет производи, без притоа да ги од-

делуваме дефектните од исправните производи, тогаш приближно во 3,2% од ку-

тиите ќе имаме точно по 2 дефектни производи.  

 

7.3. Пресметувањето на веројатноста { }P X m  по формулата (1) не е се-

когаш најпогодно. Имено, за големи вредности на m  и n  претставувањето на би-
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номниот коефициент m
nC  не е едноставно. Затоа, овде ќе најдеме рекурентна фор-

мула за наоѓање на веројатностите кај биномната распределба. Имаме,  
 

1 1 1{ 1} (1 )m m n m
nP X m C p p       , 

па затоа  
!

!( )!

1 1 1 !
( 1)!( 1)!

(1 ){ } 1
{ 1} 1 1(1 )

nm m n m
m n mn

m m n m n
n m n m

C p pP X m p pn m
P X m p m pC p p




   
  

  
   

   , 

односно 

1
1

{ } { 1}
pn m

m p
P X m P X m 


    .    (2) 

 

Рекурентната формула (2) ни овозможува веројатноста { }P X m  да ја пресме-

таме поедноставно користејќи ја веројатноста { 1}P X m  . Според тоа, знаејќи ја 

веројатноста  
0 0{ 0} (1 ) (1 )n n
nP X C p p p      

 

едноставно можеме да ги пресметаме веројатностите  
 

{ 1}, { 2}, ...P X P X  . 

 

7.4. Пример. Веројатноста дека еден производ е дефектен е 0,05p  . Од 

големо складиште се земаат 5 производи. Пресметајте ги веројатностите дека меѓу 

нив има 0,1,2,3,4,5m   дефектни.  
 

Решение. Од условот на задачата имаме  
 

5n  , 0,05p   и 1 0,95p  .  

Според тоа, 
5{ 0} 0,95 0,7737809375P X    . 

 

Останатите веројатности можеме да ги пресметаме користејќи ја формулата (2). 

Имено,  
 

0,055 1 1
1 0,95

{ 1} { 0} 5 0,0526315789 0,7737809375 0,2036265623P X P X      . 

 
 

m  1n m
m
   

1

p

p
 

 

{ }P X m  

0 - 0,0526315789 0,7737809375 
 

1 5
1

 
 

0,0526315789 
 

0,2036265623 
 

2 4
2

 
 

0,0526315789 
 

0,0214343750 
 

3 3
3

 
 

0,0526315789 
 

0,0011281250 
 

4 2
4

 
 

0,0526315789 
 

0,0000296875 
 

5 1
5

 
 

0,0526315789 
 

0,0000003125 
 

 

Вредностите на бараните веројатности се дадени во горната табела.  
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7.5. Ќе го определиме математичкото очекување на биномната распредел-

ба { , }B n p . Ставаме 1q p   и ако ја искористиме дека 1
1

k k
n nkC nC 

 , тогаш за 

математичкото очекување добиваме  
 

1 0

1 1 2 2 2 3 3 3

0 1 1 2 2 2 3 3 1
1 1 1 1

0 1 1 2 2 2 3 1 1 1
1 1 1 1

( ) { } { }

1 2 3 ...

...

( ... ) ( )

n n

i i
i m

n n n n n
n n n n

n n n n n
n n n n

n n n n n n
n n n n

E X x P X x mP X m

C pq C p q C p q n C p

nC pq nC p q nC p q n C p

np C q C pq C p q C p np q p np

 

  

   
   

     
   

   

        

     

       

 

.

 

 

Ќе ја определиме дисперзијата на биномната распределба За таа цел ќе ја 

искористиме теорема 6.7. Претходно покажавме дека ( )E X np . За да пресмета-

ме 2( )E X  во формулата  

0

( )
n

n j j n j j
n

j

q px C p q x



    

 

ќе диференцираме по x , при што добиваме:  
 

1 1

1

( )
n

n j j n j j
n

j

np q px jC p q x  



   . 

 

Ако последното равенство го помножиме со x  добиваме  
 

1

1

( )
n

n j j n j j
n

j

npx q px jC p q x 



   ,  

 

од што со повторно диференцирање наоѓаме:   
 

1 2 2 2 1

1

( ) ( 1) ( )
n

n n j j n j j
n

j

np q px n n p x q px j C p q x   



      . 

 

Сега во последното равенство ставаме 1x   и ако земеме во предвид дека 

1p q   добиваме  
 

2 2 2 2

1 0

( 1) { } ( )
n n

j j n j
n

j j

np n n p j C p q j P X j E X

 

       . 

Конечно, 
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) [ ( )] (1 )D X E X E X np n p np n p np p npq         .  

 

Со тоа ја докажавме следнава теорема.  

 

Теорема. Ако случајната променлива X  има биномна распределба 

{ , }B n p , тогаш нејзиното математичко очекување е  
 

( )E X np ,     (3) 

а дисперзијата е  

( )D X npq .      (4) 
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7.6. Со аналогни постапки можеме да ги пресметаме и централните мо-

менти од повисок ред. Понатаму, може да се докаже дека коефициентите на аси-

метрија и сплоштеност на биномната распределба { , }B n p  се дадени со формулите  
 

3 ,
q p

npq



  и    (5) 

 

1 6
4 3

pq

npq



  ,     (6) 

 

соодветно.  
 

Од формулата (6) непосредно следува дека независно од вредноста на p  

важи 4 3  , кога n , што значи дека во овој случај сплоштеноста на би-

номната распределба тежи кон нормална сплоштеност.  
 

Од формулата (5) непосредно 

следува дека биномната распределба е 

позитивно асиметрична за q p , одно-

сно кога 1
2

q  , а негативно асиметрич-

на за q p , односно 1
2

q  . Понатаму, 

биномната распределба е симетрична 

ако и само ако 1
2

p q  . Претходно 

изнесеното е илустрирано со биномните 

распределби  
 

{0,2;10}B , {0,5;10}B  и {0,8;10}B , 
 

чии графици се прикажани на цртеж 25.  
 

Понатаму, повторно од формулата 

(5) следува дека независно од вредноста на 

веројатноста p  важи 3 0  , кога n , 

што значи дека биномната распределба ста-

нува се помалку асиметрична со зголемува-

њето на параметарот n . Влијанието на го-

лемината на параметарот n  на обликот на 

биномната распределба е прикажано на цр-

теж 26, на кој се прикажани биномните 

распределби:  
 

{0,3; 5}, {0,3;10}B B  и {0,3; 20}B . 

 

7.7. Пример. Продавачот во договор со произведувачот дава едного-

дишна гаранција за исправност на сите делови на автомобилот од марка ИСП. 

Според податоците кои се однесуваат на претходниот период 15% од купувачите 

пријавуваат дефект во гарантниот рок. Ако во еден ден се продадени 8 авто-

мобили и ако случајната променлива X  е бројот на автомобили донесени за по-

правка во гарантниот рок, да се најде законот на распределба на X ? Колкаво е 
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математичкото очекување и средноквадратното отстапување на случајната про-

менлива X ? 
 

Решение. Случајната променлива број на пријавени автомобили за п-

оправка во гарантниот рок има биномна распределба со параметри 8n   и 

0,15p  , т.е.  
 

8
8{ } 0,15 0,85 ; 0,1,2,...,8m m mP X m C m   . 

 

Очекуваниот број пријавени автомобили за поправка е  
 

( ) 8 0,15 1,2E X np   , 
 

а просечното отстапување од очекуваниот број пријавени автомобили е еднакво 

на средноквадратното отстапување  
 

( ) 8 0,15 0,85 1,00995D X npq   .  

 

7.8. На крајот од овој дел, користејќи ја рекурзивната формула (2), за би-

номната распределба { , }B p n , ќе ја определиме вредноста 0m  на случајната 

променлива X  која има најголема веројатност. Имено, ако 0m  е онаа вредност на 

случајната променлива X  која има најголема веројатност, тогаш важи  
 

0 0 0{ 1} { } { 1}P X m P X m P X m       .  
 

Да го разгледаме неравенството 0 0{ 1} { }P X m P X m    . Ако 0{ }P X m  го 

изразиме со помош на рекурентната формула (2), го добиваме неравенството  
 

0

0

1

1
1

n m p

m p

 


 , 

 

кое е еквивалентно со неравенството 0m np p  . Понатаму, ако од (2) го изрази-

ме 0{ 1}P X m   и замениме во неравенството  
 

0 0{ } { 1}P X m P X m    , 
 

после средувањето го добиваме неравенството 0 1m np p   . Со тоа ја докажав-

ме следнава теорема.  

 

Теорема 9. Во биномната распределба { , }B p n  најголема веројатност има 

онаа вредност 0m  на променливата X  која ги задоволува неравенствата 
 

01np p m np p     .    (7) 

 

Интервалот во кој припаѓа вредноста 0m  на променливата X  со нај-

голема веројатност во биномната распределба { , }B p n  има должина  
 

( 1) 1np p np p     . 
 

Ако 1np p   не е природен број, тогаш постои еден единствен природен број 

0m  кој ги задоволува неравенствата (7), што значи дека во овој случај бројот 0m  е 

еднозначно определен. Меѓутоа, ако 1np p   е природен број, тогаш и бројот 
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np p  е природен број, што значи дека постојат два природни броја кои ги задо-

волуваат неравенствата (7). Имено, во овој случај лесно се докажува дека  
 

{ 1} { }P X np p P X np p      .  

 

Пример 26. Потполно автоматизирана машина произведува 9% дефектни 

производи. Производот без контрола се пакува во кутии по 30 парчиња. Колку 

дефектни производи најчесто ќе има во кутиите?  
 

Решение. Ако со X  го означиме бројот на дефектните производи во една 

кутија, тогаш X  е случајна променлива со биномна распределба  
 

{ 30; 0,09}B n p  . 
 

Бидејќи 2,7np   не е природен број, од теорема 7 следува дека најголема веро-

јатност има природниот број 0m  за кој важи  
 

02,7 0,09 1 2,7 0,09m     ,  

т.е.  

01,79 2,79m  . 
 

Според тоа, во кутиите најчесто ќе има 0 2m   дефектни производи.  

 

 

 

8. ПУАСОНОВА РАСПРЕДЕЛБА 
 

8.1. Нека 0a  . Да ја разгледаме функцијата X  која прима вредности 

0,1,2,3,...k   со веројатности  
 

!
( ) , 0,1,2,...

k aa
k

P k e k  .    (1) 

Бидејќи  

! !
0 0 0

( ) 1
k ka a a aa a

k k
k k k

P k e e e e
  

  

  

      ,  

 

од дефиниција 1 следува дека X  е дискретна случајна променлива, за која ќе ве-

лиме дека има Пуасонова распределба со параметар a  и истата ќе ја означуваме 

со ( )aP . За случајната променлива X  со Пуасонова распределба ( )aP  имаме  
 

1

! ( 1)! !
0 1 0

( )
k k ka a a a aa a a

k k k
k k k

E X k e ae ae ae e a
  

   


  

       ,   

1 1

1 1 1

2

2 2

! ( 1)! ( 1)!
0 1 1

( 1)! ( 1)! ( 2)! !
1 1 2 0

2 2

( 2)!
2

( ) [( 1) 1]

         ( 1)

         

k k k

k k k k

k

a a aa a a
k k k

k k k

a a a aa a a a
k k k k

k k k k

a a aa
k

k

E X k e ae k ae k

ae k ae ae ae

a e ae e a e

 

  



  
  

 
  

   
   

  
   


  




    

    

  

  

   


2 2

!
0

ka a aa
k

k

a a e e a a a
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па затоа  
2 2 2 2( ) ( ) [ ( )]D X E X E X a a a a      .  

 

Со тоа ја докажавме следнава теорема.  

 

Теорема. Ако случајната променлива X  има Пуасонова распределба 

( )aP , тогаш нејзиното математичко очекување е  
 

( )E X a ,     (2) 

а дисперзијата е  

( )D X a .      (3) 

 

8.2. Со аналогни постапки можеме да ги пресметаме и централните мо-

менти од повисок ред. Понатаму, може да се докаже дека коефициентите на аси-

метрија и сплоштеност на Пуасоновата распределба ( )aP  се дадени со формулите  
 

1
3 ,

a
   и (4) 

 

1
4 3

a
   ,  (5) 

 

соодветно. Од равенството 

(4) следува дека Пуасоновата 

распределба ( )aP  секогаш, 

што значи за секој параметар 

a , е позитивно асиметрична. 

Притоа, со зголемувањето на 

параметарот a  се намалува 

асиметричноста на Пуасоно-

вата распределба ( )aP . Јас-

но, со зголемувањето на параметарот a  и сплоштеноста на Пуасоновата распре-

делба ( )aP  се приближува кон нормална сплоштеност. Претходно изнесеното, за 

вредностите на параметарот 0,5;a   2;a   4a   и 6a  , е илустрирано на 

цртеж 27.  

 

8.3. Како и кај биномната распределба, така и во случај на Пуасоновата 

распределба, ако треба да ги пресметаме веројатностите ( )P k  за неколку по-

следователни вредности на k , тогаш формулата (1) не е најпогодна. Затоа, овде ќе 

изведеме рекурентна формула за пресметување на веројатностите ( )P k , 

0,1,2,3,...k  . Со помош на формулата (1) ги изразуваме веројатностите ( )P k  и 

( 1)P k   и ако ги поделиме добиените равенства наоѓаме 
( )

( 1)

P k a
P k k

  што значи  

 

( ) ( 1)a
k

P k P k  .     (6) 
 

Последната формула покажува како на релативно едноставен начин може да се 

пресметаат веројатностите  
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8.4. Пример. Зададена е Пуасонова распределба со параметар 2a  . Пре-

сметајте ги веројатностите кои припаѓаат на вредностите 0,1,...,7k  .  
 

Решение. Од (1) наоѓаме  
 

0 2 22
0!

(0) 0,1353434P e e    . 
 

Понатаму, ако ја искористиме рекурентната формула (6) добиваме  
 

2
1

(1) (0) 2 0,1353434 0,2706868P P   ,  
 

Во следната табела се дадени бараните веројатности.  
 
 

 

k  
a
k

 
 

( )P k  
 

0 - 
 

0,1353434 
 

1 2
1

 
 

0,2706868 
 

2 2
2

 
 

0,2706868 
 

3 2
3

 
 

0,1804579 
 

4 2
4

 
 

0,0902289 
 

5 2
5

 
 

0,0360916 
 

6 2
6

 
 

0,0120305 
 

7 2
7

 
 

0,0034373 
 

 

За некои вредности на параметарот a  веројатностите ( )P k , со точност до петтата 

децимала се дадени во посебна таблица.  

 

8.5. Коментар. Пуасоновата распределба е од посебен интерес во теори-

јата на веројатност и теоријата на случајни процеси. Имено, може да се докаже де-

ка следниов математички модел, кој е доста чест во различните примени, е тесно 

поврзан со Пуасоновата распределба.  
 

Да претпоставиме дека во време [0, )  регистрираме определени мо-

менти, на пример, звонење на телефон, доаѓање на клиенти на шалтер во банка, 

поминување на автомобили покрај определен објект и слично. Така имаме еден 

“проток на настани”. Зборот “настан” овде не е употребен во смисла на случаен 

настан, туку означува една случајна точка на временската полуоска. Со [ , ]X a b  ја 

означуваме случајната променлива која го дава бројот на “настаните” во вре-

менскиот интервал [ , ]a b . Јасно, оваа случајна променлива е од дискретен вид и 

истата прима вредности од множеството {0,1,2,3,...} . Голем број случаи со кои се 

среќаваме во практиката можеме да ги опишеме со следниве претпоставки:  
 

- хомогеност: распределбата на веројатностите на случајната про-

менлива [ , ]X a b  не зависи од положбата на интервалот [ , ]a b , туку 

само од неговата должина b a :  
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( ) { [ , ] }kp b a P X a b k   ,  0,1,2,3,...k  ; 
 

- независност: ако интервалите [ , ]a b  и [ , ]c d  дисјунктни, тогаш 

настаните 1{ [ , ] }X a b k  и 2{ [ , ] }X c d k  се независни за секои 

1 2, 0,1,2,3,...k k  ; 
 

- сепарабилност: 
{ [ , ] 1}

0
lim 0

P X t t t

tt

 

 
 , 

 

што практично значи дека не е можно во кој било момент t  “реализи-

ра” повеќе од еден “настан”.  
 

Може да се докаже дека при вакви претпоставки случајната променлива 

[0, ] ( )X t X t  има ( )atP  распределба, каде 0a   е фиксиран параметар кој го 

карактеризира интензитетот на “протокот на настаните”. Очигледно, параметарот 

a  е еднаков на бројот на “настаните” во единица време.  

 

8.6. Пример. Според расположливите податоци на банката X, во просек 

пет клиенти на час поднесуваат барање за краткорочен кредит. Ако претпоставиме 

дека клиентите доаѓаат во банката независно и со иста веројатност во текот секој 

час, колкава е веројатноста во банката да има:  

a) три клиенти,  

b) повеќе од седум клиенти.  
 

Решение. Бројот на клиентите кои секој ден во текот на еден час од ра-

ботното време доаѓаат во банката за да поднесат барање е дискретна случајна 

променлива која има Пуасонова распределба со параметар 5a  , т.е.  
 

55
!

( ) , 0,1,2,...
k

k
P k e k  . 

Бараните веројатности се  

а) 
3 55

3!
(3) 0,14037P e   и  

б) 
7

0

( 7) 1 ( ) 1 0,8666 0,1334
k

P X P k


      .  

 

 

 

9. РАМНОМЕРНА ДИСКРЕТНА РАСПРЕДЕЛБА  
 

9.1. Нека N  е природен број. Да ја разгледаме функцијата X  која прима 

вредности 1,2,...,m N  со веројатности  
 

1{ } , 1,2,...,
N

P X m m N   .  

Бидејќи  

1

1

{ } 1
N

N
m

P X m N


   , 

 

од дефиниција (1) следува дека X  е дискретна случајна променлива за која ќе 

велиме дека има рамномерна распределба на множеството {1,2,..., }N . За слу-
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чајната променлива X  со рамномерна дискретна распределба на множеството 

{1,2,..., }N  имаме:  
 

( 1) 11
2 2

1 1

( ) { }
N N

N Ni N
N N

i i

E X i P X i
 

 

        . 

Но,   

2 ( 1)(2 1) ( 1)(2 1)2 2 1
6 6

1 1

( ) { }
N N

N N N N Ni
N N

i i

E X i P X i
   

 

       , 

 

што значи дека дисперзијата на рамномерната дискретна распределба е  
 

2 2( 1)(2 1) ( 1)2 2 1
6 4 12

( ) ( ) [ ( )]
N N N ND X E X E X
        .  

 

Со тоа ја докажавме следнава теорема.  

 

9.2. Теорема. Ако случајната променлива X  има рамномерна дискретна 

распределба на множеството {1,2,..., }N , тогаш нејзиното математичко очекување е  
 

1
2

( ) NE X  ,    (4) 
 

а дисперзијата е  
 

2 1
12

( ) ND X  .     (5) 

 

 

 

10. ГЕОМЕТРИСКА РАСПРЕДЕЛБА  
 

10.1. Да ја разгледаме функцијата X  која прима вредности 0,1,2,3,...  со 

веројатности  
 

( ) (1 ) , 0,1,2,...; 0 1kP k p p k p     .   (1) 
 

Бидејќи  
 

1
1 (1 )

0 0 0

( ) (1 ) (1 ) 1k k

p
k k k

P k p p p p p
  

 
  

        , 

 

добиваме дека X  е дискретна случајна променлива, за која ќе велиме дека има 

геометриска распределба со параметар p .  

 

10.2. Пример. На една производна линија се склопуваат телефонски апа-

рати и истите одма подлежат на тестирање. Веројатноста тестираниот апарат да е 

исправен, т.е. тестот да е позитивен е 4
5

, а да е неисправен, т.е. тестот да е нега-

тивен е 1
5

. Тестирањето се реализира заклучно со првиот позитивен тест. Нека X  е 

бројот на тестирањата заклучно со првиот позитивен тест. Најдете ја распределбата 

на веројатностите на случајната променлива X  и веројатноста на настанот A : 

тестирањето завршува после парен број тестирања.  
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Решение. Очигледно, случајната променлива X  прима вредности 

1,2,3,4,5,... . Настанот { }X n  се реализира ако и само ако првите 1n  тестирања 

се негативни, а n тото тестирање е позитивно. Резултатите од тестирањата се 

независни во различните тестирања, па затоа  
 

11 1 1 4 4 1
5 5 5 5 5 5

1 пати

( ) { } ... ( ) , 1,2,3,...n

n

P n P X n n



     ,  

 

што значи дека случајната променлива има геометриска распределба со параметар 
4
5

p  , (зошто?).   
 

Настанот A  се реализира ако и само ако вредноста на случајната про-

менлива X  е парен број, т.е. {2,4,6,8,...}A  . Според тоа,  
 

1
25

2 1 24 1 1 1 4 1 1
5 5 5 25 25 61

1 1 1 1

( ) (2 ) ( ) 4 ( ) 4 ( )k k k

k k k k

P A P k
   




   

         .  

 

10.3. Ако ставиме 1 p q  , тогаш за случајната променлива X  со геоме-

триска распределба зададена со (1) имаме  
 

2 2

1 1

(1 )
0 1 1

( )
pq qk k k

pq p
k k k

E X kpq p kq pq kq pq
  




  

           

и   

3 3 2

1 1 (1 )2 2 2 1

(1 )
0 1

( )
q q q qk k

q p p
k k

E X k pq pq k q pq pq
 

  


 

        ,  

па затоа  
2 2

2 2 2

2 2( ) ( ) [ ( )]
q q q q

p p p
D X E X E X


     .  

 

Со тоа ја докажавме следнава теорема.  

 

Теорема. Ако случајната променлива X  има геометриска распределба 

зададена се (1), тогаш нејзиното математичко очекување е  
 

( )
q

p
E X  ,     (2) 

а дисперзијата е  

2
( )

q

p
D X  .      (3) 

 

10.4. Пример. Ќе ги пресметаме математичкото очекување и дисперзијата 

на случајната променлива X  од пример 30. Имаме  

21
5

14 1 4 1
5 5 5 (1 )

1 1

( ) ( ) ( ) 1,25n

n n

E X nP n n
 




 

     . 

Понатаму,  
 

61
5 5

3 31 4
5 5

12 2 1 2 14 1 4 1 4 4
5 5 5 5 5 5(1 ) ( )

1 1

( ) ( ) ( ) 1,875,n n

n n

E X n n
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па затоа  
 

2 2 2( ) ( ) [ ( )] 1,875 1,25 0,3125D X E X E X     .  

 

 

 

11. НЕЗАВИСНОСТ НА СЛУЧАЈНИ ПРОМЕНЛИВИ   
 

11.1. Во овој дел ќе се осврнеме на еден од најважните поими во теоријата 

на веројатност, а тоа е независноста на случајните променливи.  

 

Дефиниција. Нека ( , )X Y  е дводимензионална дискретна случајна про-

менлива која прима вредности  
 

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jx y i n j m   

со веројатности  

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jP x y i n j m  . 
 

За случајните променливи X  и Y  ќе велиме дека се независно распределени (не-

зависни) ако за секои i  и j  важи  
 

( , ) ( ) ( )i j i jP x y P x Q y ,    (1) 

каде  

( ) ( , )i i j
j

P x P x y  и ( ) ( , )j i j
i

Q y P x y  

 

се маргиналните распределби на случајните променливи X  и Y .  

 

11.2. Пример. За случајните променливи X  и Y  од пример 2.5 важи  
 

2

10 110 311
40 40 4040

(1) (1) (1,1)P Q P     

 

што според дефиниција 11.1 значи дека тие не се независни.  

 

11.3. Пример. Во табелата е дадена дводимензионалната случајна про-

менлива ( , )X Y  и се пресметани маргиналните распределби на случајните про-

менливи X  и Y .  
 

 

\Y X  0 1 2 ( )jQ y  

0 0,250 0,125 0,125 0,500 

1 0,250 0,125 0,125 0,500 

( )iP x  0,500 0,250 0,250  
 

 

Притоа важи:  
 

(0,0) 0,250 0,5 0,5 (0) (0)P P Q   ,   

(0,1) 0,250 0,5 0,5 (0) (1)P P Q   ,  

(1,0) 0,125 0,25 0,5 (1) (0)P P Q   ,  

(1,1) 0,125 0,25 0,5 (1) (1)P P Q   ,  
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(2,0) 0,125 0,25 0,5 (2) (0)P P Q   ,  

(2,1) 0,125 0,25 0,5 (2) (1)P P Q   , 
 

што според дефиниција 11.1 значи дека случајните променливи X  и Y  се неза-

висно распределени.  

 

11.4. Теорема. a) Нека X  и Y  се случајни променливи и U  и V  се соод-

ветно множествата вредности на X  и Y . Тогаш X  и Y  се независни ако и само 

ако { , } { } { }P X A Y B P X A Q Y B       за секои A U  и B V .  
 

б) Случајните променливи X  и Y  се независни ако и само ако за секои 

,x yR  важи ( , ) ( ) ( )X YF x y F x F y , каде ( , ), ( ), ( )X YF x y F x F y  се функциите на 

распределба на ( , )X Y , X  и Y , соодветно.  
 

Доказ. а) Нека 1 2 3{ , , ,...}A a a a  и 1 2 3{ , , ,...}B b b b  и случајните промен-

ливи X  и Y  се независни. Според дефиниција 11.1 за секои ia A  и jb B  важи 

( , ) ( ) ( )i j i jP a b P a Q b , од што непосредно следува дека  
 

{ , } ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) { } { }.

i j i j
i j i j

i j
i j

P X A Y B P a b P a Q b

P a Q b P X A Q Y B

   

    

 

 
 

 

Обратно, нека 0i  и 0j  се дадени. Земаме 
0

{ }iA x и 
0

{ }jB y . Тогаш  
 

0 0

0 0

{ } { } { } { } { , }

{ , },

i j

i j

P X x Q Y y P X A Q Y B P X A Y B

P X x Y y

         

  
 

 

и од произволноста на 0i  и 0j   следува дека случајните променливи X  и Y  се не-

зависни.  
 

б) Нека случајните променливи X  и Y  се независни и 0 0,x y R . На 

множествата 0( , ]A x   и 0( , ]B y   го применуваме тврдењето под а) и до-

биваме  
 

0 0

0 0

0 0

0 0

( , ) ( , ) { , } { } { }

( ) ( ) ( ) ( ).

i j

i j

i j
x x y y

i j X Y
x x y y

F x y P x y P X A Y B P X A Q Y B

P x Q y F x F y

 

 

       

 

 

 
 

 

Обратно, нека за секои ,x yR  важи ( , ) ( ) ( )X YF x y F x F y . Тогаш за 

секои , 0    и за секои i  и j  имаме   
 

{ , }

{ , } { , }

{ , } { , }

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

i i j j

i j i j

i j i j

i j i j i j i j

P x X x y Y y

P X x Y y P X x Y y

P X x Y y P X x Y y

F x y F x y F x y F x y
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )][ ( ) ( )]

{ } { }.

X i Y j X i Y j

X i Y j X i Y j

X i X i Y j Y j

i i j j

F x F y F x F y

F x F y F x F y

F x F x F y F y

P x X x Q y Y y



  

 

 

  

    

    

      

 

 

Конечно, од лема I 12.7 ж) и од произволноста на , 0    следува дека за секои i  

и j   важи  
 

{ , } { } { },i j i jP X x Y y P X x Q Y y      
 

што значи дека случајните променливи X  и Y  се независни.  

 

11.5. Забелешка. а) Може да се говори и за независност на поголем број 

дискретни случајни променливи. Така, случајните променливи од непразната фа-

милија   се независни во целина, ако за секој 2k   и за секој избор на случајни 

променливи 1 2, ,..., kX X X   важи  
 

1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

( , ,..., ) { , ,..., }

{ } { }... { }

( ) ( )... ( ),

k k k

k k

k

P x x x P X x X x X x

P X x P X x P X x

P x P x P x

   

   



 

 

каде , 1,2,...,i ix V i k  , а , 1,2,...,iV i k  се множествата вредности на случајните 

променливи , 1,2,...,iX i k , соодветно.  
 

б) Аналогно како во теорема 11.4 може да се докаже дека случајните про-

менливи 1 2, ,..., kX X X  се независни ако и само ако  
 

1 21 2 1 2( , ,..., ) ( ) ( )... ( ),
kk X X X kF x x x F x F x F x  

 

каде 
1 21 2 1 2( , ,..., ), ( ), ( ),..., ( )

kk X X X kF x x x F x F x F x  се функциите на распределба на 

1 2 1 2( , ,..., ), , ,...,k kX X X X X X , соодветно, односно ако и само ако  
 

1 1 2 2 1 1 2 2{ , ,..., } { } { } ... { }n n n nP X A X A X A P X A P X A P X A          , 
 

за секои 1 1 2 2, ,..., ,n nA V A V A V    каде 1 2, ,..., nV V V  се множествата вредности 

на случајните променливи 1 2, ,..., kX X X , соодветно.  

 

11.6. Пример. Случајните променливи , 1,2,...,iX i n  се независни и ед-

накво распределени:  
 

1
3

{ } ,iP X k   за 1,0,1k    и 1,2,...,i n . 
 

Ќе ја пресметаме веројатноста на настанот 1
1

n

i
i

X X


 .  

 

Ако 1 0X  , тогаш производот на останатите множители може да биде 

произволен. Ако пак, 1 0X  , тогаш производот на останатите множители мора да 
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биде еднаков на 1. Притоа, од причини на симетричност и заради независност на 

случајните променливи имаме  
 

2 3 2 3 2 3

12
3

2

2 { ... 1} { ... 0} { 0, 0,..., 0}

{ 0} ( ) .

n n n

n
n

i
i

P X X X P X X X P X X X

P X 



      

  
 

Конечно,  
 

1 11 2 31 2 2 1
1 1 2 3 3 3 3 2 3

1

{ } { 0} { 0} { ... 1} ( )
n n

n

n
n

i n
i

P X P X P X P X X X
  



        . ♦ 

 

11.7. Дефиниција. За дискретната случајна променлива X  која прима 

само целобројни ненегативни вредности велиме дека е целобројна слачајна про-

менлива.  
 

Јасно, законот на целобројната случајна променлива е определен со веро-

јатностите  

{ }, 0,1,2,...np P X n n    

за кои  

0

1n
n

p




 . 

 

Нека X  и Y  се целобројни случајни променливи со закони на веројат-

ности  

{ }, { }, 0,1,2,...n np P X n q Q Y n n     . 
 

Тогаш, случајната променлива Z X Y   е целобројна и притоа важи  
 

0

0

{ } { } { , }

{ | } { },

n

n
k

n

k

r P Z n P X Y n P X k Y n k

P Y n k X k P X k





        

    





  (2) 

 

за 0,1,2,...n  . Меѓутоа, ако случајните променливи X  и Y  се независни, тогаш 

формулата (2) го прима видот  
 

0 0

{ } { } { }
n n

n k n k
k k

r P X Y n P X k Q Y n k p q 
 

            (3) 

 

за 0,1,2,...n   и притоа случајната променлива Z  ја нарекуваме конволуција на 

случајните променливи X  и Y  .  

 

11.8. Пример. а) Нека независните случајни променливи X  и Y  имаат 

биномни распределби 1{ , }B n p  и 2{ , }B n p . Тогаш, ако ги искористиме равенство-

то (3) и комбинаторното равенство  
 

1 2 1 2
0

n
k n k n
n n n n

k

C C C




     (4) 

 

добиваме дека за случајната променлива Z X Y   веројатностите се дадени со  
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1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( )

0 0

0

{ } (1 ) (1 )

(1 ) (1 ) ,

n n
n k n n kk k n k n k

n k n k n n
k k

n
n n n n n nn k n k n n

n n n n
k

r P X Y n p q C p p C p p

p p C C C p p

   


 

   




      

   

 



 

 

за 1 20,1,2,...,n n n  , што значи дека конволуцијата на случајни променливи X  и 

Y  со биномни распределби 1{ , }B n p  и 2{ , }B n p  има биномна распределба 

1 2{ , }B n n p .  
 

Нека iX , 1,2,...,i k  се независни случајни променливи со биномни 

распределби { , }, 1,2,...,iB n p i k . Тогаш од претходно изнесеното и од принципот 

на математичка индукција непосредно следува дека случајната променлива 

1

k

i
i

Z X


   има биномна распределба 
1

{ , }
k

i
i

B n p


 .  

 

б) Нека независните случајни променливи X  и Y  имаат Пуасонови 

распределби 1( )aP  и 2( )aP . Тогаш, од равенството (3) и Њутновата биномна 

формула следува дека за случајната променлива Z X Y   веројатностите се 

дадени со  
 

1 21 2

1 21 2 1 2

! ( )!
0 0

( )( ) ( )!1
1 2! !( )! !

0

{ }

,

k n k

n

n n
a aa a

n k n k k n k
k k

n
a aa a a ak n kn

n k n k n
k

r P X Y n p q e e

e a a e


 

 
 

   




    

 

 



 

 

за 0,1,2,3,...n  , што значи дека конволуцијата на случајни променливи X  и Y  

со Пуасонови распределби 1( )aP  и 2( )aP  има биномна распределба 1 2( )a aP .  
 

Нека iX , 1,2,...,i k  се независни случајни променливи со Пуасонови 

распределби ( ), 1,2,...,ia i kP . Тогаш од претходно изнесеното и од принципот 

на математичка индукција непосредно следува дека случајната променлива 

1

k

i
i

Z X


   има Пуасонова распределба 
1

( )
k

i
i

a


P .  

 

11.9. Теорема. Дискретните случајните променливи X  и Y  се независни ако 

и само ако за секои функции f  и g , такви што | ( ( )) |E f X    и | ( ( )) |E g Y   , ва-

жи 
 

( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))E f X g Y E f X E g Y .    (2) 
 

Доказ. Нека ( , )X Y  е дводимензионална дискретна случајна променлива 

која прима вредности  
 

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jx y i n j m   

со веројатности  
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( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jP x y i n j m   

и  

( ) ( , )i i j
j

P x P x y , 1,2,..., ,...i n  и ( ) ( , )j i j
i

Q y P x y , 1,2,..., ,...j m  

 

се маргиналните распределби на независните случајните променливи X  и Y , 

соодветно. Понатаму, бидејќи случајните променлви X  и Y  се независно распре-

делени, за секои i  и j  важи (1). Нека f  и g  се функции такви што математички-

те очекувања ( ( ))E f X  и ( ( ))E g Y  постојат. Притоа важи  
 

( ( )) ( ( )) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ( ) ( )),

i i j j
i j

i j i j
i j

i j i j
i j

E f X E g Y f x P x g y Q y

f x g y P x Q y

f x g y P x y E f X g Y





 

 





 

т.е. точно е равенството (2).  
 

Обратно, нека за секои функции f  и g  такви што за кои математичките 

очекувања ( ( ))E f X  и ( ( ))E g Y  постојат е исполнето равенството (2). Фиксираме 

0i  и 0j  и да ги разгледаме функциите f  и g  определени со равенствата  
 

0

0

1, ако ,
( )

0, ако ,

i

i

x x
f x

x x


 



 и 
0

0

1, ако ,
( )

0, ако .

j

j

y y
g y

y y


 



 

Тогаш  

0 0 0
( ( )) 1 { } 0 { } ( )i i iE f X P X x P X x P x       ,  

0 0 0
( ( )) 1 { } 0 { } ( )j j jE g Y P Y y P Y y Q y        и  

0 0 0 0

0 0 0 0

( ( ) ( )) 1 { , } 0 { или }

{ , } ( , ).

i j i j

i j i j

E f X g Y P X x Y y P X x Y y

P X x Y y P x y

       

   
 

 

Конечно, од последните три равенства и од равенството (2) следува  
 

0 0 0 0
( , ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )i j i jP x y E f X g Y E f X E g Y P x Q y    

 

и од произволноста на индексите 0i  и 0j  заклучуваме дека случајните промен-

ливи X  и Y  се независни.  

 

11.10. Забелешка. Ако се земе предвид забелешка 11.5, тогаш аналогно 

како во доказот на теорема 11.9 може да се докаже дека случајните променливи 

1 2, ,..., nX X X  се независни во целина ако и само ако за секои функции 1 2, ,f f  

..., nf  такви што | ( ( )) | , 1,2,...,i iE f X i n    важи  
 

1 1 2 2 1 1 2 2( ( ) ( )... ( )) ( ( )) ( ( ))... ( ( ))n n n nE f X f X f X E f X E f X E f X . 

 

11.11. Последица. Ако случајните променливи X  и Y  се независни и 

постојат ( )E X  и ( )E Y , тогаш  
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( ) ( ) ( )E XY E X E Y .    (3) 
 

Доказ. За функциите ( )f x x  и ( )g y y  се исполнети условите од те-

орема 11.4, па затоа  
 

( ) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( )E XY E f X g Y E f X E g Y E X E Y     .  

 

11.12. Забелешка. Аналогно како во доказот на последица 11.11, ако се 

земе предвид забелешка 11.10 може да се докаже тврдењето:  
 

Ако случајните променливи 1 2, ,..., nX X X  се независни во целина и имаат 

конечни математички очекувања, тогаш  

1 2 1 2( ... ) ( ) ( )... ( )n nE X X X E X E X E X . 

 

11.13. Пример. Ќе го пресметаме математичкото очекување на произво-

дот XY  на случајните променливи X  и Y  од пример 11.3.  
 

За математичките очекувања на случајните променливи X  и Y  имаме  
 

( ) 0 0,5 1 0,25 2 0,25 0,75E X      и ( ) 0 0,5 1 0,5 0,5E Y    .  
 

Но, според пример 11.3 случајните променливи X  и Y  се независно распределени, 

па од последица 11.11 следува дека  

( ) ( ) ( ) 0,75 0,5 0,375E XY E X E Y   .  

 

11.14. Последица. Ако 1 2,X X  се независни дискретни случајни променливи 

и 1 2( ), ( )g x g x  се произволни функции, тогаш случајните променливи 1 1 1( ),Y g X  

2 2 2( )Y g X  се независни.  
 

Доказ. Нека 1 2( ), ( )f y f y  се функции такви што | ( ( )) | , 1,2i iE f Y i   . 

Имаме  

( ) ( ( )) ( ), 1,2i i i i i iif Y f g X f X i    

и притоа важи  

| ( ( )) | | ( ( )) | , 1,2i i iiE f X E f Y i    . 

Но, случајните променливи 1 2,X X  се независни, па од теорема 15 следува  

1 1 2 2 1 21 2

1 21 2

1 1 2 2

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( )),

E f Y f Y E f X f X

E f X E f X

E f Y E f Y







 

што повторно според теорема 11.9 значи дека случајните променливи 1 2,Y Y  се 

независни.  

 

11.15. Забелешка. Аналогно како во последица 11.4, ако се земе предвид 

забелешка 11.10 може да се докаже следново тврдење.  
 

Ако 1 2, ,..., nX X X  се независни во целина дискретни случајни променливи 

и 1 2( ), ( ),..., ( )ng x g x g x  се произволни функции, тогаш случајните промен-

ливи 1 1 1 2 2 2( ), ( ),..., ( )n n nY g X Y g X Y g X    се независни во целина.  
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11.16. Теорема Ако X  и Y  се независно распределени случајни промен-

ливи со дисперзии ( )D X  и ( )D Y , тогаш ( ) ( ) ( )D X Y D X D Y   . 
 

Доказ. Бидејќи X  и Y  се независно распределени случајни променливи од 

последица 11.11 следува ( ) ( ) ( )E XY E X E Y . За дисперзијата на збирот X Y  

имаме:  
 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) [ ( )] ( 2 ) [ ( ) ( )]

( ) 2 ( ) ( ) [ ( )] [ ( )] 2 ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ( )] 2 ( ) ( )

( ) [ ( )] ( ) [ ( )] ( ) ( )

D X Y E X Y E X Y E X XY Y E X E Y

E X E XY E Y E X E Y E X E Y

E X E X E Y E Y E X E Y E X E Y

E X E X E Y E Y D X D Y

         

     

     

     

 

 

што и требаше да се докаже.  

 

11.17. Пример. Ќе ја пресметаме дисперзијата на збирот X Y  на случај-

ните променливи X  и Y  од пример 11.3. Во пример 11.13 најдовме ( ) 0,75E X   

и ( ) 0,5E Y  . Понатаму,  
 

2 2 2 2( ) 0 0,50 1 0,25 2 0,25 1,25E X      и 2 2 2( ) 0 0,50 1 0,50 0,50E Y    , 
 

па затоа  
2 2 2( ) ( ) [ ( )] 1,25 0,75 0,6875D X E X E X      и  

2 2 2( ) ( ) [ ( )] 0,50 0,50 0,25D Y E Y E Y     .  
 

Конечно, во пример 11.3 докажавме дека овие случајни променливи се независно 

распределени, па од теорема 11.16 добиваме  
 

( ) ( ) ( ) 0,6875 0,25 0,9375D X Y D X D Y      .  

 

11.18. Забелешка. Од теорема 11.16 и принципот на математичка индук-

ција следува дека, ако случајните променливи iX , 1,2,...,i n  се по парови неза-

висни, тогаш  
 

1 1

( ) ( )
n n

i i
i i

D X D X
 

  . 

 

11.19. Пример. Нека имаме настан A  за кој ( )P A p , 1, , 0p q p q    

и да ја разгледаме случајната променлива X  која има Бернулиева распределба со 

параметар p  зададена со следнава табела: 
 
 

ix  1 0 

( )iP x  p  q  
 
 

Математичкото очекување на оваа случајна променлива е  
 

( ) 1 0E X p q p    

и како  
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2 2 2( ) 1 0E X p q p   , 
 

за дисперзијата на истата добиваме  
 

2 2 2( ) ( ) [ ( )] (1 )D X E X E X p p p p pq       . 
 

Нека сега имаме независни случајни променливи iX X , 1,2,...,i n  и да ја 

разгледаме случајната променлива 
1

n

i
i

Y X


  , со која всушност е даден бројот на 

реализирањето на настанот A  во серија од n  независни експерименти, па затоа 

Y  има биномна распределба. Сега, бидејќи ( )iE X p , 1,2,...,i n  од последица 

5.14 следува дека  
 

1 1

( ) ( ) ( )
n n

i i
i i

E Y E X E X np
 

    , 

 

резултат, кој на доста покомплициран начин претходно го добивме. 
 

Понатаму, бидејќи случајните променливи iX X , 1,2,...,i n  се неза-

висни по парови и притоа важи  
 

( ) ( )iD X D X pq  , 1,2,...,i n  
 

од забелешка 11.18 добиваме  
 

1 1

( ) ( ) ( )
n n

i i
i i

D Y D X D X npq
 

    ,  

 

резултат, кој на доста покомплициран начин претходно го добивме.  

 

11.20. Теорема. Ако X  и Y  се независни случајни променливи, тогаш  
 

( ) ( ) ( )D XY D X D Y  .     (4) 
 

Доказ. Бидејќи случајните променливи X  и Y  се независни и  
 

2 2 2 2( ) ( ) , ( ) ( )E X EX E Y EY  , 

добиваме  
 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ),

D X D Y E X E Y E X E Y E Y E X E X E Y

E X E Y E X E Y E XY E XY D XY

        

      
 

 

што и требаше да се докаже.   

 

11.21. Забелешка. Ако случајните променливи X  и Y  се зависни, тогаш нера-

венството (4) не мора да важи. На пример, за распределбата  
 

1
2

{ 0, 0} { 1, 1} 0, { 1, 0} { 0, 1}P X Y P X Y P X Y P X Y             
 

важи 0XY  , па затоа ( ) 0D XY  , меѓутоа 1
16

( ) ( )D X D Y  .  
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12. УСЛОВНО МАТЕМАТИЧКО ОЧЕКУВАЊЕ   
 

12.1. Нека ( , )X Y  е дводимензионална дискретна случајна променлива ко-

ја прима вредности  

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jx y i n j m   

со веројатности  

( , ), 1,2,..., ,...; 1,2,..., ,...i jP x y i n j m  . 
 

При дадена вредност ix  на случајната променлива X  така што ( ) 0iP x   случај-

ната променлива Y  прима вредности jy , 1,2,..., ,...j m  со веројатности  
 

( , )

( )
( | )

i j

i

P x y

j i P x
P y x  , 1,2,..., ,...j m  

 

па затоа можеме да го пресметаме математичкото очекување на случајната про-

менлива Y  при зададена вредност iX x . Од дефиниција 3.5 следува:  
 

1
( )

( | ) ( | ) ( , )
i

i j j i j i jP x
j j

E Y X x y P y x y P x y    .  (1) 

 

Понатаму, можеме да сметаме дека ( | )iE Y X x  е вредност на случајна промен-

лива ( | )E Y X , која е функција од X  и која е еднаква на ( | )iE Y X x  при iX x . 

Од оваа случајна променлива можеме да пресметаме математичко очекување и 

како iX x  со веројатност ( )iP x  добиваме   
 

[ ( | )] ( | ) ( )i i
i

E E Y X E Y X x P x  .    (2) 

Така ја имаме следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Условно математичко очекување на случајната променли-

ва Y  при зададена вредност iX x  ја нарекуваме величината ( | )iE Y X x  зада-

дена со формулата (1). Случајната променлива ( | )E Y X  ја нарекуваме условно 

математичко очекување при зададено X .  

 

12.2. Теорема. Нека ,X Y  и Z  се случајни променливи кои имаат мате-

матичко очекување и ,a bR . Тогаш  
 

а) Ако :g R R  и за случајната променлива ( )g Y  постои математичко-

то очекување, тогаш [ ( ( ) | )] ( ( ))E E g Y X E g Y ,  

б) ( | )E C X C , за секој CR ,  

в) [ ( | )] ( )E XE Y X E XY . 

г) ( | ) ( | ) ( | )E aX bY Z aE X Z bE Y Z   ,  

д) Ако 1 2, :g g R R  и за случајната променлива 1( )g Y  постои матема-

тичкото очекување, тогаш 1 2 2 1( ( ) ( ) | ) ( ) ( ( ) | )E g Y g X X g X E g Y X ,  

ѓ) Ако :g R R  и за случајната променлива ( )g X  постои математичко-

то очекување, тогаш ( ( ) | ) ( )E g X X g X  
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Доказ. а) Ако во равенството (2) од (1) ги замениме вредностите за 

( ( ) | )iE g Y X x  добиваме  
 

[ ( ( ) | )] ( ( ) | ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ( )).

i i j i j
i i j

j i j j j
j i j

E E g Y X E g Y X x P x g y P x y

g y P x y g y P y E g Y

  

  

 

  
 

 

б) Нека CR . Ако ставиме Y C , тогаш { | } 1iP Y C X x   , па затоа 

од (1) следува  

( | ) { | }i iE C X x C P Y C X x C      , 
 

што значи ( | )E C X C .  
 

в) Имаме  
 

1
( )

[ ( | )] ( | ) ( )

[ ( , )] ( )

( , )] ( ).

i

i i i
i

i j i j iP x
i j

i j i j
i j

E XE Y X x E Y X x P x

x y P x y P x

x y P x y E XY

 



 



 



 

 

г) Ако искористиме дека  
 

( , ) { , }

{ , , }

{ , } ( , ),

i j k i j k
j j

i j k
j

i k i k

P ax by z P aX bY ax by Z z

P X x Y y Z z

P X x Z z P x z

     

   

   

 

  

 

( , ) { , }

{ , , }

{ , } ( , ),

i j k i j k
i i

i j k
i

j k j k

P ax by z P aX bY ax by Z z

P X x Y y Z z

P Y y Z z P y z

     

   

   

 

  

 

тогаш од равенството (1) следува  
 

1
( )

( ) ( )

( ) ( )

( | ) ( ) ( | )

( ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( | ) ( | ),

k

k k

k k

k i j i j k
i j

i j i j kP z
i j

a b
i i j k j i j kP z P z

i j j i

a b
i i k j j kP z P z

i j

k k

E aX bY Z z ax by P ax by z

ax by P ax by z

x P ax by z y P ax by z

x P x z y P y z

aE X Z z bE Y Z z

    

  

   

 

   





   

 

 

што значи дека  

( | ) ( | ) ( | )E aX bY Z aE X Z bE Y Z   .  

д) Ако земеме предвид дека  
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{ | }, ,
{ , | }

0, ,

k i
j k i

P Y y X x j i
P X x Y y X x

j i

  
    


 

добиваме  
 

1 2 1 2

1 2

2 1

2 1

( ( ) ( ) | ) ( ) ( ) { , | }

( ) ( ) { | }

( ) ( ) { | }

( ) ( ( ) | ),

i k j j k i
k j

k i k i
k

i k k i
k

i i

E g Y g X X x g y g x P X x Y y X x

g y g x P Y y X x

g x g y P Y y X x

g x E g Y X x

    

  

  

 







 

што значи  

1 2 2 1( ( ) ( ) | ) ( ) ( ( ) | )E g Y g X X g X E g Y X . 
 

ѓ) Ако во тврдењето под г) ставиме 1( ) 1g Y   и 2( ) ( )g X g X  и го 

искористиме тврдењето под б) добиваме  
 

( ( ) | ) (1 ( ) | ) ( ) (1| ) ( ) 1 ( )E g X X E g X X g X E X g X g X      . ♦ 

 

12.3. Последица. Ако X  и Y  се случајни променливи кои имаат матема-

тичко очекување, тогаш [ ( | )] ( )E E Y X E Y .  
 

Доказ. a) Непосредно следува од теорема 12.2 а) применета на функци-

јата  ( )g y y .  

 

12.4. Пример. а) Случајната променлива X  има геометриска распределба  
 

( ) (1 ) , 0,1,2,...; 0 1kP k p p k p      
 

За случајната променлива Y  важи  
 

1, ако  е непарен број, 

1, ако  е парен број,

X
Y

X


 


 

па затоа  

 

2 1
1

0

{ 1} (1 )k

p
k

P Y p p





     и 
2 1

1
0

{ 1} (1 )
pk

p
k

P Y p p







     . 

 

Ако ја искористиме формулата (1) добиваме  
 

2

2

22 2 2 2 11
{ 1} 1

1 0

( | 1) 2 (1 ) 2(1 ) ( )
pk k

P Y p
k k

E X Y k p p p p k p
 



 
 

        

 

и  
 

2

2

12 1 2 21
{ 1} 1

0 0

( | 1) (2 1)(1 ) (1 ) (2 1)
pk k

P Y p
k k

E X Y k p p p k p
 



 
 

          . 

 

Конечно, од формулата (2) добиваме  
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2 2 2

2 2 2

2 1 (1 2 )1
1 1 11 1 (1 ) (1 )

[ ( | )] ( | ) ( )
p p p p p p p

i i p p pp p p p
i

E E X Y E X Y y Q y
  

     
      . 

 

б) (Равенство на Валд). Нека , 1,2,..., ,...iX i n  се дискретни случајни 

променливи со еднакви математички очекувања ( )iE X , а Y  е независна од нив 

случајна променлива, која прима само цели ненегативни вредности. Нека YZ  е 

случаен збир на случајните променливи , 1,2,..., ,...iX i n , т.е.  
 

1 2 ...Y YZ X X X    , ако 1Y   и 0YZ  , ако 0Y  . 
 

Ќе го определиме математичкото очекување на случајната променлива YZ .  
 

За секој Y k  имаме  
 

1 2

1 2

( | ) ( ... )

( ) ( ) ... ( ) ( ),

Y k

k i

E Z Y k E X X X

E X E X E X kE X

    

    
 

 

што значи дека ( | ) ( )Y iE Z Y Y E X  . Конечно, од последното равенство и од по-

следица 12.3 следува дека  

   ( ) ( ( | )) ( ) ( )Y Y iE Z E E Z Y E Y E X  . ♦ 

 

12.5. Пример. Во Гајгер-Милеровиот бројач доспева поток на космички 

честички. Бројот 1X  на честичките кои доспеваат во бројачот во текот на време 

0t   има Пуасонова распределба ( )atP , каде 0a   е константа, т.е.  
 

( )
1 !

{ } , 0,1,2,3,...
nat at

n
P X n e n   . 

 

Секоја честичка независно од другите може да биде регистрирана од бројачот со 

веројатност , 0 1p p  . Со 2X  да го означиме бројот на честичките кои ќе бидат 

регистрирани за време t . Ќе ја определиме условната распределба на случајната 

променлива 1X  при услов дека 2X k , а исто така и условното математичко 

очекување на 1X  при услов 2X k .  
 

Јасно, со веројатност 1 важи 1 2X X . Затоа  
 

1 2{ | } 0P X n X k   , ако n k . 

Нека n k . Имаме  

1 2

2

{ , }
1 2 { }

{ | }
P X n X k

P X k
P X n X k

 


   . 

 

Настанот 1 2{ , }X n X k   означува дека во бројачот доспеале n  честички и од 

нив k  се регистрирани, па затоа  
 

( ) 1
1 2 ! !( )!

{ , } ( ) ( )
nat pat k k n k n at k

nn k n k q
P X n X k e C p q atq e  


    ,  1q p  . 

 

Понатаму, од формулата за полна веројатност добиваме 
 

( ) ( )
2 1 2 !( )! !

{ } { , } ( ) , 0
i katq p atpat k atp

k i k q k
i k i k

P X k P X i X k e e k
 

 


 

        . 
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Оттука  

1 2

2

{ , } ( )
1 2 { } ( )!

{ | } ,
n kP X n X k atqatq

P X k n k
P X n X k e n k

  

 
     . 

 

Со аналогни пресметувања наоѓаме  
 

( ) ( )( ) ( )
1 2 ( )! ( )! ( )!

( | )

.

n k n k n kn atq n k atq atqatq atq atq

n k n k n k
n k n k n k

atq atq atq atq

E X X k e e e k

atqe e ke e atq k

    
  

  
  

 

   

   

  
 

 

Сега да ја разгледаме случајната променлива 3 1 2X X X  . Според тоа,  
 

3 2 1 2 2 1 2 2 2( | ) ( | ) ( | ) ( | )E X X k E X X X k E X X k E X X k         

atq k k atq    .   

 

12.6. Теорема. Ако случајните променливи X  и Y  се независни, тогаш  
 

( | ) ( )E Y X E Y . 
 

Доказ. Од независноста на случајните променливи X  и Y  и од равен-

ството (1) добиваме дека за секоја вредност ix  на случајната променлива X  важи   
 

1 1
( ) ( )

( | ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
i i

i j i j j i j j jP x P x
j j j

E Y X x y P x y y P x Q y y Q y E Y       ,  

што значи дека ( | ) ( )E Y X E Y . ♦ 

 

12.7. Пример. а)  Нека X  и Y  се независни случајни променливи со Бер-

нулиева распределба со параметар p . Од теоремите 12.2 и 12.6 и од пример 11.19 

следува  

( | ) ( | ) ( | ) ( )E X Y Y E X Y E Y Y E X Y p Y       . 
 

б) Нека X  и Y  се независни еднакво распределени случајни променливи 

кои примаат вредности на множеството {1,2,..., }m . Тогаш за 1 k m   и 

2 2i m   имаме  
 

{ , } { , } { } { }

{ } { } { }

{ } { } { , } { , }

{ } { } { }

{ | }

{ | },

P X k X Y i P X k Y i k P X k P Y i k

P X Y i P X Y i P X Y i

P Y k P X i k P Y k X i k P Y k X Y i

P X Y i P X Y i P X Y i

P X k X Y i

P Y k X Y i

        

     

        

     

     

  

   

 

од што следува ( | ) ( | )E X X Y E Y X Y   . Според тоа,  
 

2 ( | ) ( | ) ( | ) ( | )E X X Y E X X Y E Y X Y E X Y X Y X Y           
 

па затоа  

2
( | ) X YE X X Y   .  

 

12.8. Пример. а) Нека се 1 2, ,..., , 1nX X X n   независни случајни промен-

ливи со Бернулиева распределба со параметар p . Ќе го определиме условното 

математичко очекување  
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1
1

( | )
n

i
i

E X X


 . 

 

Имаме  
 

1 1
1 2

1 1

1 1 1
1 1 1

( 1, ) ( 1, 1)

1
1 ( ) ( )

( | ) 1 ( 1| ) 0 ( 0 | )

( 1| )

n n

i i
i i

n n

i i
i i

n n n

i i i
i i i

P X X k P X X kn

i
i P X k P X k

E X X k P X X k P X X k

P X X k  

 

  

    

  

        

 
    

 

  



 

1 1 1
2 1

1

1

( 1) ( 1)
(1 )

(1 )
( )

,

n

i k k n k
i n

n k k n k
n

i
i

P X P X k
pC p p k

nC p p
P X k

  
 






  






  



 

 

што значи дека 1
1

1 1

( | )
n n

i in
i i

E X X X
 

  .  

 

б) Нека се 1 2, ,..., , 1nX X X n   независни и еднакво распределени слу-

чајни променливи такви што (| |)iE X   , 1,2,...,i n . Ставаме 1

1

n

in
i

X X


  . Ќе 

докажеме дека ( | )iE X X X , за 1,2,...,i n .   
 

Случајните променливи 1 2, ,..., , 1nX X X n   се независни и еднакво рас-

пределени, па затоа ( | ) ( | )i jE X X E X X , за секои , 1,2,...,i j n . Според тоа,  
  

1 1

1 1

( | ) ( | ) ( | ) ( | )
n n

i i in n
i i

E X X E X X E X X E X X X
 

     , за 1,2,...,i n . ♦ 

 

12.9. Дефиниција. Ако X  и Y  се дискретни случајни променливи за кои 

постојат ( ), ( )E X E Y  и 2( )E Y , тогаш условна дисперзија на Y  при услов X   е 

случајната променлива   
 

2( | ) (( ( | )) | )D Y X E Y E Y X X  . 

 

12.10. Пример. Нека iX , 1,2,...,i N  се независни случајни променливи 

со Пуасонови распределби ( ), 1,2,...,ia i NP . Најдете го математичкото очекува-

ње и дисперзијата на случајната променлива  
 

1 1( ... ) | ... ,k NX X X X n k N       
 

Решение. Нека X  и Y  се независни случајни променливи со Пуасонови 

распределби ( )aP  и ( )bP , соодветно. Тогаш, од пример 11.8 б) следува дека 

случајната променлива X Y  има Пуасонова распределба ( )a bP . Ќе ја најдеме 

распределбата на случајната променлива |X X Y . Имаме  
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! ( )!

( ) ( )

!

{ , }{ , } { } { }

{ } { } { }
{ | }

( ) ( ) ,

m n ma ba b
m n m

na b a b

n

P X m Y n mP X m X Y n P X m P Y n m

P X Y n P X Y n P X Y n

e e
m m n ma b
n a b a b

e

P X m X Y n

C

 



  

       

     



 

     

 

 

 

каде 0,1,2,..., 0,1,2,...,n m n  . Според тоа, |X X Y  има биномна распределба 

{ , }a
a b

B n


.  
 

Ако сега ставиме 1 1... , ... ,k k NX X X Y X X k N       , тогаш спо-

ред пример 11.8 б) случајните променливи X  и Y  имааат Пуасонови распределби 

1

( )
k

i
i

a


P  и 
1

( )
N

i
i k

a
 

P , па од претходно изнесеното следува дека случајната про-

менлива 1 1( ... ) | ...k NX X X X n      има биномна распределба 1

1

...

...
{ , }k

N

a a

a a
B n

 

 
. 

Конечно  

1

1

...
1 1 ...

(( ... ) | ... ) k

N

a a
k N a a

E X X X X n n
 

 
      ,  

1 1

1 1

... ...
1 1 ... ...

(( ... ) | ... ) (1 )k k

N N

a a a a
k N a a a a

D X X X X n n
   

   
        

1 1

2
1

( ... )( ... )

( ... )

k k N

N

a a a a

a a
n    

 
 .   

 

12.11. Теорема. Ако X  и Y  се дискретни случајни променливи за кои 

постојат ( ), ( )E X E Y  и 2( )E Y , тогаш  

а) 2 2( | ) ( | ) [ ( | )]D Y X E Y X E Y X  ,  

б) ( ) [ ( | )] [ ( | )]D Y E D Y X D E Y X  . 
 

Доказ. а) Од теорема 12.2 и фактот дека ( | )E Y X  и 2[ ( | )]E Y X  се функ-

ции од X  следува  
 

2 2 2

2 2

2 2

2 2

( | ) (( ( | )) | ) (( 2 ( | ) [ ( | )] ) | )

( | ) 2 ( ( | ) | ) ([ ( | )] | )

( | ) 2 ( | ) ( | ) [ ( | )]

( | ) [ ( | )] .

D Y X E Y E Y X X E Y YE Y X E Y X X

E Y X E YE Y X X E E Y X X

E Y X E Y X E Y X E Y X

E Y X E Y X

    

  

  

 

 

б) Од тврдењето под а), теорема 12.2 а) за 2( )g y y  и последица 8 не-

посредно следува  
 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

[ ( | )] [ ( | )] {[ ( | )] } ( ) {[ ( | )] }

( ) [ ( )] {[ ( | )] } [ ( )]

( ) {[ ( | )] } { [ ( | )]}

( ) [ ( | )],

E D Y X E E Y X E E Y X E Y E E Y X

E Y E Y E E Y X E Y

D Y E E Y X E E Y X

D Y D E Y X

   

   

  

 

 

кое е еквивалентно со равенството (3).  
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13. КОЕФИЦИЕНТ НА КОРЕЛАЦИЈА  
 

13.1. Дефиниција. Нека X  и Y  се дискретни случајни променливи со 

конечни и позитивни дисперзии. Коваријанса на случајните променливи X  и Y  

го нарекуваме бројот  
 

cov( , ) ( ) ( ) ( )X Y E XY E X E Y  .    (1) 
 

Коефициент на корелација на случајните променливи X  и Y  го нарекуваме бро-

јот  
 

cov( , )

( ) ( )
( , )

X Y

D X D Y
X Y  .     (2) 

 

13.2. Теорема. Ако случајните променливи X  и Y  се независни, тогаш  
 

cov( , ) 0X Y   и ( , ) 0X Y  . 
 

Доказ. Ако случајните променливи X  и Y  се независни, тогаш од после-

дица 11.11 следува  
 

( ) ( ) ( )E XY E X E Y , 
 

па од равенството (1) добиваме  
 

cov( , ) ( ) ( ) ( ) 0X Y E XY E X E Y   ,  
 

и со замена во равенството (2) добиваме  
 

cov( , )

( ) ( )
( , ) 0

X Y

D X D Y
X Y   .  

 

13.3. Обратното тврдење на теоремата 13.2 не важи, што може да се види 

од следниов пример.  

 

Пример. Нека X  е случајна променлива таква што секоја од вредностите 

2, 1,1,2   ја прима со веројатност 1
4

 и нека 2Y X . Тогаш, случајната промен-

лива Y  секоја од вредностите 1 и 4 ја прима со веројатност 1
2

, а случајната про-

менлива 3XY X  секоја од вредностите 8, 1,1,8   ја прима со веројатност 1
4

. За 

математичките очекувања на овие случајни променливи имаме  
 

5
2

( ) 0, ( )E X E Y   и ( ) 0E XY  , 

па затоа  

cov( , ) ( , ) 0X Y X Y  .  

Меѓутоа,  
 

1 1 1
4 4 2

{ 1, 1} { 1} { 1} { 1}P X Y P X P X P Y            
 

што значи дека случајните променливи X  и Y  се зависни.   

 

13.4. Дефиниција. За случајните променливи X  и Y  ќе велиме дека се 

некорелирани ако ( , ) 0X Y  .  
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13.5. Последица. Ако случајните променливи X  и Y  се независни, то-

гаш тие се некорелирани.  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 13.2.  

 

13.6. Пример. За случајните променливи X  и Y  зададени со табелата  
 

 

\Y X  -1 0 1 

-2 3
40

 7
40

 0 

-1 1
40

 4
40

 2
40

 

1 5
40

 1
40

 8
40

 

2 2
40

 1
40

 6
40

 
 

 

ќе го пресметаме коефициентот на корелација ( , )X Y .  
 

Маргиналните распределби на случајните променливи X  и Y  се дадени 

во следниве табели  
 

 

iX x  -1 0 1  iY y  -2 -1 1 2 

( )iP x  11
40

 13
40

 16
40

  ( )iP y  10
40

 7
40

 14
40

 9
40

 
 
 

Понатаму, случајната променлива XY  може да ги прима вредностите  
 

( 1) ( 2) 1 2 2    , 1 ( 2) ( 1) 2 2     ,  

( 2) 0 ( 1) 0 1 0 2 0 0      ,  

( 1) ( 1) 11 1     и 1 ( 1) 1 ( 1) 1      
 

и тоа со веројатности:  
 

2 2
40 40

( 2) ( 1, 2) ( 1, 2) 0P XY P X Y P X Y             , 

5 72
40 40 40

( 1) ( 1, 1) ( 1, 1)P XY P X Y P X Y             , 

7 134 1 1
40 40 40 40 40

( 0) ( 0, 2) ( 0, 1) ( 0, 1) ( 0, 2)

,

P XY P X Y P X Y P X Y P X Y              

    
 

8 91
40 40 40

( 1) ( 1, 1) ( 1, 1)P XY P X Y P X Y             

3 6 9
40 40 40

( 2) ( 1, 2) ( 1, 2)P XY P X Y P X Y             
 

па затоа нејзината распределба е дадена во табелата  
 

 

XY  -2 -1 0 1 2 

XYp  2
40

 7
40

 13
40

 9
40

 9
40

 
 
 

Понатаму,  
13 16 511 1

40 40 40 40 8
( ) 1 0 1E X       ,  

2 2 2 213 16 2711
40 40 40 40

( ) ( 1) 0 1E X      ,  
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2 2 27 1 211
40 64 320

( ) ( ) [ ( )]D X E X E X     ,  

10 7 9 514 1
40 40 40 40 40 8

( ) 2 ( 1) 1 2E Y         ,  

2 2 2 2 210 7 9 9714
40 40 40 40 40

( ) ( 2) ( 1) 1 2E Y        ,  

2 2 97 7711
40 64 320

( ) ( ) [ ( )]D Y E Y E Y      и  

7 13 9 9 162 2
40 40 40 40 40 40 5

( ) 2 ( 1) 0 1 2E XY          .  

Според тоа,  
1232 1

5 64 320
cov( , ) ( ) ( ) ( )X Y E XY E X E Y     , 

па затоа  
123 123
320 320

211 771771211
320 320 320

cov( , ) 123

( ) ( ) 162681
( , ) 0,3

X Y

D X D Y
X Y      . 

 

Бидејќи коефициентот на корелација на случајните променливи X  и Y  е 

различен од нула заклучуваме дека тие не се независно распределени. Имено, ако 

тие беа независно распределени, тогаш според теорема 13.2 коефициентот на ко-

релација требаше да биде еднаков на нула. Потврда за нашиот заклучок е и нера-

венството  
 

3 1011
40 40 40

( 1, 2) ( 1) ( 2)P X Y P X P Y           .  

 

13.7. Теорема.  Ако X  и Y  се случајни променливи со конечни диспер-

зии и ,a bR , тогаш  
 

cov( , ) cov( , )X a Y b X Y    и ( , ) ( , )X a Y b X Y    . 
 

Доказ. Имаме:  
 

cov( , ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

cov( , ).

X a Y b E X a Y b E X a E Y b

E XY aY bX ab E X a E Y b

E XY aE Y bE X ab E X E Y aE Y bE X ab

X Y

       

      

       



 

 

Понатаму, од претходно изнесеното и од теорема 6.4 б) следува  
 

cov( , ) cov( , )

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( , )

X a Y b X Y

D X a D Y b D X D Y
X a Y b X Y 

 

 
     .  

 

13.8. Теорема. Нека X  и Y  се дискретни случајни променливи. За коефици-

ентот на корелација на овие случајни променливи важи неравенството | ( , ) | 1X Y  . 

Притоа равенството | ( , ) | 1X Y   важи ако и само ако зависноста на случајните 

променливи X  и Y  е линеарна.  
 

Доказ. За случајните променливи 
( ) ( )

1 1
( ) ( )

,
X E X Y E Y

D X D Y
X Y

 
   важи  

 

1 1( ) ( ) 0E X E Y  , 1 1( ) ( ) 1D X D Y   и 1 1( , ) cov( , )X Y X Y  . 
 

Понатаму, добиваме  
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2 2
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

( ) ( ) [ ( )]

( ) 2 ( ) ( ) [ ( )] 2 ( ) ( ) [ ( )]

( ) 2cov( , ) ( )

2[1 cov( , )] 2[1 ( , )]

D X Y E X Y E X Y

E X E X Y E Y E X E X E Y E Y

D X X Y D Y

X Y X Y

    

    

  

   

 

 

од каде заради ненегативноста на дисперзијата добиваме | ( , ) | 1X Y  . Равен-

ството ( , ) 1X Y   важи ако и само ако 1 1( ) 0D X Y  , т.е. ако и само ако 

1 1 constX Y  . Равенството ( , ) 1X Y    важи ако и само ако 1 1( ) 0D X Y  , т.е. 

ако и само ако 1 1 constX Y  . Јасно и во двата случаи зависноста меѓу случајните 

променливи X  и Y  е линеарна и притоа важи  
 

( ) ( )

( ) ( )
const

X E X Y E Y

D X D Y

 
  .  

 

13.9. Теорема. За секои случајни променливи 1 2, ,..., nX X X  важи  
 

1 2
1 1

( ... ) ( ) 2 cov( , )
n

n i i j
i i j n

D X X X D X X X
   

      . 

 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме за две случајни променливи. Општиот 

случај се докажува аналогно.  
 

Нека се дадени случајните променливи 1X  и 2X . Тогаш,  
 

2
1 2 1 1 2 2

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2

( ) (( ( )) ( ( )))

( ( )) ( ( )) 2 ( ( ))( ( ))

( ) ( ) 2cov( , )

D X X E X E X X E X

E X E X E X E X E X E X X E X

D X D X X X

    

      

  

 

 

што и требаше да се докаже.   

 

13.10. Пример. Случајните променливи 1 2, ,..., nX X X  имаат еднакви не-

нулти дисперзии и по парови еднакви коефициенти на корелација  
 

( , )i jX X a  , за i j . 

Докажете дека  
 

1
1 n

a


 . 
 

Решение. Нека  
 

2( )iD X s , за 1,2,...,i n . 

Од условот следува  
 

2cov( , ) ( , ) ( ) ( )i j i j i jX X X X D X D X as    , за i j .  
 

Сега од теорема 13.7 добиваме:  
 

2 2
1 2

1 1

0 ( ... ) ( ) 2 cov( , ) ( 1)
n

n i i j
i i j n

D X X X D X X X ns n n s a
   

          , 
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и ако поделиме со 2 0s  , добиваме неравенство кое е еквивалентно со бараното 

неравенство.  

 

13.11. Теорема. Коваријансата на случајните променливи  
 

1 1 2 2 ... n nZ a X a X a X      и  
 

1 1 2 2 ... n nV b X b X b X    , 
 

каде 1 2, ,..., nX X X  се независни и еднакво распределени случајни променливи со 

ненулта дисперзија е еднаква на нула ако и само ако 
1

0
n

i i
i

a b


 .  

 

Доказ. Нека претпоставиме дека независните случајни променливи ,iX  

1,2,..,i n  се еднакво распределени, т.е. дека  
 

2( ) , ( )i iE X a D X   , за 1,2,...,i n . 
 

За случајните променливи  
 

1 1 2 2 ... n nZ a X a X a X     

1 1 2 2 ... n nV b X b X b X    .  
 

имаме  

1

( )
n

i
i

E Z a a


   и 
1

( )
n

i
i

E V a b


  . 

Затоа важи:  
 

1 1 1 1

1 1

2

1 ,

cov( , ) [( ( ))( ( ))]

[( )( )]

[( ( ))( ( ))]

( ) [( )( )]

n n n n

i i i i i i
i i i i

n n

i i i i
i i

n n

i i i i j i j
i i j

i j

Z V E Z E Z V E V

E a X a a b X a b

E a X a b X a

a b E X a a b E X a X a

   

 




  

  

  

    

   

 

 

 

 

 

Понатаму, бидејќи случајните променливи 1 2, ,..., nX X X  се независни, добиваме 

дека и случајните променливи 1 2, ,..., nX a X a X a    се независни, па затоа  
 

[( )( )] ( ) ( ) 0 0 0i j i jE X a X a E X a E X a        ,  
 

за i j . Затоа,  
 

2

1

2 2

1 1

cov( , ) [( ( ))( ( ))] ( )

,

n

i i i
i

n n

i i i i
i i

Z V E Z E Z V E V a b E X a

a b a b 
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и како 2 0   добиваме дека cov( , ) 0Z V   ако и само ако 
1

0
n

i i
i

a b


 .  

 

13.12. Воведените термини и добиените резултати од оваа точка допушта-

ат геометриска интерпретација во терминологијата на бесконечнодимензионални-

те Евклидски простори.  

 

Да го разгледаме множеството L  од сите дискретни случајни промен-

ливи ( )X    определени на еден ист простор на елементарни настани  , такви 

што ( ) 0E X   и ( )D X   . Не е тешко да се провери, дека ова множество во од-

нос на операциите собирање на функции и множење на функција со реален број е 

векторски простор. Елементите на овој векторски простор се случајни промен-

ливи, кои согласно усвоената терминологија ги нарекуваме вектори. Во овој про-

стор дефинираме ( , ) :X Y  L L R  функција со:  
 

( , ) ( ) XYX Y E XY   .    (3) 
 

Претходно докажавме дека | ( , ) | 1X Y   и како  
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) XYE XY

D X D Y D X D Y
X Y


    

добиваме  

| ( , ) | | | ( ) ( )XYX Y D X D Y  , 
 

што значи дека функцијата ( , )X Y  е добро дефинирана, т.е. ( , )X Y  постои за секој 

пар случајни променливи X  и Y  кои припаѓаат на нашиот простор. Понатаму, од 

претходните разгледувања, ако се земе предвид дека ( ) 0E X   за секоја случајна 

променлива X L , следува дека  
 

1) ( , ) ( , ),X Y Y X  за секои ,X Y L ;  

2) ( , ) ( , ),Y X X Y   за секои ,X Y L и за секој R ; 

3) ( , ) ( , ) ( , ),X Y Z X Y Y Z    за секои , ,X Y ZL ; и  

4) ( , ) 0X X  , за секој X L  и ( , ) 0X X   ако и само ако 0X  ,   
 

што значи дека со (3) е дефиниран скаларен производ на просторот L , односно 

дека L  е Евклидски простор.  
 

Користејќи ги својствата на скаларниот производ добиваме дека  
 

2|| || ( , ) ( ) ( ) XX X X E X D X      
 

е норма на просторот L , а  
 

2( ) ( )d X Y E X Y    
 

е растојание во просторот L . Сега, ако се има предвид дека за секои ,X Y L  

важи  
 

( , ) ( )

|| || || || ( ) ( )
cos ( , ) ( , )

X Y E XY

X Y D X D Y
X Y X Y


   , 
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добиваме дека коефициентот на корелација меѓу случајните променливи X  и Y  

всушност е еднаков на косинусот од аголот меѓу векторите ,X Y L . Јасно, ако 

( , ) 1X Y   , тогаш cos ( , ) 1X Y   , што значи дека ( , ) 0X Y   или  , т.е. 

векторите  векторите X  и Y  се колинеарни. Последното значи дека X aY , за 

некој aR , што значи дека зависноста на случајните променливи X  и Y  е 

линеарна, резултат кој го добивме претходно. Понатаму, ако се земе предвид дека 

| cos ( , ) | 1X Y  , го добиваме неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц  
 

| ( , ) | || || || ||X Y X Y  .    (4) 
 

Последното укажува дека доказот на неравенството | ( , ) | 1X Y   може да се реали-

зира на потполно аналоген начин како и доказот на неравенството (4). Притоа за секој 

tR  имаме  
 

2 20 [( ( )) ( ( )] ( ) 2 cov( , ) ( )E X E X t Y E Y D X t X Y t D Y       , 
 

што значи дека квадратниот трином на десната страна на последното неравенство 

е ненегативен за секој tR , од што следува дека неговата дискриминанта е 

непозитивна, т.е.  
 

2[cov( , )] ( ) ( ) 0X Y D X D Y  ,  
 

односно  
 

| cov( , ) | ( ) ( )X Y D X D Y  или 
|cov( , )|

( ) ( )
| ( , ) | 1

X Y

D X D Y
X Y   . 

 

Конечно, некорелираноста на случајните променливи X  и Y  значи ( , ) 0X Y  , 

т.е. cos ( , ) 0X Y  , што значи 
2

( , )X Y  , па затоа од независноста на X  и Y  

следува нивната ортогоналност како вектори во Евклидскиот простор L .  

 

 

 

14. СРЕДНОКВАДРАТНА РЕГРЕСИЈА.  

ЛИНЕАРНА РЕГРЕСИЈА  
 

14.1. Нека ( , )X Y  е дводимензионална дискретна случајна променлива, на 

пример X  и Y  се броевите на возилата кои минуваат низ две последователни 

раскрсници на една сообраќајница. Во многу случаи од особена важност е едната слу-

чајна променлива, на пример Y , да се изрази како функција ( )g X  од другата слу-

чајна променлива. Претставувањето ( )Y g X , по правило, не е можно, па затоа ја 

разгледуваме задачата за можно приближно претставување: ( )Y g X . Значи, меѓу 

сите функции ( )g X  од случајната променлива X  треба да ја најдеме онаа функција 

која најдобро ја апроксимира случајната променлива Y . Ќе го појасниме терминот 

најдобро ја апроксимира, бидејќи истиот може да се толкува на повеќе начини. Во 

нашите разгледувања под терминот најдобро ја апроксимира ќе ја подразбираме 

апроксимацијата по методот на најмали квадрати. Така ја имаме следнава дефиниција.  
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Дефиниција. Случајната променлива ( )g X  најдобра апроксимација на 

случајната променлива Y  во смисла на методот на најмали квадрати, ако 
2( ( ))E Y g X  прима минимална вредност. Притоа случајната променлива ( )g X  ја 

нарекуваме средноквадратна регресија на случајната променлива Y  по случајната 

променлива X .  

 

14.2. Теорема. Нека X  и Y  се дискретни случајни променливи. Тогаш за 

секоја случајна променлива Z , која е функција од  X , важи  
 

2 2( ) ( ( | ))E Y Z E Y E Y X   ,    (1) 
 

при што знак за равенство важи ако и само ако ( | )Z E Y X .  
 

Доказ. Имаме  
 

2 2

2 2

( ) ( ( | ) ( | ) )

( ( | )) ( ( | )) 2 [( ( | ))( ( | ))].

E Y Z E Y E Y X E Y X Z

E Y E Y X E Z E Y X E Y E Y X Z E Y X

    

      
 

 

Понатаму, бидејќи ( | )Z E Y X  е функција од X , прво од теорема 12.2 г), а потоа од 

теорема 12.2 в) и последица 12.3 следува  
 

[( ( | ))( ( | )) | ] ( ( | )) [( ( | )) | ]

( ( | ))[ ( | ) ( ( | ) | )]

( ( | ))[ ( | ) ( | )] 0.

E Y E Y X Z E Y X X Z E Y X E Y E Y X X

Z E Y X E Y X E E Y X X

Z E Y X E Y X E Y X

    

  

   

 

 

Сега, ако повторно ја примениме последица 12.3 и го искористиме претходното  ра-

венство добиваме  
 

[( ( | ))( ( | ))] { [( ( | ))( ( | )) | ]} (0) 0E Y E Y X Z E Y X E E Y E Y X Z E Y X X E       .  
 

Со замена во почетното равенство на доказот и примена на теорема 6.4 а) наоѓаме  
 

2 2 2 2( ) ( ( | )) ( ( | )) ( ( | ))E Y Z E Y E Y X E Z E Y X E Y E Y X       , 
 

т.е. важи (1) и знак за равенство важи ако и само ако 2( ( | )) 0E Z E Y X  , што 

значи ако и само ако ( | )Z E Y X .  

 

14.3. Забелешка. Според теорема 14.2 средноквадратната регресија на 

случајната променлива Y  по случајната променлива X  е еднаква на условното 

математичко очекување ( | )E Y X . Но, за да се најде ( | )E Y X  потребно е да се знае 

распределбата на дводимензионалната случајна променлива ( , )X Y , а познава-

њето на оваа распределба ни дава комплетна информација за случајните промен-

ливи X  и Y  и нивната врска. Затоа од интерес е да се бараат други апроксимации 

на случајната променлива Y  со помош на случајната променлива X , при што не 

се бара комплетно познавање на распределбата за ( , )X Y . Наједноставен е слу-

чајот на линеарна апроксимација, т.е. кога Y  се апроксимира со линеарна функ-

ција ( )Y g X X    , каде ,  R . Ако ги прифатиме ознаките 2 ( )X D X   

и 2 ( )Y D Y  , тогаш точна е следнава теорема.  
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14.3. Теорема. Нека X  и Y  се случајни променливи со конечни пози-

тивни дисперзии. Тогаш равенката на линеарната регресија на Y  по X   е 
 

( ) ( ( ))Y

X

Y E Y X E X



   .    (2) 

 

Доказ. Нека Y X   , каде ,  R  е равенката на линеарна регре-

сија Y  по X , при што параметрите   и   се такви што грешката на апроксима-

цијата 2[ ( )]E Y X    е најмала.  
 

Грешката на апроксимацијата е функција од параметрите   и  :  
 

2( , ) [ ( )]f E Y X      .    (3) 
 

Значи, треба да најдеме минимум од функцијата (3). Имаме  
 

2 2 2 2( , ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )f E Y E X E XY E Y E X             

и  

22 ( ) 2 ( ) 2 ( )
f

E X E XY E X


 



   , 2 2 ( ) 2 ( )

f
E Y E X


 




   , 

 

па ако замениме во системот 0, 0
f f

 

 

 
  , после кратко средување го добиваме 

системот  
 

2( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

E X E X E XY

E X E Y

 

 

  


 

 

 

чија детерминанта е 2 2 2( ) [ ( )] 0XE X E X    , што значи дека тој има единствено 

решение:  
 

0
Y

X




  , 0 ( ) ( )Y

X

E Y E X



   .    (4) 

 

Понатаму: 
2

2

22 ( )
f

E X





 , 

2

2
2

f






  и 

2

2 ( )
f

E X
 



 
 , т.е.  

 

2 2 2

2 2

2 2 2 2( ) 4{ ( ) [ ( )] } 4 0
f f f

XE X E X
  


  

  
     , 

што значи дека во точката (4) функцијата (3) има екстрем и како 
2

2
0

f






 , тој екстрем 

е минимум  
2 2

min 0 0( , ) (1 )Yf f       . 
 

Конечно, ако од (4) замениме во Y X    добиваме дека равенката на линеар-

ната регресија на Y  по X  е дадена со (2).  

 

14.4. Дефиниција. Изразот 2 2(1 )Y   го нарекуваме остаточна диспер-

зија на Y  по X , а 0
Y

X




   го нарекуваме коефициент на линеарна регресија на 

Y  по X .  
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14.5. Забелешка. а) Од теорема 14.3 следува дека остаточната дисперзија 

е мерка за големината на грешката која ја правиме при користење на приближното 

равенство 0 0Y X   .  
 

б) Случајната променлива  
 

1 ( ) ( ( ))Y

X

Y Y Y Y E Y X E X



       

ја нарекуваме остаток на случајната променлива Y  во однос на случајната 

променлива X . Ќе ја определиме коваријансата на 1Y  и X . Ако земеме предвид 

дека 1( ) 0E Y  , добиваме  

1

2

2

cov( , ) cov( , ( ) ( ( )))

(( ( ))( ( ) ( ( )))

(( ( ))( ( )) ( ( ))

cov( , ) cov( , ) 0.

Y

X

Y

X

Y

X

Y

X
X X Y

X Y X Y E Y X E X

E X E X Y E Y X E X

E X E X Y E Y E X E X

X Y X Y























   

   

    

    

    

 

Според тоа, остатокот 1Y  на случајната променлива Y  во однос на случајната 

променлива X  е некорелиран со случајната променлива X . Може да се докаже 

дека 2 2 2
1( ) (1 )YE Y    . Проверете!  

 

в) Претходно ја разгледавме линеарната регресија на Y  по X . Аналогно 

може да се разгледува линеарна регресија на X  по Y :  
 

( ) ( ( ))X

Y

X E X Y E Y



   ,   (5) 

при што коефициентот на линеарна регресија на X  по Y  е еднаков на X

Y




 , а 

остаточната дисперзија на X  по Y  е 2 2(1 )X  . Како што може да се види 

правите (2) и (5) минуваат низ точката ( ( ), ( ))E X E Y , но тие не се совпаѓаат, освен 

кога 1   . Но, во овој случај, согласно со теорема 14.3 зависноста на случајните 

променливи X  и Y  е линеарна. Понатаму, ако 0  , т.е. ако случајните промен-

ливи X  и Y  се некорелирани, тогаш правите (2) и (5) го добиваат видот ( )Y E Y  

и ( )X E X , соодветно.  

 

14.6. Пример. Нека X  и Y  се независни Бернулиеви случајни промен-

ливи со параметар 0,5p   и нека  
 

min{ , }Z X Y , max{ , }V X Y . 
 

Најдете го законот на распределба на случајниот вектор ( , )Z V , коефициентот 

( , )Z V  и равенките на линеарна регресија на Z  по V  и на V  по Z .  
 

Решение. Од независноста на случајните променливи X  и Y  следува 

дека законот на распределба на случајниот вектор ( , )Z V  е даден со  
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{( , ) (0,0)} { 0, 0} { 0} { 0} 0,25;

{( , ) (1,1)} 0,25;

{( , ) (0,1)} { 0, 1} { 1, 0} 0,25 0,25 0,5.

P Z V P X Y P X P Y

P Z V

P Z V P X Y P X Y

        

 

         

 

 

Понатаму, за коефициентот на корелација имаме  
 

3 3

4 4

( ) ( ) ( ) 0,25 0,25 0,75 1
3( ) ( )

( , )
E ZV E Z E V

D Z D V
Z V

   


   .  

 

Ако ја искористиме равенката (2) за равенката на линеарна регресија на 

Z  по V  добиваме 3Z V , а за равенката на линеарната регресија на V  по Z  

имаме 1 2
3 3

V Z  .   

 

14.7. Коментар. Како и кај корелацијата и овде воведените поими и до-

биените резултати можеме да ги интерпретираме геометриски. Ќе се ограничиме 

на разгледување на случајните променливи X  за кои ( ) 0E X   и ( )D X   . Ка-

ко што видовме во точка 13 множеството од овие случајни променливи е Евклид-

ски простор, кој го означивме со L .  
 

Нека X  и Y  се два вектори од просторот L , т.е. случајни променливи 

такви што  
 

( ) ( ) 0E X E Y  , 2( ) || ||D X X    и 2( ) || ||D Y Y   . 
 

Да ја разгледаме задачата за наоѓање проекција на 

векторот Y  врз векторот X , т.е. задачата за претста-

вување на векторот Y  во вид  
 

1Y X Y  ,  R ,  
 

каде 1Y X , цртеж 28. Ако двете страни на послед-

ното равенство скаларно ги помножиме со X  доби-

ваме  
 

2
1( , ) ( , ) ( , ) || ||X Y X X X Y X    , 

 

од каде наоѓаме  
 

2 2

( , ) ( , )

( )|| ||

X Y Y

XX

X Y E X Y

D XX

  


      , 

 

т.е. коефициентот   е еднаков на коефициентот на линеарната регресија на Y  по 

X . Јасно, векторот X  за најдената вредност на   е проекцијата на векторот 

Y  врз векторот X .  
 

Векторот 1
Y

X

Y Y X



   е ортогонален на векторот X , што значи дека 

меѓу векторите од видот Y X  векторот 1
Y

X

Y Y X



   има најмала должина, 

односно 2 2 2
1 1|| || ( ) ( )Y E Y E Y X    достигнува минимум за Y

X




  , резултат 

кој го добивме во теорема 29 при услов ( ) ( ) 0E X E Y  . Понатаму, ако ја земеме 
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во предвид претпоставката дека ( ) ( ) 0E X E Y   од претходно изнесеното следу-

ва точноста на следново тврдење:  
 

Линеарната регресија на Y  по X е еднаква на проекцијата на векторот 

Y  врз векторот X .  
 

Како што рековме векторот 1
Y

X

Y Y X



   е еднаков на разликата на 

векторот Y  и неговата проекција на векторот X  и како 1( ) ( ) 0E X E Y  , 1Y X  

добиваме 1 1 1cov( , ) ( ) ( , ) 0Y X E Y X Y X   , што всушност е само потврда на прет-

ходно докажаната некорелираност на случајните променливи X  и 1Y . Конечно, 

од Питагоровата теорема која е точна во произволен Евклидски простор имаме   
 

2 2 2
1|| || || || || ||Y Y X  , 

 

односно  
 

2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1|| || || || || || (1 )Y

X
Y X YY Y X




           , 

 

што значи дека остаточна дисперзија на Y  по X  е еднаква на квадратот на 

должината на нормалата спуштена од крајот на векторот Y  врз правецот на 

векторот X , факт кој го констатирваме во забелешка 14.5 б).  

 

 

 

15. ТЕОРЕМА НА ПУАСОН  
 

15.1. Практиката покажува дека Бернулиевата шема, односно биномната 

распределба, која го дава бројот на успесите X  при n  независни испитувања во 

Бернулиевата шема е една од најчесто среќаваните дискретни распределби. Токму 

затоа во овој дел ќе разгледаме неколку својства на биномната распределба, кои се 

исполнети при соодветни услови на нејзините параметри n  и p .  
 

Во претходните разгледувања ја воведовме биномната распределба за 

бројот на успесите Y  при n  независни испитувања во Бернулиевата шема. При-

тоа ако веројатноста на успехот во секое испитување е p  имаме  
 

{ } , 0,1,..., ; 1m m n m
nP Y m C p q m n q p     .   (1) 

 

Формулата (1) се запишува доста компактно, меѓутоа самото пресметување на 

веројатностите не е така едноставно, бидејќи имаме три влезни параметри ,p m  и 

n . Тешкотиите се наголемуваат ако сакаме да ја пресметаме веројатноста  
 

2

1

1 2{ } ,
m

m m n m
n

m m

P m Y m C p q 



       (2) 

 

која зависи од четири параметри 1, ,p n m  и 2m .  
 

Бидејќи шемата на независни испитувања е веројатностен модел на многу 

реални случајни појави, од посебен интерес е да се најдат асимптотски формули, 

со чија помош може приближно да се пресметаат веројатностите (1) и (2) при 
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големи вредности на 1, ,n m m  и 2m . Во натамошните разгледувања овие формули 

ќе ги определиме со граничните теореми. На почетокот ќе го разгледаме случајот 

за големи вредности на n  и мали вредности на p .  

 

15.2. Теорема (Пуасон). Нека за секој nN  случајната променлива nX  

има биномна распределба { , }nB n p  и нека lim 0n
n

p


 , lim n
n

np a


 , каде a  е 

фиксиран позитивен реален број. Тогаш за секој 0,1,...m   важи  
 

!
lim { } lim

mm m n m aa
n n n n mn n

P X m C p q e 

 
   .    (3) 

 

Доказ. Ставаме ,n nnp a n N . Тогаш lim n
n

a a


 , па за секој 0,m   

1,2,3,...  имаме  
 

( 1)...( 1)

!

11 2
!

{ } ( ) (1 )

(1 ) (1 )(1 )...(1 ).

n n

m
n n

a an n n mm m n m m n m
n n n n m n n

a a n m m
m n n n n

P X m C p q
   

 

   

    

  (4) 

 

Но, lim 0n
n

mp


 , за секој 0,1,...m  , па затоа    

 

1

1lim (1 ) lim [(1 ) ]pn n n n

n

a p n mpn m a

n pn n
e

   

 
    , за секој 0,1,...m  .  

 

и како  
11 2lim (1 )(1 )...(1 ) 0m

n n nn




    , 

 

од равенството (4) следува равенството (3).  

 

15.3. Забелешка. Од теорема 15.2 не е јасно како формулата (3) може да 

се искористи во конкретни ситуации. Едноставно кажано од теорема 15.2 следува 

дека за големи вредности на n  и мали вредности на np  следува дека  
 

!
{ } , , 0,1,2,...,

m
n n

a a
n n nm

P X m e a np m n


    .   (5) 

Формулата (5) обично се применува ако 20n   и 10nnp  .  

 

15.4. Пример. При стрелање со пушка целта може да се погоди со веро-

јатност 0,001. Колкава е веројатноста при серија од 5000 независни стрелања од 

пушката целта да биде погодена:  
 

а) точно два пати,  б) целта да биде погодена најмалку два пати.  
 

Решение. Станува збор за Биномна распределба со 0,001np   и 5000n  . 

Бидејќи np  има вредност блиска до 0, а n  има доволно голема вредност од теоре-

мата на Пуасон следува дека е точна приближната формула (5). Од 5n na np   и 

приближната формула (5) добиваме:  
 

а) 
2 55

2!
{ 2} 0,0842nP X e   ;  
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б) треба да се најде 
5000

2

{ }n
i

P X i


  и како 
5000

0

{ } 1n
i

P X i


   имаме  

 

5000
5 5

2

{ } 1 { 0} { 1} 1 5 0,9596n n n
i

P X i P X P X e e 



          .  

 

15.5. Забелешка. Приближната формула (5) може да се примени и во слу-

чај кога веројатноста p  на настанот A  е блиска до 1. Имено, ако со '{ }nP X m  

ја означиме веројатноста во серија од n  независни експерименти случајниот на-

стан A  да се реализира m  пати, тогаш { } '{ }n nP X n m P X m    . За последна-

ва веројатност, при доволно големи вредности на n , формулата (5) е применлива 

бидејќи веројатноста ( )P A  ќе биде блиска до 0, па затоа може да се пресмета 

'{ }nP X m , што значи и { }nP X n m  .  
 

Да разгледаме n  независни испитувања со различни веројатности во 

различните испитувања. Со ip  да ја означиме веројатноста за успех, а со 

1i iq p   веројатноста за неуспех во i  то испитување. Распределбата nX  на 

бројот на успесите при n  испитувања да ја означиме со  
 

1{ } ( ) ( ; ,..., )n n n nP X m P m P m p p   .    (6) 
 

Ваквата шема на независни испитувања со различни ip  ја нарекуваме Пуасонова 

шема, која при , 1,2,...,ip p i n   преминува во Бернулиевата шема. Веројат-

ностите { }nP X m  во Пуасоновата шема не можат да се запишат со еден израз 

како кај Бернулиевата шема. Така,  
 

1 2{ 0} ...n nP X q q q  ,  

1 2 1 2 3 1 2 1{ 1} ... ... ... ...n n n n nP X p q q q p q q q q q p     ,  

................................................................................... 

1 2{ } ...n nP X n p p p  ,  

{ } 0nP X m  , за 0m   и m n .  

каде 

1 , 1,2,...,i iq p i n   . 
 

Лесно се гледа дека во Пуасоновата шема веројатноста  
 

1{ } ( ) ( ; ,..., )n n n nP X m P m P m p p   , 
 

случајниот настан A  да настапи m  пати во серија од n  независни експерименти 

е еднаква на коефициентот пред mx  во развојот по степените од x  на полиномот  
 

1

( ) ( )
n

i i
i

R x p x q


  .     (7) 

 

15.6. Пример. Од едно оружје се извршени 4 стрелања во цел што е во 

движење, при што веројатностите целта да биде погодена, по ред на стрелање, се  
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31 2
1 2 310 10 10

, ,p p p    и 4
4 10

p  . 
 

Пресметајте ја веројатноста целта да биде погодена m  пати за 0,1,2,3,4m  .  
 

Решение. Јасно, станува збор за Пуасонова шема и треба да најдеме  
 

4 4{ } ( ), 0,1,2,3,4P X m P m m   . 
 

Во случајот полиномот (7) е   
 

4 3 2

( ) (0,1 0,9)(0,2 0,8)(0,3 0,7)(0,4 0,6)

0,0024 0,0404 0,2144 0,4404 0,3024

R x x x x x

x x x x

    

    
 

 

од што следува дека  
 

4 4 4(4) 0,0024; (3) 0,0404; (2) 0,2144;P P P     

4(1) 0,4404P   и 4(0) 0,3024P  .  

 

 

 

16. ЛОКАЛНА ТЕОРЕМА НА МОАВР-ЛАПЛАС   
 

16.1. Како што знаеме ако случајната променлива Y  има биномна распре-

делба 

{ } , 1, 0,1,2,...,m m n m
nP Y m C p q p q m n     ,  (1) 

 

тогаш ( )E Y np  и ( )D Y npq . Во следната теорема е дадена асимптотска фор-

мула за биномните веројатности (1) кога p  не е блиску ниту до 0 ниту до 1. При 

доказот на оваа теорема ќе ја користиме Стирлинговата формула  
 

!~ 2 n nn n n e  , кога n  .    (2) 
 

Исто така ќе користиме дека  
 

2 3

2
log(1 ) ( )tt t O t    .     (3) 

 

16.2. Теорема (локална теорема на Моавр-Лаплас). Ако со nX  го озна-

чиме бројот на успесите во Бернулиева шема со 0p   и n  експерименти, тогаш 

кога n  важи  
 

2

21

2
{ } ~ ,

x
j np

n
npq npq

P X j e x


 
     (4) 

 

по x  во секој конечен интервал.  
 

Доказ. Бидејќи x  припаѓа на конечен интервал од условот на теоремата 

имаме:   
 

j np x npq    и k n j nq x npq     , кога n ,  
 

па затоа за !, !n j  и !k  можеме да ја примениме Стирлинговата формула (2). Спо-

ред тоа,  
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2!
! ! 2 2

1

2

{ } ~

( ) ( ) .

n n

j j k k

n n ej j n j j k j kn
n n j k j j e k k e

np nqj kn
jk j k

P X j C p q p q p q

 





 



  
  

 

 (5) 

 

Од друга страна  
 

2

( )( ) [ ( ) ] ~
jk pq pq pq pqx

n n n n n
n p x q x n pq q p x npq       , 

 

од што заради (5) добиваме  
 

1 1

2 2
{ } ~ ( ) ( ) ~ ( ) ( )

np nq np nqj k j kn
n jk j k j knpq

P X j
 

   .  (6) 

 

Понатаму, користејќи го (3) добиваме  
 

3 32

3

3 32

3

2

1
2

1
2

1
2

log( ) ( ) log( ) ( )

( ) log(1 ) ( ) log(1 )

( )[ ( )]

( )[ ( )]

( )

np nq jj k j kk
j k np nq

q p

np nq

x q x qx q

npnp np

x p x px p

nqnq nq

x

n

np x npq x nq x npq x

np x npq O

nq x npq O

O

 

      

    

    

  

 

 

што значи дека 
2

2
log( ) ( ) ~

np nqj k x
j k

 , односно  

 

2

2( ) ( ) ~
x

np nqj k

j k
e


.     (7) 

 

Конечно, од (6) и (7) следува (4).  

 

16.3. Забелешка. а) Примената на приближната формула (4) е олеснета 

бидејќи се табелирани вредностите на функцијата 

2

21

2
( )

x

x e



  , 0x   и бидеј-

ќи   е парна функција. Така рела-

цијата (4), при ознака 
j np

j
npq

x


 , 

преминува во формулата  
 

1{ } ( )n j
npq

P X j x   . 

 

Функцијата   ја нарекуваме Гаусо-

ва или нормална функција и таа е во 

непосредна врска со стандардната 

(единичната) нормална распределба 

за која покасно ќе стане збор. Гра-
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фикот на оваа функција е прикажан на цртеж 29.  
 

б) При усвоените ознаки всушност кога n  важи  
 

1{ } ~ ( )n j
npq

P X j x  , 

 

за 
j np

j
npq

x


 , што значи дека е точно равенството 

1 ( )

{ }
lim 1

jnpq

n

x

P X jn




 , кое е 

квивалентно со равенството  
 

1{ } ( )

{ }
lim 0

n jnpq

n

P X j x

P X jn

  


 .    (8) 

 

16.4. Пример. Веројатноста за изработка на висококвалитетни предмети 

на една машина е 0,4. Колкава е веројатноста дека меѓу 26 случајно избрани 

предмети половината се висококвалитетни?  
 

Решение. Јасно, станува збор за Бернулиева шема со 26n  , 13j   и 

0,4p  . Имаме,  
 

13 13 13
26{ 13} 0,4 0,6nP X C    , 

 

што несомнено е корисно како теориски резултат. Но, ако сакаме оваа веројатност 

да ја пресметаме за да истата практично ја користиме, тогаш ќе се соочиме со 

голем број пресметувања. Меѓутоа, ако ја искористиме теоремата 16.2 последова-

телно добиваме:  
 

26n  , 0,4p  , 0,6q  , 2,498npq  , 2,6j np   и 1,04083
j np

npq
x


  . 

 

Се чини дека, заради сложеноста на функцијата на десната страна во (2), практич-

но ништо не сме постигнале во поглед на намалување на пресметувањата. Но, ка-

ко што рековме, за пресметување на вредностите на функцијата 

2

21

2
( )

x

x e



   е 

изработена таблица која ја олеснува постапката и според таблицата имаме 

(1,04083) 0,2323  , од што конечно добиваме  
 

(1,04083)

2,498
{ 13} 0,09299nP X


   .  

 

 

 

17. ИНТЕГРАЛНА ТЕОРЕМА НА МОАВР-ЛАПЛАС   
 

17.1. Теорема (интегрална теорема на Моавр-Лаплас). Нека со nX  го 

означиме бројот на успесите во Бернулиева шема со 0p   и n  експерименти. 

Тогаш за секои ,a bR , a b , важи  
 

2

21

2
lim { }

x
n

b
X np

npqn a

P a b e dx





    .    (1) 
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Доказ. Нека   
 

, 0,1,2,...,
k np

k
npq

x k n


  . 

Тогаш  

: [ , ]

{ } { }n

k

X np
n

npq
k x a b

P a b P X k




    .   (2) 

 

Понатаму, ако го искористиме равенството (8) од забелешка 16.3 б) добиваме дека 

за секој 0   постои природен број 0 ( )n   таков што  
 

1| { } ( )|

{ } 3

n knpq

n

P X k x

P X k


  


 , за секој 0( )n n  , 

 

за секој k  таков што [ , ]kx a b . Од овде следува дека  
 

1
3 3

[ , ] [ , ] [ , ]

| { } ( ) | { }

k k k

n k n
npq

x a b x a b x a b

P X k x P X k 

  

        . (3) 

Но,  
1 1

1
k np k np

k k k
npq npq npq

x x x
  

       

 

и ако го искористиме равенството (2), тогаш равенството (3) можеме да го за-

пишеме во видот  
 

3
[ , ]

| { } ( ) |n

k

X np
k k

npq
x a b

P a b x x 



      , за секој 0( )n n  .  (4) 

 

Нека ' min{ | 0,1,..., , [ , ]}kk k k n x a b   , '' max{ | 0,1,..., , [ , ]}kk k k n x a b   , 

'
'

k np

npq
x


  и 

''
''

k np

npq
x


 . Тогаш 

''

' 1

( )
k

k k
k k

x x
 

   е Риманова сума на функцијата 

2

21

2
( )

x

x e



   на интервалот [ ', '']x x . Бидејќи 1lim lim 0k

npqn n
x

 
   , за 

дадениот 0   постои природен број 1( )n   таков што  
 

''

3
[ , ] '

| ( ) ( ) |

k

x

k k
x a b x

x x x dx 



      , за секој 1( )n n  .   (5) 

 

Понатаму, од 1'
npq

x a  , 1''
npq

b x   и | ( ) | 1x  , за секој xR  следува дека 

постои 2 ( )n   таков што  
 

''

3
'

| ( ) ( ) |
x b

x a

x dx x dx      , за секој 2( )n n  .   (6) 

 

Ако земеме 0 1 2( ) max{ ( ), ( ), ( )}n n n n    , тогаш од (4), (5) и (6) следува дека  
 

2

21

2
| { } |

x
n

b
X np

npq
a

P a b e dx





    , за секој ( )n n  , 

т.е. важи (1).  
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17.2. Забелешка а) Теоремата 17.1 е специјален случај на таканаречената 

централна гранична теорема, која покасно ќе ја разгледуваме.  
 

б) Ја воведуваме функцијата 0 : R R  со 
 

2

21
0

2
0 0

( ) ( )
ux x

x u du e du



     , xR    (7) 

 

Бидејќи функцијата   е не-

негативна и парна, функцијата 

0  е монотоно растечка и е 

непарна (цртеж 30), што значи  
 

0 0( ) ( )x x    , xR . 
 

Специјално важи 0 (0) 0  . 

Подоцна ќе докажеме дека  
 

1
0 2

lim ( )
x

x


  , 

 

а заради непарноста важи  
 

1
0 2

lim ( )
x

x


   . 

 

Ако a b , тогаш  
 

2 2

2 21 1
0 0

2 2
0

( ) ( )
u ub b

a

b e du a e du
 

 
       

односно  
2

21
0 0

2
( ) ( )

ub

a

e du b a



   , за a b  

 

и формулата (1) го добива видот  
 

0 0lim { } ( ) ( )nX np

npqn
P a b b a




     , за a b .  (8) 

 

Интегралната теорема на Моавр-Лаплас, односно формулата (8) може да се иско-

ристи за приближно пресметување на веројатноста  
 

1 2
1 2{ } { }nX npm np m np

n
npq npq npq

P m X m P
 

      

 

во Бернулиевата шема при големи вредности на n . Ако имаме n  независни испи-

тувања со веројатност на успех p , тогаш ги пресметуваме  
 

1

1

m np
m

npq
x


  и 2

2

m np
m

npq
x


  

 

и согласно претходно изнесеното добиваме  
 

2 11 2 0 0{ } ( ) ( )n m mP m X m x x    .     (9) 
 

Јасно, при користење на формулата (9) можни се грешки, кои значително се нама-

луваат ако се искористи формулата  
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1 1
2 12 2

1 2 0 0{ } ( ) ( )n m m
P m X m x x

 
     ,   (10) 

каде  
1

1 2
1

1 2

m np

m npq
x

 


  и 

1
2 2

1
2 2

m np

m npq
x

 


 . 

 

Приближната формула (9) дава вредности на веројатностите 1 2{ }nP m X m   со 

точност до трета-четврта децимала веќе кога n  прима вредност поголема од 100, што 

не е случај со приближната формула (7).  

 

17.3. Пример. Од сите редовни студенти на Универзитетот 70% редовно 

ја следат наставата. Колкава е веројатноста меѓу 1000 случајно избрани анке-

тирани студенти бројот на студентите кои редовно ја следат наставата да е меѓу 

654 и 739.  
 

Решение. Треба да пресметаме {654 737}P X  . Бидејќи бројот на анке-

тираните студенти е 1000, т.е. доволно голем, можеме да ја користиме приближ-

ната формула (10). Имаме:  
 

1000n  , 0,7p  , 0,3q  , 1 654m   и 2 737m  . 

Според тоа,  
1

1 2
1

1 2

3,20
m np

m npq
x

 


    и 

1
2 2

1
2 2

2,59
m np

m npq
x

 


  . 

 

Сега, од таблицата 2 за функцијата 0 ( )x  наоѓаме:  
 

0 0( 3,20) (3,20) 0,49931       и 0(2,59) 0,49520  . 
 

Конечно, од формулата (10) имаме:  
 

0 0{654 737} (2,59) ( 3,20) 0,49520 0,49931 0,99451nP X        . 
 

На читателот му препуштаме истата задача да ја реши користејќи ја формулата 

(9).  

 

17.4. Забелешка. Од релацијата (8) и од својствата на функцијата  0  

следува дека за секој 0   важи  
 

| |

0 0 0

{| | } { } { }

( ) ( ) 2 ( ).

n n nX X np X npn n n
n pq pq pqnpq npq

n n n
pq pq pq

P p P P   

  

 
       

     

 (11) 

 

Со последната формула се поврзани ,n   и {| | }nX

n
P p   , па ако две од овие три 

големини ги знаеме, тогаш лесно можеме да ја определиме третата.  

 

17.5. Пример. Колкава е веројатноста при 3600 фрлања на хомогена мо-

нета релативната честота на грбовите по апсолутна вредност да се разликува од 

0,5 за помалку од 0,01?  
 

Решение. Имаме, 3600, 0,5n    и ако замениме во (11) добиваме  
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3600
0 03600 0,5 0,5

{| 0,5 | 0,01} 2 (0,01 ) 2 (1,2) 2 0,38493 0,76986nX
P


          .  

 

17.6. Пример. Колку пати треба да се фрли хомогена коцка за играње за да 

релативната фрекфенција на шестките со веројатност 0,95 биде меѓу 19
120

 и 21
120

?  
 

Решение. Имаме 1
6

p  , 1
120

   и ако замениме во (11) добиваме  
 

361 1 1 1
0 06 120 120 5 60 5

0,95 {| | } 2 ( ) 2 ( )nX n n
n

P         , 
 

т.е. 1
0 20 5

( ) 0,475n   . За функцијата 0  добиваме 0(1,96) 0,475  , па затоа  
 

1
20 5

1,96n  .  

Решението на последната равенка е 7683,2n  , што значи дека коцката треба да 

ја фрлиме приближно 7700 пати.   

 

17.7. Пример. Хомогена коцка за играње ја фрламе 4500 пати. Во кои гра-

ници со веројатност 0,9 треба да ја очекуваме релативната фреквенција на еди-

ниците?  
 

Решение. Имаме 1
6

p  , 4500n   и ако замениме во (11) добиваме  
 

36 45001
0 04500 6 5

0,90 {| | } 2 ( ) 2 (180 )nX
P           , 

 

т.е. 0(180 ) 0,45  . Но, 0(1,645) 0,45  , па затоа 180 1,645  , т.е. 0,00914  . 

Значи,  
 

1
4500 6

| | 0,00914nX
  , т.е. 

4500
0,15753 0,17581nX

  , 
 

а фрекфенцијата е меѓу 708 и 792.  

 

 

 

ЗАДАЧИ  
 

1. Хомогена коцка за играње се фрла четири пати. Нека X  е бројот на паднатите 

шестки, а Y  е бројот на паднатите броеви кои се деливи со три. Најдете ги 

распределбите на случајните променливи X  и Y .  
 

2. Хомогена монета се фрла осум пати. Најдете ја распределбата на паднатиот 

број писма и веројатноста на настанот дека тој број е парен.  
 

3. Веројатноста дека произведениот телевизор ќе биде неисправен е 1
100

. Нека 

X  е бројот на неисправните телевизори во серија од 100 произведени 

телевизори. Определете ја распределбата на случајната променлива X  и 

веројатноста на настанот дека во таа серија ќе има најмалку два неисправни 

телевизори.  
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4. Хомогена коцка за играње се фрла се до појавувањето на шестка, но најмногу 

четири пати. Нека X  е бројот на изведените фрлања. Најдете ја распредел-

бата на случајната променлива X .  
 

5. Хомогена коцка за играње се фрла се додека збирот на падните броеви не е 

поголем од три. Нека X  е бројот на фрлањата на коцката. Најдете ја распре-

делбата на случајната променлива X .  
 

6. Двајца играчи играат пет сетови тенис. Секој сет првиот играч го добива со 

веројатност 2
3

 независно од резултатот на останатите сетови. Нека X  е 

бројот на сетовите кои ги добил првиот играч. Најдете ја распределбата на 

случајната променлива X .  
 

7. Определете ги функциите на распределба на следниве случајни променливи  
 

ix  -2 -1 0 1 2  iy  5 7 10 15 

( )iP x  0,1 0,2 0,3 0,3 0,1  ( )iP y  0,2 0,5 0,2 0,1 
 

 

8. Случајната променлива X  има закон на распределба  

{ } ( ) (1 )k m k ma
mk

P X k p p    , , 1, 2,...k m m m    

каде mN  и (0,1)p  се дадени броеви. Најдете ја константата a .  
 

9. Дискретната случајна променлива X  има функција на распределба  

0, 3

0,2, 3 0

( ) 0,6, 0 2

0,9, 2 5

1, 5.

x

x

F x x

x

x




 



  
  




 

Најдете ги вредностите кои ги прима случајната променлива X  и соодвет-

ните веројатности.  
 

10. Случајната променлива X  прима вредности 3, 6 и 10 со веројатности 0,2; 0,1 

и 0,7 соодветно. Најдете го законот на распределба на случајната променлива 

2 1Y X  .  
 

11. Законот на распределба на случајната променлива X  е  

1
{ } ( ) , 1,2,....ka

a
P X k C k


   , 

каде a  е даден реален број. Најдете ја константата C . Вредностите на случај-

ната променлива Y  се остатоците при делење на X  со 3. Најдете го законот 

на распределба на случајната променлива Y .  
 

12. Најдете ја распределбата на случајната променлива Y  ако:  

а) 2Y X  ,   б) 2Y X ,   в) 2 2Y X X    

при што X  е дадена со  
 

ix  -2 -1 1 2 

( )iP x  0,3 0,1 0,2 0,4 
 

13. Најдете ја распределбата на случајната променлива Y  ако:  

а) 2 1Y X  ,   б) 3 1Y X  ,   в) 3 2Y X X    
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при што X  е дадена со  
 

ix  -2 -1 1 2 

( )iP x  0,4 0,2 0,1 0,3 
 

14. Случајната променлива X  има Пуасонов закон на распределба ( )aP , т.е.  

!
( ) , 0,1,2,...

k aa
k

P k e k   

Најдете го законот на распределба на случајната променлива 2 3Y X  . 
 

15. Случајната променлива X  има биномна распределба { ; }B p n , т.е.  

{ } (1 ) , 0,1,2,...,m m n m
nP X m C p p m n    . 

Најдете го законот на распределба на случајната променлива 3 1Y X  . 
 

16. Случајната променлива X  има закон на распределба  

1
3

{ } 2( ) , 1,2,...mP X m m   . 

Најдете го законот на распределба на случајната променлива  

1, e  парен број,

1, e  непарен број.

x
Y

x


 


 

 

17. Законот на распределба на случајната променлива X  е  

1
2

{ } ( ) , 1,2,3,4,...,mP X m m    

Најдете го законот на распределба на случајната променлива 3Y X .  
 

18. Законот на распределба на случајната променлива X  е  

3
{ } a

k k
P X k


  , 2,3,...k  . 

Најдете ја константата a . Најдете го законот на распределба на случајната 

променлива 2( 3)Y X  .  
 

19. Нека случајните променливи X  и Y  имаат биномни распределби { ; }B p n  и 

{ ; }B p m , соодветно. Најдете го законот на распределба на дводимензионал-

ната случајна променлива ( , )U V , каде ,U X Y V Y   .  
 

20. Дводимензионалнатаслучајна променлива ( , )X Y  има закон на распределба  

36
, 1,2,3; 1,2,3,

( , )
0, во останатите случаи.

xy
x y

P x y
  

 


 

a) Најдете го законот на распределба на дводимензионалната случајна про-

менлива ( , )U V , каде ,U XY V Y  .  

b) Најдете ја го законот на распределба на случајната променлива 

Z X Y  .   
 

21. Независните случајни променливи X  и Y  примаат вредности 0,1 и 2 со веро-

јатност 1
3

. Најдете ја распределбата на случајната променлива X Y .  
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22. Определете ги функциите на распределба на следниве случајни променливи 

XY  и X Y , ако X  и Y  се независни случајни променливи распределени на 

следниов начин:  
 

ix  0 1 2  
iy  0 1 2 3 

( )iP x  0,25 0,5 0,25  ( )iP y  0,4 0,3 0,2 0,1 
 

23. Нека независните случајни променливи X  и Y  имаат закони на распределби  
 

ix  0 
4
  

2
  3

4
     

iy  0 
2
    

( )iP x  0,3 0,2 0,1 0,2 0,2  ( )iP y  0,2 0,5 0,3 
 

Најдете го законот на распределба на случајната променлива:  

а) sin cosZ X Y  ,     б) sin cosZ X Y  .  
 

24. Најдете го законите на распределба на случајните променливи:  

а) Y X X   и 2Z X ,    б) Y XX  и 2Z X   

ако случајната променлива X  има закон на распределба  
 

ix  1 2 

( )iP x  0,6 0,4 
 

25. Определен артикл се произведува на две производни ленти, при што капаци-

тетот на првата лента е 5, а на втората лента е 3 производи. Притоа броевите 

на произведените артикли на секоја лента се случајни и нека законот на рас-

пределба на случајната променлива ( , )X Y  е:  
 

\Y X  0 1 2 3 4 5 

0 0 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 

1 0,01 0,02 0,04 0,05 0,06 0,08 

2 0,01 0,03 0,05 0,05 0,05 0,06 

3 0,01 0,02 0,04 0,06 0,06 0,05 
 

a) Најдете ги маргиналните и условните закони на распределба.  

b) Најдете го законот на распределба на случајната променлива Z X Y   и 

пресметајте ги нејзините математичко очекување и дисперзија.  

c) Најдете го законот на распределба на случајната променлива 

max{ , }Z X Y  и пресметајте ги нејзините математичко очекување и 

дисперзија.  

d) Најдете го законот на распределба на случајната променлива 

min{ , }Z X Y  и пресметајте ги нејзините математичко очекување и 

дисперзија.  

e) Најдете го законот на распределба на случајната променлива | |Z X Y   

и пресметајте ги нејзините математичко очекување и дисперзија.  
 

26. Нека се 1 2, ,..., nX X X  независни случајни променливи и нека секоја од нив 

има рамномерна распределба, т.е. 1{ }i M
P X k  , 1,2,..., ; 1,2,...,k M i n  . 

Нека 1 2min{ , ,..., }n nU X X X  и 1 2max{ , ,..., }n nV X X X . Најдете ги распре-

делбите на nU  и nV .  
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27. Нека , 1,2,3,...iX i   се независни, позитивни и еднакво распределени слу-

чајни променливи такви што постојат ( )iE X a  и 1( )iE X b  . Нека 

1

n

n i
i

S X


  . Докажете дека постои 1( )E S  и дека важи  

1

, ,
( )

1 ( ) ( ), .

m

n

m
S n
S

m n
E

m n aE S m n

 
 
   

 

 

28. Случајната променлива X  е зададена со табелата:  
 

ix  -1 0 1 

( )iP x  p  q  r  
 

Најдете ги веројатностите ,p q  и r  ако се знае дека ( ) 0,1E X   и 

2( ) 0,9E X  .  
 

29. Докажете дека коефициентот на асиметрија и коефициентот на сплоштеност 

на биномната распределба { , }B n p  се 3
q p

npq



  и 

1 6
4 3

pq

npq



  , соодветно.  

 

30. Пресметајте ги коефициентот на асиметрија и коефициентот на сплоштеност 

на дискретната рамномерна распределба на множеството {1,2,3,..., }N .  
 

31. Докажете дека коефициентот на асиметрија и коефициентот на сплоштеност 

на Пуасоновата распределба ( )aP  се 1
3

a
   и 1

4 3
a

   , соодветно.  

 

32. Пресметајте ги коефициентот на асиметрија и коефициентот на сплоштеност 

на геометриската распределба со параметар p .  
 

33. Дискретната случаајна променлива X  е распределена по законот  

{ } , 1,2,3,..., (0,1)
kaq

k
P X k k q    . 

Најдете ја константата k . Пресметајте ги ( )E X  и ( )D X .  
 

34. Дискретна дводимензионална случајна променлива ( , )X Y  е зададена со 

таблицата:  
 

\Y X  2 3 4 5 
 

-1 1
60

 3
60

 4
60

 7
60

 
 

1 2
60

 6
60

 8
60

 14
60

 
 

3 2
60

 1
60

 3
60

 9
60

 
 

a) Најдете ги маргиналните и условните закони на распределби на слу-

чајните променливи X  и Y . Дали овие случајни променливи се неза-

висни?  

b) Најдете ја функцијата на распределба на дводимензионалната случајна 

променлива ( , )X Y .  

c) Пресметајте го математичкото очекување на случајната променлива  
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2Z X Y  . 
 

35. Дискретната дводимензионална случајна променлива ( , )X Y  е зададена со 

таблицата:  
 

\Y X  -1 0 1 

0 0,25 0,25 0,10 

1 0,10 0,15 0,15 
 

Пресметајте го математичкото очекување на случајната променлива 
22Z X Y  . 

 

36. Хомогена монета се фрла два пати. Нека со X  го означиме бројот на регист-

рираните писма, а со Y  го означиме бројот на регистрираните грбови. Најдете 

ја распределбата на дводимензионалната случајна променлива ( , )X Y . Дали 

случајните променливи X  и Y  се независни?  
 

37. Според евиденцијата за изнајмување автомобили АЛФА, од 800 анализирани 

денови во 20 денови не е изнајмен ниту еден автомобил, во 40 денови е изнај-

мен по еден автомобил, во 100 денови се изнајмени по два автомобила, во 200 

денови се изнајмени по три автомобили, во 360 денови се изнајмени по 

читири автомобили и во 80 денови се изнајмени по пет автомобили.  

a) Најдете ги законот и функцијата на распределба за опишаната случајна 

променлива.  

b) Колкав е очекуваниот број на дневно изнајмени автомобили и колкав дне-

вен бруто приход може да се очекува во следниот период ако бруто 

приходот по изнајмен автомобил е 100 USD?  
 

38. Пресметајте ги математичкото очекување и дисперзијата на случајните 

променливи X  и Y  зададени со табелите:  
 

ix  -2 -1 0 1 2  iy  5 7 10 15 

( )iP x  0,1 0,2 0,3 0,3 0,1  ( )iP y  0,2 0,5 0,2 0,1 
 

39. Случајните променливи X  и Y  се независно распределени и зададени со 

следниве табели:  
 

ix  0 1 2  iy  0 1 2 3 

( )iP x  0,25 0,5 0,25  ( )iP y  0,3 0,3 0,3 0,1 
 

Пресметајте ги математичките очекувања и дисперзиите на случајните про-

менливи , ,X Y X Y  и XY .  
 

40. Случајните променливи X  и Y  се независно распределени и зададени со 

следниве табели:  
 

ix  -1 0 1 2  iy  0 2 4 

( )iP x  0,2 0,15 0,4 0,25  ( )iP y  0,3 0,2 0,5 
 

Пресметајте ги математичките очекувања и дисперзиите на случајните про-

менливи X Y  и 2X Y .  
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41. Сметководствената служба на компанијата констатирала дека заради високата 

инфлација 40% од купувачите не ги плаќаат сметките на време. Ако случајно 

се изберат 6 купувачи, колкава е веројатноста:  

a) Сите шест купувачи благовремено да ги платиле сметките?   

b) Повеќе од три четвртини од купувачите благовремено да ги платиле смет-

ките?  

v) Половина од купувачите не ги платиле сметките благовремено?  
 

42. Автоматизирана машина определен производ го произведува со константни 

10% дефектни производи. Работата на машината се контролира со случајно 

избирање на производи.  

a) Ако случајно се изберат 5 производи, колкава е веројатноста 2 да се де-

фектни?  

b) Ако случајно се изберат 3 производи, колкава е веројатноста сите да се 

исправни?  

v) Колкав е очекуваниот број неисправни производи, ако случајно се из-

берат 100 производи? Колкаво е срадноквадратното отстапување од оче-

куваниот број неисправни производи?  
 

43. Според расположивите податоци во една смена на производна лента се поја-

вуваат просечно по 3 неисправни производи. Со X  да го означиме бројот на 

неисправните производи кои во една смена ги констатира контролата. Најдете 

го законот на веројатност на случајната променлива X . Колкава е веројатнос-

та дека во една смена нема да има неисправни производи? Колкава е веројат-

носта дека во една смена ќе има повеќе од 5 неисправни прозводи?  
 

44. Компанијата X планира инвестиција за производство на нов тип DVD плејер. 

Во инвестициониот проект се наведува дека со активирање на инвестицијата 

побарувачката на новиот тип DVD плејер со еднакви веројатности ќе изнесува 

15000, 17500, 20000 и 25000 плејери.  

a) Најдете го законот на веројатност за случајната променлива.  

b) Пресметајте ги математичкото очекување и дисперзијата на оваа случајна 

променлива.  
 

45. Во една телефонска централа просечниот број на позиви е 2,5 во секунда. Рас-

пределбата на позивите во секунда е според Пуасоновата распределба. Колка-

ва е веројатноста дека во текот на една секунда ќе имаме најмалку еден 

позив?  
 

46. Во еден сад имаме 8 топчиња на кои се напишани броевите 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 и 

8. Без гледање извлекуваме 3 топчиња и со X  да го означиме најголемиот од 

извлечените броеви.  

a) Кои вредности може да ги прими случајната променлива X .  

b) Најдете го законот на распределба на случајната променлива X .  

c) Пресметајте го математичкото очекување ( )E X .  
 

47. Во еден сад имаме 4 бели и 3 црвени топчиња. Без гледање извлекуваме 3 

топчиња и со X  да го означиме бројот на извлечените бели топчиња.  

a) Кои вредности може да ги прими случајната променлива X .  

b) Најдете го законот на распределба на случајната променлива X .  

c) Пресметајте ги математичкото очекување ( )E X  и дисперзијата ( )D X .  
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48. Нека m  е најмалата, а M  најголемата вредност на дискретната случајна про-

менлива X . Докажете дека ( )m E X M  .  
 

49. Фрламе две коцки за играње и со X  да ја означиме разликата на паднатите 

броеви.  

a) Кои вредности може да ги прими случајната променлива X .  

b) Најдете го законот на распределба на случајната променлива X .  

c) Пресметајте ги математичкото очекување ( )E X  и дисперзијата ( )D X .  
 

50. Веројатноста во текот од еден од независните денови да паѓа дожд е 0,4.  

a) Определете ја распределбата на бројот на дождливите денови после ден 

без дожд.  

b) Најдете ја веројатноста да има барем два последователни дождливи де-

нови.  

Решете ја задачата и под претпоставка  дека деновите не се независни и дека 

притоа само претходниот ден влијае на следниот така што веројатноста за 

врнежлив ден после ден со дожд е еднаква на 0,7, а веројатноста за врнежлив 

ден после ден без дожд е 0,2.  
 

51. Нека X  е дискретна случајна променлива која прима вредности 0,1,2,...  со 

веројатности  

( )( 1)( 2)
{ } M

k a k a k a k
p P X k

    
   , 0,1,2,...k  , 0a  . 

a) Пресметајте ги веројатностите kp  ако ( )E X A .  

b) Докажете дека ( )D X  не постои.  

c) Најдете { 10}P X  .   
 

52. Нека X  е дискретна случајна променлива која прима вредности 0,1,2,...  со 

веројатности 
1(1 )

{ } , 0,1,2,...; 0
k

k

a
k

a
p P X k k a


     . Пресметајте ( )E X  и 

( )D X .  
 

53. Случајната променлива X  прима 1k   различни вредности , 1,2,...,ix i k  со 

позитивни веројатности , 1,2,...,ip i k ; 
1

1
k

i
i

p


 . Докажете дека  

1( )

( )
lim

n

n

E X
m

E Xn
x




 , 

каде mx  е најголемата по апсолутна вредност меѓу , 1,2,...,ix i k .  
 

54. Нека , 1,2,...,iX i n  се позитивни и еднакво распределени дискретни слу-

чајни променливи над ист дискретен простор на веројатности. Докажете дека  

1

1

( / )
n

i k n
k

E X X


 , за секој 1,2,...,i n . 

 

55. Случајните променливи X  и Y  се независни и важи 

( ) ( ) , ( ) ( ) , ,E X Y a E Y X b a b     R . 

Пресметајте ( )D XY .  
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56. Нека X  и Y  се случајни променливи со коефициент на корелација   и такви 

што ( ) ( ) 0E X E Y  , ( ) ( ) 1D X D Y  . Докажете дека  

2 2 2(max{ , }) 1 1E X Y    . 
 

57. Нека ,X Y  и Z  се независни случајни променливи и нека 2:g R R . Дока-

жете дека случајните променливи ( , )W g X Y  и Z  се независни.  
 

58. Нека , 1,2,...,iX i n  се независни случајни променливи, 1 k n   и 

1 : kg R R  и 2 : n kg  R R . Докажете дека счучајните проемнливи 

1 1 1( ,..., )kY g X X  и 2 2 1( ,..., )k nY g X X  се независни.  
 

59. Дискретната дводимензионална случајна променлива ( , )X Y  има функција на 

распределба:  
 
 

\Y X  1x   1 3x   3 5x   5x   

1y   0 0 0 0 

1 4y   0 0,025 0,025 0,25 

4 7y   0 0,075 0,075 0,75 

7y   0 0,025 0,425 1 
 

 

a) Најдете го законот на распределба на веројатностите.  

b) Пресметајте го коефициентот на корелација ( , )X Y .  

c) Дали случајните променливи X  и Y  се независни?  
 

60. Даден е законот на веројатност на дводимензионалната дискретна случајна 

променлива ( X ,Y ): 1
54

( , ) (3 2 4), , {1,2,3}i j i j i jp x y x y x y    . 

a) Прикажете го законот на веројатност со помош на табела.  

b) Докажете дека маргиналните закони на веројатност се дадени со форму-

лите:  

6
( ) ix

ip x   и 
1

9
( )

jy

jq y


 . 

c) Дали случајните променливи X  и Y  се независни?  
 

 

61. Дводимензионалната случајна променлива ( , )X Y  е зададена со таблицата:  
 

\Y X  0 1 2 3 

0 0,12 0,10 0,08 0,10 

1 0,09 0,10 0,06 0,05 

2 0,06 0,07 0,04 0,03 

3 0,03 0,03 0,02 0,02 
 

a) Пресметајте го коефициентот на корелација ( , )X Y .  

b) Дали случајните променливи X  и Y  се независни?  

c) Најдете ја равенката на линеарна регресија на X  по Y . 

d) Пресметајте ја дисперзијата на случајната променлива 2 2Z X Y   
 

62. Дводимензионалната случајна променлива ( , )X Y  е зададена со таблицата:  
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\Y X  -1 0 1 4 

-1 3
40

 1
40

 5
40

 2
40

 

0 7
40

 4
40

 1
40

 1
40

 

1 0 2
40

 8
40

 6
40

 
 

a) Пресметајте го коефициентот на корелација ( , )X Y .  

b) Дали случајните променливи X  и Y  се независни?  

c) Пресметајте ја дисперзијата на случајната променлива Z X Y  .  

d) Најдете ја равенката на линеарна регресија на Y  по X .  
 

63. Дводимензионалната случајна променлива ( , )X Y  е зададена со таблицата:  
 

\Y X  1 2 3 

-4 0,25 0,05 0,10 

0 0,10 0,05 0,15 

7 0,15 0,10 0,05 
 

a) Пресметајте го коефициентот на корелација ( , )X Y .  

b) Дали случајните променливи X  и Y  се независни?  

c) Пресметајте ја дисперзијата на случајната променлива Z X Y  .  

d) Најдете ја равенката на линеарна регресија на X  по Y . 
 

64. Случајните променливи X  и Y  се независни и нивните закони на веројатност 

се 1 1{ } 2 , { } 2 3 , 0,1,2,3,...k k kP X k P Y k k        . Најдете го законот на 

веројатност на случајната променлива | |Z X Y  .  
 

65. Тридемнзионалната случајна променлива ( , , )X Y Z  е рамномерно распреде-

лена на множеството вектори:  

{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)} . 

Проверете дали случајнатите променливи , ,X Y Z  се независни по парови. А 

дали се независни во целина?  
 

66. Имотот се состои од акции A&B и акции C&D и тоа во однос 3:1. Распредел-

бата на стапките на принос на акциите A&B  е:  
 

Стапка на принос  -010 -0,05 0,00 0,05 0,10 0,15 

Веројатност 0,02 0,04 0,17 0,47 0,20 0,10 
 

Распределбата на стапките на принос на акциите C&D е:  
 

Стапка на принос  -020 -0,10 0,00 0,10 0,20 0,25 

Веројатност 0,02 0,05 0,15 0,41 0,22 0,15 
 

a) Колкави се очекуваните стапки на принос на одделните акции? Колкави 

се нивните дисперзии и стандардни девијации?  

b) Колкава е заедничката очекувана вредност на стапката на принос на цели-

от имот?  

c) Ако земеме дека стапките на принос на акциите A&B и C&D се независни 

меѓу себе, пресметајте ги заедничката дисперзија и заедничката стандард-

на девијација.  
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67. Во еден трговски центар се анализира продажбата на видорекордери. Податоци-

те за бројот на продадените видеорекордери и одделните продавачи на одделот 

за техничка роба во текот на 400 работни денови се дадени во следнава табела:  
 

Број на продадени 

видорекордери  

Број на продавач 

1 2 3 

0 13 17 10 

1 24 39 50 

2 12 35 43 

3 16 44 40 

4 6 34 17 
 

a) Определете го законот на веројатност и најдете ги маргиналните закони 

на веројатност за дводимензионалната случајна променлива: број на 

продавач и број на продадени видеорекордери.  

b) Дали случајните променливи се независни?  

c) Пресметајте го коефициентот на корелација.  

d) Најдете ги равенките на линеарна регресија.  
 

68. Кредитниот оддел на банката разгледува кредитно барање во износ од 100000 

EU. Кредитот се одобрува со годишна каматна стапка од 10%. При отплаќа-

њето на заемот можат да настапат следниве случаи:  

1) кредитобарателот ќе го отплати заемот во договорениот рок,  

2) кредитобарателот ќе го отплаќа заемот нередовно, при што истиот ќе 

биде целосно отплатен, но трошоците на банката заради нередовното 

плаќање на долгот ќе бидат 2000 EU, и  

3) кредитобарателот оди во стечај, а банката од стечајната маса наплатува 

50% од главницата на кредитот.  

Според податоците за досегашните кредитни пласмани, од вкупно 3200 одо-

брени кредити 2760 се отплатени редовно, 300 нередовно, а 140 корисници 

прогласиле стечај.  

a) Како гласи законот на веројатност за опишаните услови за отплаќање на 

заемот?  

b) Дали банката ќе го одобри барањето за кредит, ако може без ризик, со ка-

мата од 8% да ги пласира средствата?  
 

69. Во еден сад се наоѓаат n  топчиња кои се нумерирани со броевите 1, 2, 3, ..., n . 

Без гледање извлекуваме r  топчиња. Со Y  да го означиме збирот на броевите на 

извлечените топчиња. Пресметајте ( )E Y .  
 

70. Во секој експеримент настанот A  се реализира со веројатност p . Со iX  да ја оз-

начиме случајната променлива која прима вредност i  ако во i  от експеримент 

се реализирал настанот A . Реализираме серија од n  независни експерименти, со 

што дефинираме n  независни случајни променливи , 1,2,...,iX i n . Пресметајте 

ги ( )E X  и ( )D X , каде 1 2 ... nX X X X    .  
 

71. Распределбите на случајните променливи X  и Y  се дадени во следниве табели  
 

 

ix  -1 1  
jy  -1 2 

( )iP x  1
2

 1
2

  ( )jQ y  2
3

 1
3
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Со помош на бројот { 1, 1}P X Y c    изразете ги останатите веројатности во 

распределбата на дводимензионалната случајна променлива ( , )X Y . Најдете го 

множеството допустливи вредности за параметарот c  и пресметајте 

( | )E Y X k , за { 1,1}k  .  
 

72. Случајните променливи 1 2 3, ,X X X  и Y  се независни и имаат закони на 

распределба  
 

 

Сл.  п.  

1 2 3, ,X X X  
ix  -1 0 1  Сл. п.  

Y  
jy  1 2 3 

( )iP x  1
4

 1
2

 1
4

  ( )jQ y  1
7

 2
7

 4
7

 
 

 

Најдете го законот на распределба на случајната променлива 1 ... YZ X X   .  
 

73. Случајните променливи 1 2 3 4, , ,X X X X  и Y  се независни и имаат закони на 

распределба  
 

 

Сл.  п.  

1 2 3 4, , ,X X X X  
ix  -1 0 3  Сл. 

п.  

Y  

jy  1 2 4 

( )iP x  1
4

 1
2

 1
4

  ( )jQ y  1
10

 1
2

 2
5

 
 

 

Пресметајте ( )E Z  и ( )D Z  ако 1 ... YZ X X   .  
 

74. Независните случајни променливи , 1,2,3,...iX i   имаат закони на веројатност  

1
1 1

{ 0} , { 1} i
i ii i

P X P X
 

    , за 1,2,3,...i   

соодветно.  Од нив независната случајна променлива Y  има закон на веројатност  
 

{ } 2 , 1,2,3,....nP Y n n   . 

Пресметајте го математичкото очекување на случајната променлива  

1 2min{ , ,..., }Y YZ X X X  
 

75. Случајната променлива Y  има Пуасонова распределба ( )aP . Ако Y n , тогаш 

случајната променлива X  има биномна распределба { , }B n p , каде (0,1)p . 

Најдете ја распределбата на случајната променлива X .  
 

76. Бернулиевата низа случајни променливи, во која настанот A  се реализира со 

веројатност p , ја прекинуваме кога настанот ќе се реализира K -пати. Овде K  е 

дискретна случајна променлива, независна од Бернулиевата низа случајни 

променливи и со закон на веројатност  
 

1
( 1)

{ } , 1,2,...
k k

P K k k


   . 

Пресематјте ја веројатноста на настанот nB , дека низата ќе се прекине со n от 

настан, nN .  
 

77. Случајните променливи , 0,1,2,...iX i   се независни по парови и сите имаат 

биномна распределба {1, }B p , (0,1)p . Случајната променлива Y  е независна 

од нив и има Пуасонова распределба ( )aP . Најдете го математичкото очеку-

вање на случајната променлива 0 1 2 ... YX X X X X     .  
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78. Пресметајте cov( , )Z X , каде 2Z X Y   и X  и Y  се независни случајни 

променливи.  
 

79. Докажете дека 2 2( , ) ( , ) 1X Z Y Z   , ако X  и Y  се независни случајни 

променливи и Z X Y  .  
 

80. Нека X  и Y  се случајни променливи и , ,a b cR  се такви што aX bY c  . 

Најдете ги коефициентот на корелација ( , )X Y  и коефициентите на линеарна 

регресија на X  по Y  и на Y  по X .  
 

81. Случајните променливи 1 2, ,..., n mX X X  , n m  се независни, еднакво распре-

делени и имаат  конечни дисперзии. Најдете го коефициентот на корелација меѓу 

сумите 1 2 ... nX X X    и 1 2 ...m m m nX X X     .  
 

82. Нека 1 2, ,..., nX X X  се независни случајни променливи и нека  

1min{ ,..., }nU X X  и 1max{ ,..., }nV X X . 

Докажете дека за секој xR  важи  

1

{ } { }
n

i
i

P U x P X x


    и 
1

{ } { }
n

i
i

P V x P X x


   . 

 

83. Од броевите 0000, 0001, ..., 9999 случајно и еднаквоверојатно се избира бројот 

1 2 3 4X X X X . Докажете дека случајните променливи , 1,2,3,4iX i   се неза-

висни во целина.  
 

84. Нека 1 2( , ,..., )nX X X X  е n димензионална случајна променлива. Матрицата 

[ ]ij n nB b  , каде cov( , )kl k lb X X , , 1,2,...,k l n  ја нарекуваме матрица на 

коваријанси на случајната променлива X . Докажете дека матрицата на ковари-

јанси B  е симетрична и ненегативно определена.  
 

85. Случајните променливи , 1,2,...,iX i n  се по парови некорелирани и имаат ед-

наква дисперзија 2s . Пресметајте cov( , )Y Z , каде 
1

2
n

i
i

i

Y X


   и 
1

3
n

i
i

i

Z X


  . 

 

86. Матрицата на коваријанси на случајниот вектор ( , , )X Y Z  е  

2 1 2

1 3 3

2 3 4

B

 
 

 
 
   

. 

Пресметајте cov( , )U V , каде U X Y Z    и 2 3V X Y Z   .  
 

87. Пресметајте ја матрицата на коваријанси на случајниот вектор ( , )X Y  ако:  

U X Y  , V X Y  , cov( , ) 1U V  , cov( , ) 5X U   и cov( , ) 1X V   . 
 

88. Случајниот вектор ( , )U V  има математичко очекување (2, 3)  и матрица на кова-

ријанси  

1 1

1 3

 
 
 

. 
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Пресметајте го математичкото очекување и матрицата на коваријанси на слу-

чајниот вектор ( , )X Y , каде 2X U V  , Y U V  .  
 

89. За случајниот вектор ( , )X Y  важи: ( ) 2, ( ) 4D X D Y   и cov( , ) 1X Y  . Најде-

те таква линеарна комбинација Z  на случајните променливи X  и Y , така 

што ( ) ( )D X D Z  и cov( , ) 0X Z  .  
 

90. Случајниот вектор ( , )X Y  има матрица на коваријанси A . Определете ги сите 

вредности на параметрите a  и b  такви, што случајниот вектор ( , )U V  каде 

U aX bY   и V aX bY   да има матрица на коваријанси B :  

1 2

2 4
A

 
  

 
 и 

9 3

3 1
B

 
  

 
. 

 

91. Во сад имаме пет топчиња нумерирани со броевите од 1 до 5. Без гледање од 

садот земаме по едно топче и не го враќаме. Со iX  да го означиме бројот на из-

влеченото топче во i  тото влечење, 1,2,3,4,5i  . Најдете го законот на распре-

делба на случајната променлива , 1,2,3iX i   и пресметајте 1 2 3( )D X X X  .  
 

92. Нека дводимензионалната случајна променлива ( , )X Y  има триномна распре-

делба:   

!
! !( )!

( , ) (1 )k m n k mn
k m n k m

P k m p q p q  

 
   , , 0,1,2,..., ,k m n k m n   . 

a) Најдете ги условните и маргиналните закони на распределба.  

b) Пресметајте ( ), ( ), ( )E X E Y D X  и ( )D Y .  

c) Најдете го условното математичко очекување ( | )E Y X .  

d) Пресметајте го коефициентот на корелација ( , )X Y .  
 

93. Бројот X  случајно се избира од множеството {1,2,3} . Потоа коцка за играње 

се фрла X  пати и притоа бројот на паднатите шестки е еднаков на Y .  

a) Најдете ги распределбата на случајната променлива ( , )X Y  и маргинални-

те распределби на X  и Y . Дали X  и Y  се независни случајни промен-

ливи?  

b) Најдете го условното математичко очекување ( | 2)E X Y  .  

c) Најдете го коефициентот на корелација на случајните променливи X  и Y  

и правата на линеарна регресија на X  по Y .  
 

94. Во една голема серија на производи 2% се неисправни. Од серијата на случаен 

начин се избираат 100 производи. Користејќи ја теоремата на Пуасон пресме-

тајте ја веројатноста меѓу овие производи да има:  

a) точно 3 неисправни производи,  

b) најмалку 3 неисправни производи,  

c) најмногу 5 неисправни производи, и  

d) бројот на неисправните производи да не е помал од 2 и да не е поголем од 

6.  
 

95. Во една телефонска централа имаме просечно по три повици во секунда. 

Пресметајте ја веројатноста во текот на една секунда:  

1) да има најмногу еден повик,  
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2) да има точно два повици и  

3) да има точно три повици.  
 

96. Во еден град во текот на една година се раѓаат 20000 деца. Сметајќи дека ве-

ројатноста да се роди момче е 0,51, најдете таков број t , за да со веројатност 

0,99 може да се тврди дека меѓу родените деца во текот на една година бројот 

на родените момчиња го надминува бројот на родените девојчиња за не по-

малку од t .  
 

97. Во текот на еден час во амбулантата за брза помош се јавува еден пациент. 

Колкава е веројатноста дека во текот на три последователни часа во амбулан-

тата ќе се јават повеќе од 10 пациенти?  
 

98. Колкава е веројатноста во група од 30 студенти, ниту еден да не се родил во 

месец јануари? Пресметајте ја оваа веројатност според точната формула и 

според Пуасоновото приближување.  
 

99. Во една оранжерија 80% од производството на краставици е од прва класа. 

Колкава е веројатноста меѓу 2000 случајно избрани производи бројот на 

производите од прва класа да е меѓу 1546 и 1624.  
 

100. Визуелното воочување на некој вештачки Земјин сателит од определено место 

на набљудување е можно со веројатност 0,12 и тоа секој пат кога сателитот ќе 

го прелета тоа место. Колку пати сателитот треба да го прелета тоа место за 

да со веројатност не помала од 0,9975 го забележиме сателитот барем 5 пати?  
 

101. Веројатноста за реализирање на настанот A  во секој одделен експеримент е 

0,1. Експериментите се независни меѓусебно. Колку експерименти треба да се 

направат за да со веројатност 0,9 или поголема настанот A  се реализира 

барем 6 пати?  
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XXV ГЛАВА  

ДИФЕРЕНЦНИ РАВЕНКИ   
 

 

 

1. ВОВЕДНИ ПОИМИ  
 

1.1. Во книгата Liber abaci (Книга за абакот), која ја напишал познатиот 

италијански математичар Леонардо од Пиза попознат како Фибоначи се среќава и 

следната задача.  

 

Пар зајаци, почнувајќи од вториот месец на животот, еднаш месечно 

окотува по пар зајаци. Ако на почетокот на годината бил еден пар 

зајаци, колку парови зајаци биле на крајот од годината.  

 

Со ( )f n  да го означиме бројот на паровите после n от месец. Јасно, 

(0) 1f   и (1) 2f  . По истекот на ( 2)n  от месец имаме ( 1)f n  стари парови 

и онолку новородени парови, колку што биле парови на крајот од n от месец, 

т.е. ( )f n . Според тоа, членовите на низата { ( )}f n  ја задоволуваат релацијата  

( 2) ( 1) ( )f n f n f n    . Од досега изнесеното следува дека  
 

(2) (1) (0) 3

(3) (2) (1) 5

.......................................

(12) (11) (10) 377,

f f f

f f f

f f f

  

  

  

 

 

што значи дека бараниот број на парови зајаци на крајот на годината ќе биде 377.  

 

При решавањето на задачата на Фибоначи добивме низа за која првите 

два члена се дадени, а секој следен член е функција од претходните два, кои ги на-

рекуваме Фибоначиеви броеви. Видовме дека со последователни пресметувања 

може да се најде секој член на вака зададената низа. Меѓутоа, логично е да се за-

прашаме дали општиот член на низата може експлицитно да се изрази. Проблеми-

те од ваков вид се тема на проучување на теоријата на диференцните (рекурент-

ните) равенки, на која ќе се осврнеме во нашите натамошни разгледувања.  

 

1.2. Дефиниција. Нека се дадени првите k  членови 0 1,..., kx x   на низата 

{ }nx . Функционалната врска  
 

1 2( , ,..., )n k n k n k nx f x x x     ,    (1) 
 

со која секој член на низата { }nx  се изразува со помош на k  претходни, се наре-

кува диференцна (рекурзивна) равенка од k ти ред.  
 

За низата { }na  ќе велиме дека е решение на диференцната равенка (1) 

ако нејзините членови ја задоволуваат функционалната врска (1). Релацијата со 

која се добиваат сите низи кои се решенија на диференцната равенка (1) ја нареку-

ваме општо решение на диференцната равенка (1).  
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1.3. Како што видовме во задачата на Фибоначи однапред се зададени 

првите два члена на бараната низа, со чија помош ги наоѓаме останатите членови 

на низата. Во врска со ова го имаме следниот поим.  
 

 

Дефиниција. Првите k  членови 0 1,..., kx x   на низата { }nx  ги нарекуваме 

почетни услови на диференцната равенка (1).  

 

1.4. Забелешка. Пред да преминеме на решавање на некои класи дифе-

ренцни равенки, да забележиме дека не постои општ метод со кој може да се ре-

шат сите диференцни равенки. Во натамошните разгледувања, со , ,N Z Q , R  и C  

ќе ги означуваме множествата природни, цели, рационални, реални и комплексни 

броеви, соодветно.  

 

 

 

2. ЛИНЕАРНА ДИФЕРЕНЦНА РАВЕНКА ОД ПРВ РЕД  
 

2.1. Дефиниција. Нека , :P Q N R . Диференцната равенка од видот   
 

1 [ ( ) 1] ( )n nx P n x Q n    ,    (2) 
 

со почетен услов 0x , ја нарекуваме линеарна диференцна равенка од прв ред. Ако, 

( ) 0Q n  , за секој nN , тогаш диференцната равенка ја нарекуваме хомогена, а 

во спротивно ја нарекуваме нехомогена.  

 

2.2. Теорема. Ако ( ) 1P n  , за секој nN , тогаш општото решение на 

хомогената линеарна диференцна равенка  
 

1 [ ( ) 1] 0n nx P n x    ,     (3) 
 

е дадено со  
 

1

0

[1 ( )]
n

n
i

x C P i




  ,     (4) 

 

каде C  е произволна константа.  
 

Доказ. Ако 0 0x  , тогаш од (3) следува дека 0nx  , за секој nN , па 

затоа општото решение на (3) може да се запише во видот (4), при 0C  .  
 

Нека претпоставиме дека 0 0x  . Тогаш, од условот на теоремата и од (3) 

следува дека 0nx  , за секој nN . Ако во (3) последователно за n  земеме вред-

ности 0,1,..., 1k   ги добиваме равенствата 
 

1 0

2 1

1

[1 (0)]

[1 (1)]

.............................

[1 ( 1)]k k

x P x

x P x

x P k x 

 

 

  

    (5) 
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Ако од првото равенство го замениме 1x  во второто, а потоа 2x  во третото итн. го 

добиваме равенството  
 

1

0
0

[1 ( )]
k

k
i

x x P i




  , 

 

кое е од видот (4), за 0C x .  

 

2.3. Пример. Реши ги диференцните равенки  
 

а) 1 ( 1) 0n nx n x    , и   б) 1 0n nx qx   .  
 

Решение. а) Имаме,  
 

1 ( ) 1 , 0,1,..., 1P i i i n     , 
 

што според теорема 2.2 значи дека општото решение на разгледуваната равенка е  
 

1

0

(1 ) !
n

n
i

x C i C n




    . 

б) Имаме,  
 

1 ( ) , 0,1,..., 1P i q i n    , 
 

што според теорема 2.2 значи дека општото решение на разгледуваната равенка е   
 

1

0

n
n

n
i

x C q Cq




  .  

 

2.4. Пред да преминеме на решавање на општата линеарна нехомогена 

диференцна равенка од прв ред ќе разгледаме уште еден пример.  

 

Пример. Реши ја диференцната равенка  
 

1 ( )n nx x R n   .     (6)  
 

Решение. Ако во (6) последователно ставиме 0,1,2,..., 1n k   добиваме  
 

1 0

2 1

1

(0),

(1),

..........................

( 1)k k

x x R

x x R

x x R k

 

 

  

    (7) 

 

Со собирање на левите и десните страни на равенствата (7) добиваме 
1

0
0

( )
k

k
i

x x R i




   , што значи дека општото решение на равенката (6) е дадено со 

1

0

( )
n

n
i

x C R i




   .  

 

2.5. Теорема. Ако ( ) 1P n  , за секој nN , тогаш општото решение на 

нехомогената линеарна диференцна равенка  
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1 [ ( ) 1] ( )n nx P n x Q n    ,    (8) 

е дадено со  

0

11
( )

0 0[1 ( )]

( ) [1 ( )]
j

i

nn
Q j

n
j iP i

x C P i





 

    ,   (9) 

каде C  е произволна константа.  
 

Доказ. Нека ставиме 
1

0

[1 ( )], 0,1,...
n

n n
i

x y P i n




   . Со замена во (8) ја до-

биваме диференцната равенка  
 

1

1
0 0

[1 ( )] [ ( ) 1] [1 ( )] ( )
n n

n n
i i

y P i y P n P i Q n



 

      , 

 

која е еквивалентна на равенката  
 

0

( )
1

[1 ( )]
n

i

Q n
n n

P i

y y






  . 

 

Од пример 2.4 следува дека општото решение на последната равенка е дадено со  
 

0

1
( )

0 [1 ( )]
j

i

n
Q j

n
j P i

y C





 

   . 

 

Конечно, ако замениме во 
1

0

[1 ( )]
n

n n
i

x y P i




   добиваме дека општото решение на 

равенката (8) е дадено со (9).  

 

2.6. Пример. Реши ја диференцната равенка  
 

1 ( )n nx ax Q n   , aR  и :Q N R . 
 

Решение. Од теорема 2.5 следува дека општото решение на дадената 

диференцна равенка е   
 

1

1 1
( ) 1

0 0

( ) ( )
j

n n
Q j n n n j

n
a

j j

x C a Ca Q j a


 
 

 

     , CR .  

 

 

 

3. ЛИНЕАРНА ДИФЕРЕНЦНА РАВЕНКА ОД ВТОР РЕД  
 

3.1. Дефиниција. Нека , , :P Q R N R . Диференцната равенка од видот   
 

2 1( ) ( ) ( )n n nx P n x Q n x R n    ,    (10) 
 

со почетен услов 0x , ја нарекуваме линеарна диференцна равенка од втор ред. 

Ако, ( ) 0R n  , за секој nN , тогаш диференцната равенка ја нарекуваме хомоге-

на, а во спротивно ја нарекуваме нехомогена.  
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3.2. Лема. Нека е дадена линеарната хомогена диференцна равенка од 

втор ред  
 

2 1( ) ( ) 0n n nx P n x Q n x    ,    (11) 
 

и нека { }na  и { }nb  се две нејзини решенија. Тогаш, за секои ,A BC  низата 

{ }n nA a B b    е решение на (11).  
 

 

Доказ. Нека { }na  и { }nb  се две решенија на равенката (11) и ,A BC . 

Имаме,  
 

2 2 1 1

2 1 2 1

( ) ( )( ) ( )( )

[ ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]

0 0 0

n n n n n n

n n n n n n

Aa Bb P n Aa Bb Q n Aa Bb

A a P n a Q n a B b P n b Q n b

A B

   

   

     

     

    

 

 

што значи дека { }n nA a B b    е решение на (11).  

 

3.3. Дефиниција. За решенијата { }na  и { }nb  на линеарната хомогена ди-

ференцна равенка (11) ќе велиме дека се пропорционални ако постои AC  таков 

што n na Ab , за секој 0n  . Во спротивен случај ќе велиме дека решенијата 

{ }na  и { }nb  се непропорционални.  

 

3.4. Лема. а) Решенијата { }na  и { }nb  на хомогената равенка (11) се про-

порционални ако и само ако 0 0 1 1: :a b a b .  
 

б) Решенијата { }na  и { }nb  на хомогената равенка (11) се непропорцио-

нални ако и само ако 0 0 1 1: :a b a b . 
 

 

Доказ. а) Ако решенијата { }na  и { }nb  се пропорционални, тогаш 

0 0a Ab  и 1 1a Ab , па затоа 0 0 1 1: :a b A a b  .  
 

Обратно, нека 0 0 1 1: :a b a b A  . Тогаш, 0 0a Ab  и 1 1a Ab . Нека прет-

поставиме дека за n na Ab  и 1 1n na Ab  . Тогаш, од (11) следува  
 

2 1

1

1 2

( ) ( )

( ) ( )

[ ( ) ( ) ] .

n n n

n n

n n n

a P n a Q n a

P n Ab Q n Ab

A P n b Q n b Ab

 



 

  

  

   

 

 

Сега, од принципот на математичка индукција следува дека k ka Ab , за секој 

0k  , т.е. решенијата { }na  и { }nb  се пропорционални.  
 

б) Непосредно следува од а).  

 

3.5. Теорема. Ако { }na  и { }nb  се две непропорционални решенија на 

хомогената равенка (11), тогаш за секое решение { }nx  на (11) постојат единствени 

,A BC  такви што k k kx Aa Bb  , за секој 0k  .  
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Доказ. Секое решение { }nx  на (11) еднозначно е определено со своите 

први два члена 0x  и 1x . Нека, 0x a  и 1x b . Јасно, ако константите A  и B  ги 

определиме така што  
 

0 0

1 1

Aa Bb a

Aa Bb b

 


 
,     (12) 

тогаш за секој 0k   ќе важи k k kx Aa Bb  . Бидејќи решенијата { }na  и { }nb  се 

непропорционални, од лема 3.4. б) следува дека 0 0 1 1: :a b a b , што значи дека 

системот (12) има единствено решение, т.е. постојат единствени ,A BC  такви 

што k k kx Aa Bb  , за секој 0k  .   

 

3.6. Пред да преминеме на разгледување на постапката за решавање на 

линеарна хомогена диференцна равенка од втор ред со константни коефициенти, 

без да ја докажуваме, ќе ја формулираме теоремата за решенијата на нехомогената 

линеарна диференцна равенка од втор ред.  

 

Теорема. Нека е дадена нехомогената диференцна равенка од втор ред 

(10). Ако { }na  и { }nb  се две непропорционални решенија на соодветната хомо-

гена равенка (11), а { }nx  е решение на нехомогената равенка (10), тогаш за секое 

решение { }ny  на (10) постојат ,A BC  такви што k k k ky Aa Bb x   ,  за секој 

0k  .  

 

 

 

4. ХОМОГЕНА ЛИНЕАРНА ДИФЕРЕНЦНА  

РАВЕНКА ОД ВТОР РЕД СО  

КОНСТАНТНИ КОЕФИЦИЕНТИ  
 

4.1. Дефиниција. Диференцната равенка  
 

2 1 0, ,n n nx bx cx b c    R ,    (13) 
 

ја нарекуваме хомогена диференцна равенка со константни коефициенти од втор 

ред.  
 

На равенката (13) и ја придружуваме квадратната равенка  
 

2 0r br c        (14) 
 

која ја нарекуваме карактеристична равенка за равенката (13).  

 

4.2. Лема. Нека   и   се различни решенија на карактеристичната ра-

венка (14) за равенката (13). Тогаш, низите { }na  и { }nb  определени со n
na   и 

n
nb  , 0,1,2,...n   се непропорционални решенија на равенката (13).  

 

Доказ. Бидејќи   е решение на карактеристичната равенка (14) за равен-

ката (13), имаме 
2 0b c    , па затоа  
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2 1 2
2 1 ( ) 0 0n n n n n

n n na ba ca b c b c       
            , 

 

што значи дека низата { }na  определена со n
na  , 0,1,2,...n   е решение на ра-

венката (13).  
 

Аналогно се докажува дека и низата { }nb  е решение на (13).  
 

Бидејќи 0 0 1 1: 1:1 : :a b a b    , од лема 3.4 б) следува дека низите 

{ }na  и { }nb  се непропорционални решенија на равенката (13).  

 

4.3. Лема. Нека   е двоен корен на карактеристичната равенка (14) за 

равенката (13). Тогаш, низите { }na  и { }nb  определени со n
na   и n

nb n , 

0,1,2,...n   се непропорционални решенија на равенката (13).  
 

Доказ. Доказот за низата { }na  е аналоген на доказот од лема 3.2. Бидејќи 

  е двоен корен, од Виетовите правила следува дека 2 b   . Според тоа,  
 

2 1
2 1

2 1

1

( 2) ( 1)

( ) (2 )

0 0 0,

n n n
n n n

n n

n n

b bb cb n b n cn

n b c b

n

  

    

 

 
 





      

    

    

 

 

што значи дека низата  определена со n
nb n , 0,1,2,...n   е решение на равен-

ката (13).  
 

Бидејќи 0 0 1 1: 0 :1 : :b a b a    , од лема 3.4 б) следува дека низите 

{ }na  и { }nb  се непропорционални решенија на равенката (13).  

 

4.4. Забелешка. За равенката (13) на единствен начин ја формираме неј-

зината карактеристична равенка (14), со чија помош наоѓаме две непропорцио-

нални решенија на (13). Сега од теорема 3.5 следува дека, ако { }nx  е решение на 

(13), тогаш постојат единствени ,A BC  такви што  
 

k k kx Aa Bb  , за секој 0k  , 
 

каде низите { }na  и { }nb  се дадени со лемите 4.2 и 4.3.   

 

3.5. Пример. Решете ги диференцните равенки  
 

а) 2 13 2 0n n nx x x    , со почетни услови 0 0x   и 1 1x  .  
 

б) 2 14 4 0n n nx x x    , со почетни услови 0 1x   и 1 4x  .  
 

в) 2 12 2 0n n nx x x    , со почетни услови 0 1x   и 1 4x  .  
 

Решение. а) Корените на карактеристичната равенка 2 3 2 0r r    се 2 и 

1 и тие се различни. Низите {2 }n  и {1}  се непропорционални решенија, па затоа 

општото решение на дадената равенка е 2n
nx A B   , 0,1,2,...n  . Константите 

A  и B  ги определуваме од почетните услови и го добиваме системот  
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0

1

2 0

2 1

A B

A B

   


  

 

 

чие решение е 1A   и 1B   . Според тоа, решението на дадената равенка е 

2 1n
nx   , 0,1,2,...n  .  

 

б) Карактеристичната равенка е 2 4 4 0r r    и таа има двоен корен 2. 

Низите {2 }n  и { 2 }nn  се непропорционални решенија, па затоа општото решение 

на дадената равенка е 2 2n n
nx A B n    , 0,1,2,...n  . Константите A  и B  ги 

определуваме од почетните услови и го добиваме системот  
 

0 0

1 1

2 0 2 1

2 1 2 4

A B

A B

     


    

 

 

чие решение е 1A   и 1B  . Според тоа, решението на дадената равенка е 

2 2 2 ( 1)n n n
nx n n    , 0,1,2,...n  .  

в) Карактеристичната равенка е 2 2 2 0r r    и таа има коњугирано ком-

плексни корени 1 i  и 1 i . Низите {(1 ) }ni  и {(1 ) }ni  се непропорционални 

решенија, па затоа општото решение на дадената равенка е  

(1 ) (1 )n n
nx A i B i    , 0,1,2,...n  . 

Константите A  и B  ги определуваме од почетните услови и го добиваме систе-

мот  
 

0 0

1 1

(1 ) (1 ) 1

(1 ) (1 ) 4

A i B i

A i B i

    


   

 

 

чие решение е 1 3
2

iA   и 1 3
2

iB  . Според тоа, решението на дадената равенка е 

1 3 1 3
2 2

(1 ) (1 )n ni i
nx i i     , 0,1,2,...n  .  

 

 

 

5. СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦНИ РАВЕНКИ  

ОД ВИДОТ 
1

1

n n n

n n n

x px qy

y rx sy





 


 
 

 

5.1. Во општ случај решавањето на системот диференцни равенки  
 

1

1

n n n

n n n

x px qy

y rx sy





 


 
    (15) 

 

се сведува на решавање на линеарна хомогена диференцна равенка од втор ред. 

Можни се два случаи:  
 

а) Ако 0q r  , тогаш системот (15) го добива видот  
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1

1

n n

n n

x px

y sy









 

 

и во овој случај решенијата ги наоѓаме како во пример 1.3 б).  
 

б) Нека претпоставиме дека 0q   или 0r  , на пример 0q  . Од првата 

равенка на системот (15) наоѓаме  
 

1n n nqy x px   и 1 2 1n n nqy x px    .    (16) 
 

Втората равенка ја множиме со q  и добиваме 1n n nqy qrx qsy   . Ако во послед-

ната равенка од (16) замениме за 1nqy   и nqy  ја добиваме равенката  
 

2 1 1( )n n n n nx px qrx s x px      , 
 

која е еквивалентна на хомогената линеарна диференцна равенка со константни 

коефициенти од втор ред:  
 

2 1( ) ( ) 0n n nx p s x ps qr x      .    (17) 
 

Со тоа, проблемот на наоѓање на низата { }nx  го сведовме на решавање на хомо-

гена линеарна диференцна равенка со константни коефициенти од втор ред, за 

што говоревме во претходната точка. Низата { }ny  може да се определи од рела-

цијата  

1n nx px
n q

y  
 . 

 

5.2. Пример. Реши ги системите диференцни равенки:  
 

a) 
1

1

3

5

n n n

n n n

x x y

y x y





 


 
, со почетни услови 0 00, 6x y  .  

 

b) 
1

1

2

4

n n n

n n n

x x y

y x y





 


 
, со почетни услови 0 02, 1x y  .  

 

Решение. а) Применувајќи ја постапката од 5.1 б) последователно нао-

ѓаме  
 

1 1 2 13 , 3n n n n n ny x x y x x       . 
 

Со замена во 1 5n n ny x y    ја добиваме равенката  
 

2 1 13 5 3n n n n nx x x x x       
 

која е еквивалентна на равенката  
 

2 12 8 0n n nx x x    . 

Карактеристичната равенка на последната диференцна равенка е 2 2 8 0t t    и 

нејзини решенија се 4 и 2 . Според тоа,  
 

4 ( 2)n n
nx A B     . 

 

Од 0 00, 6x y   и 1 0 03x x y   наоѓаме 1 6x  . Значи коефициентите A  и B  го 

задоволуваат системот равенки  
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0 0

1 1

4 ( 2) 0

4 ( 2) 6

A B

A B

     


    

 

 

чии решенија се 1, 1A B   , па затоа 4 ( 2)n n
nx    . За низата { }ny  имаме  

 

1 1
1 3 4 ( 2) 3[4 ( 2) ] 4 5( 2)n n n n n n

n n ny x x  
           . 

 
 

б) Применувајќи ја постапката од 4.1 б) последователно наоѓаме  
 

1 1 1 22 , 2n n n n n ny x x y x x       . 
 

Со замена во 1 4n n ny x y    ја добиваме равенката  
 

1 2 12 4(2 )n n n n nx x x x x       
 

која е еквивалентна на равенката  
 

2 16 9 0n n nx x x    . 
 

Карактеристичната равенка на последната диференцна равенка е 2 6 9 0t t    и 

таа има двоен корен 3. Според тоа,  
 

3 3n n
nx A Bn    . 

 

Од 0 02, 1x y   и 1 0 02x x y   наоѓаме 1 3x  . Значи коефициентите A  и B  го 

задоволуваат системот равенки  
 

0 0

1 1

3 0 3 2

3 1 3 3

A B

A B

     


    

 

 

чии решенија се 2, 1A B   , па затоа 3 (2 )n
nx n  . За низата { }ny  имаме  

 

1
12 2 3 (2 ) 3 [2 ( 1)] 3 (1 )n n n

n n ny x x n n n
          .   

 

5.3. Нека е дадена диференцната равенка  
 

1
n

n

px q
n rx s

x


 
 .      (18) 

 

Секое решение на равенката (18) е определено со првиот член. Нека 0x a . Да го 

разгледаме системот  
 

1

1

n n n

n n n

y py qz

z ry sz





 


 
 

 

кој ги задоволува условите 0y a  и 0 1z  . Нека, { }ny  и { }nz  се решенија на 

овој систем. Ставаме, n

n

y
n z

x   и добиваме 0

0
0

y

z
x a   и  

 

1

1
1

yn
zn n n n n

ynn n n n
zn

p qy py qz px q
n z ry sz rx sr s

x 



 
  
    ,  
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т.е. вака најдената низа е решение на диференцната равенка (18).  

 

5.4. Пример. Реши ја диференцната равенка:  
 

а) 
2

1 4
n

n

x
n x

x


 
 , при почетен услов 0 0x  , и  

 

б) 
1

1 3
n

n

x
n x

x


 
 , при почетен услов 0 1x  .  

 

Решение. а) Прво го решаваме системот  
 

1

1

2

4

n n n

n n n

y y z

z y z





 


 
, 

 

кој ги задоволува почетните услови 0 00, 1y z  . Со елиминација на nz  и 1nz   ја 

добиваме равенката 2 15 6 0n n ny y y    . Нејзината карактеристична равенка е 

2 5 6 0t t    и истата има решенија 2 и 3. Затоа, 2 3n n
ny A B    . Ако се иско-

ристат почетните услови наоѓаме 2A   и 2B   , што значи 2 2 2 3n n
ny     . За 

низата { }nz  наоѓаме 1

2
2 2 3n ny y n n

nz


     . 
 

Конечно, 2 2 2 3

2 2 3

n n

n nnx   

  
 .  

 

б) Прво го решаваме системот  
 

1

1 3

n n n

n n n

y y z

z y z





 


 
, 

 

кој ги задоволува почетните услови 0 01, 1y z  . Со елиминација на nz  и 1nz   ја 

добиваме равенката 2 14 4 0n n ny y y    . Нејзината карактеристична равенка е 

2 4 4 0t t    и истата има двоен корен 2. Затоа, 2 2n n
ny A Bn    . Ако се иско-

ристат почетните услови наоѓаме 1A   и 1B   , што значи 2 2n n
ny n  . За ни-

зата { }nz  наоѓаме 1 2 2n n
n n nz y y n    . 

 

Конечно, 2 2 1
12 2

n n

n n

n n
n nn

x  


  .   

 

 

 

6. РЕШАВАЊЕ НА НЕКОИ НЕХОМОГЕНИ  

ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦНИ РАВЕНКИ ОД ВТОР  

РЕД СО КОНСТАНТНИ КОЕФИЦИЕНТИ  
 

6.1. Согласно, со теорема 4.6 за да ја решиме нехомогената диференцна 

равенка со константни коефициенти од втор ред 
 

2 1 ( )n n nx bx cx f n        (19) 

каде ,b cR  и ( ) 0f n   доволно е да ја решиме соодветната хомогена равенка  
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2 1 0n n nx bx cx        (20) 
 

и да најдеме барем едно решение { }nx  на равенката (19). Тогаш, општото реше-

ние на (19) е збир на решението на равенката (20) и { }nx .  

 

Може да се докаже дека, ако { }na  и { }nb  се непропорционални решенија 

на хомогената равенка (20), тогаш едно решение на нехомогената равенка (19) е 

дадено со  
 

1 1

1 2 1 2

1

0

( )t n t n

t t t t

n
a b b a

n a b b a
t

x f t 

   







  , 

 

што значи дека општото решение на равенката (19) е дадено со  
 

1 1

1 2 1 2

1

0

( )t n t n

t t t t

n
a b b a

n n n a b b a
t

y Aa Bb f t 

   







    . 

 

6.2. Што се однесува до решението { }nx  на равенката (19), без доказ ќе 

наведеме неколку облици на решението на истата кои зависат од видот на функ-

цијата ( )f n .  
 

а) Ако ( )f n  е полином од k  ти степен, тогаш  

- 
0

k
i

n i
i

x A n


  , ако 1 не е корен на карактеристичната равенка 

2 0r br c   ,  

- 1

0

k
i

n i
i

x A n 



  , ако 1 е еден од различните корени на карактери-

стичната равенка 2 0r br c   ,  

- 2

0

k
i

n i
i

x A n 



  , ако 1 е двоен корен на карактеристичната равенка 

2 0r br c   ,  
 

б) Ако ( ) ( ) n
kf n P n e , каде kP  е полином од k  ти степен, тогаш  

 

- 
0

k
n i

n i
i

x e A n



  , ако   не е корен на карактеристичната равенка 

2 0r br c   ,  

- 1

0

k
n i

n i
i

x e A n 



  , ако   е еден од различните корени на карактери-

стичната равенка 2 0r br c   ,  

- 2

0

k
n i

n i
i

x e A n 



  , ако   е двоен корен на карактеристичната ра-

венка 
2 0r br c   ,  
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в) Ако ( ) ( ) n
kf n P n a , каде kP  е полином од k  ти степен, тогаш  

 

- 
0

k
n i

n i
i

x a A n


  , ако a  не е корен на карактеристичната равенка 

2 0r br c   ,  

- 1

0

k
n i

n i
i

x a A n 



  , ако a  е еден од различните корени на карактери-

стичната равенка 2 0r br c   ,  

- 2

0

k
n i

n i
i

x a A n 



  , ако a  е двоен корен на карактеристичната равенка 

2 0r br c   ,  

 

Во сите претходни случаи коефициентите , 0,1,2,...,iA i k  кои се јaвува-

ат во решенијата се неопределени и истите ги определуваме со замена на реше-

нието во равенката (19). Овој метод е познат како метод на неопределени кое-

фициенти и се заснова на фактот дека два полиноми се еднакви ако и само ако им 

се еднакви коефициентите пред соодветните степени. Ќе разгледаме еден пример.  

 

6.3. Пример. Реши ја нехомогената диференцна равенка:  
 

а) 2 1 1n n nx x x n     , и   б) 2
2 12n n nx x x n    .  

 

Решение. а) Општото решение на соодветната хомогена диференцна ра-

венка е дадено со: 
5 1 5 1

2 2
( ) ( 1) ( )n n nA B   . Бидејќи десната страна на равенката 

е полином од прва степен и 1 не е корен на карактеристичната равенка 
2 1 0r r    добиваме дека 0 1nx A A n  . Со замена во равенката добиваме  

 

1 0 1 0 1 0( 2) ( 1) 1A n A A n A A n A n          
 

од каде после средувањето наоѓаме  
 

1 1 0( 1) (3 1) 0A n A A     , 

т.е.  

1 1 0A    и 1 03 1 0A A   . 
 

Според тоа, 1 01, 4A A   , па затоа општото решение на равенката е  
 

5 1 5 1

2 2
( ) ( 1) ( ) 4n n n

ny A B n      . 
 

б) Општото решение на соодветната хомогена диференцна равенка е да-

дено со: A Bn . Бидејќи десната страна на равенката е полином од втора степен и 

1 е двоен корен на карактеристичната равенка 2 2 1 0r r    добиваме дека  

2 3 4
0 1 2nx A n A n A n   . 

Аналогно како во задачата под а) наоѓаме 51 1
2 1 012 3 12

, ,A A A    , па затоа 

општото решение на равенката е  
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25 1 1
12 3 12ny A Bn n n     .  

 

 

 

7. ТРИАНГУЛАЦИЈА НА n-АГОЛНИК И  

ПРОБЛЕМ НА ЗАГРАДИ  
 

7.1. Набљудуваме конвексен n  

аголник 1 2... nA A A , (црт. десно). Под триан-

гулација на n аголникот ќе подразбираме 

негова поделба на триаголници при што се 

исполнети условите:  
 

а) или триаголниците немаат заед-

нички точки,  
 

б) или имаат само заедничко теме,  
 

в) или имаат заедничка страна.  

 

 

 

 

 

 

 

На цртежите а) и б) имаме триангулација на петаголникот, а додека на цртежите 

в), г) и д) немаме триангулација на петаголникот.  

 

Проблемот на триангулација се состои во наоѓање на бројот nT , 3n   на 

триангулациите кои се состојат само од дијагонали на n аголникот. Овие триан-

гулации ги нарекуваме дијагонални. За две дијагонални триангулации ќе велиме 

дека се еквивалентни ако во нив “учествуваат” исти дијагонали. По дефиниција 

ставаме 1 20, 1T T  . Очигледно 3 1T  , бидејќи триаголникот е веќе триангули-

ран на единствен начин.  

 

Да забележиме дека од едно теме на n аголникот поаѓаат 3n  дијагона-

ли и тие формираат 2n  триаголници. Ќе го определиме бројот x  на дијагонали-

те кои се користат во дијагонална триангулација. Збирот на внатрешните агли на 

секоја дијагонална триангулација мора да биде еднаков на збирот на внатрешните 

агли на n аголникот, кој е еднаков на ( 2)n  . Бидејќи збирот на внатрешните 

агли на триаголникот е еднаков на   добиваме дека секоја дијагонална триангу-

лација мора да има 2n  триаголници, па вкупниот број на рабови е еднаков на 

3( 2) 3 6n n   , при што дијагоналите се броени двапати, а страните на n  агол-

никот се броени еднаш. Значи, 2 3 6x n n   , т.е. 3x n  , што значи дека во 

секоја триангулација учествуваат точно 3n  дијагонали.  
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7.2. Теорема. Броевите , 2nT n   ја задоволуваат диференцната равенка  
 

1 2 3 1 1 3 2...n n n n nT T T T T T T T T       .   (21) 
 

Доказ. Да го разгледаме многуа-

голникот 1 1... nP A A  , (цртеж лево). Стра-

ната 1 1nA A   припаѓа на некој триаголник на 

секоја дијагонална триангулација на P . 

Третото теме на тој триаголник може да 

биде некое од темињата , 2,...,kA k n . Да 

го пресметаме бројот на начините на кои 

третото теме може да биде некое од темињата , 2,...,kA k n . Триаголникот 

1 1n kA A A  го дели многуаголникот P  на два помали конвексни многуаголници и 

тоа “долен” конвексен k  аголник 1... kA A  и “горен” конвексен ( 2)n k   агол-

ник 1 1...k k nA A A  . Долниот k  аголник може да се триангулира на kT  начини, а 

горниот ( 2)n k   аголник на 2n kT     начини, па затоа вкупниот број на триан-

гулации во овој случај е 2k n kT T   . Но, за секој 2,...,k n  на претходно опиша-

ниот начин добиваме различни триангулации, па затоа  
 

1 2 3 1 1 3 2...n n n n nT T T T T T T T T       .  

 

7.3. Од досега изнесеното следува дека за да го определиме бројот на 

триагулациите, треба да ја решиме нелинеарната диференцна равенка (21). За таа 

цел ќе докажеме дека броевите , 4nT n   задоволуваат поедноставна диференцна 

равенка.  

 

Лема. Броевите , 4nT n   ја задоволуваат диференцната равенка  
 

3 1 4 2 2 4 1 32( 3)
( ... )n

n n n n nn
T T T T T T T T T   

     .   (22) 

 

Доказ. Да го разгледаме многуагол-

никот 1... nA A , (цртеж лево). Дијагоналата 

1 kA A , 3,..., 1k n   го дели P  на два многу-

аголника 1P  и 2P , т.е. на долен  конвексен 

k  аголник 1 1... kP A A  и на горен конвексен 

( 2)n k   аголник 2 1 1...k k nP A A A A  , (цр-

теж десно). Бројот на триангулациите на P  во кои учествува дијагоналата 1 kA A  е 

еднаков на 2k n kT T   . Од темето 1A  излегуваат 3n  дијагонали 1 3 1 4, ,...,A A A A  

1 1nA A  , па затоа бројот на триангулациите за сите дијагонали од темето 1A  е 

еднаков на  
 

3 1 4 2 2 4 1 3...n n n nT T T T T T T T        
 

и ова важи за сите темиња. Значи бројот  
 

3 1 4 2 2 4 1 3( ... )n n n nn T T T T T T T T        
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ги опфаќа сите можни триангулации за секоја дијагонала, и притоа броиме двапа-

ти, за секое теме на дијагоналата. Според тоа, бројот  
 

3 1 4 2 2 4 1 32
( ... )n

n n n nT T T T T T T T        
 

е број за секоја можна дијагонала што учествува во триангулација на P . Но, би-

дејќи секоја триангулација ја броиме за секоја дијагонала поодделно, а имаме 

3n  дијагонали добиваме дека бројот на триангулациите е  
 

3 1 4 2 2 4 1 32( 3)
( ... )n

n n n nn
T T T T T T T T   

    , 

 

т.е. важи формулата (22).  

  

7.4. Теорема. За секој 2n   важи  
 

2( 2)1
21

( )
n

n nn
T




 .    (23) 
 

Доказ. Бидејќи 2 1T  , од (21) добиваме 1 3 1 1 32 ...n n n nT T T T T T      . 

Сега од (22) следува  
 

2( 3)
3 1 4 2 2 4 1 3...

n
n n n n n n

T T T T T T T T T


        , 

па затоа  
2( 3)

1 2
n

n n n n
T T T


   , 

 

т.е. 
2(2 3)

1
n

n n n
T T


  . Од последната формула последователно добиваме  

 

2 3

1

1

2(2 3) 2 (2 3)(2 5) 2 (2 3)(2 5)(2 7)
1 1 2( 1) ( 1)( 2)

2 (2 3)(2 5)(2 7)...(2 3 3)(2 2 3)

( 1)( 2)...3 2

2 (2 3)(2 5)(2 7)...(2 3 3)(2 2 3) ( 1)

( 1)( 2)...3 2

...

n

n

n n n n n n
n n n nn n n n n n

n n n

n n n

n n n n

n n n

T T T T





     
    

      

  

       

  

   



 
( 2)...3 21

( 1)( 2)...3 21

(2 3)(2 5)(2 7) ... 31 (2 2)(2 4) ... 6 4 2

( 1)( 2)...3 2 ( 1)( 2)...3 21

(2 2)! 2( 1)1 1
1( 1)!( 1)!

( ).

n

n n

n n n n n

n n n n n

n n
nn n n n

  

   

           

      

 
 

 

  

 

 

Конечно, ако во последната формула наместо 1n  ставиме n  ја добиваме форму-

лата (23).  

 

7.5. Проблемот на триангулација прв го решил Ојлер, но подоцна Каталан  

решавајќи го проблемот на загради кој покасно ќе го формулираме ги открил бро-

евите од видот 
21

1
( )n

n nn
C


 , кои во негова чест се наречени Каталанови броеви.  

 

Проблем на загради. Нека 1 2, ,..., nx x x  се еден до друг запишани броеви во 

произволен редослед. Од асоцијативниот закон следува дека при произволно мно-

жење на овие броеви секогаш добиваме ист резултат. На пример, три броја мо-

жеме да ги помножиме на два начини 1 2 3( )x x x  и 1 2 3( )x x x  и уште по бројот на 



 153 

пермутациите на тие броеви, па затоа вкупниот број на различни множења е 

2 3! 12  . Слично, четири броеви можеме да ги помножиме на пет начини  
 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4( )( ) (( ) ) ( ( )) (( ) ) ( ( ))x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x     
 

и уште по бројот на пермутациите се добива 5 4! 120  . Во врска со претходните 

примери ќе разгледаме две задачи:  
 

a) На колку различни начини може да се помножат n  броеви?  
 

b) На колку различни начини може да се помножат n  броеви, кои се 

фиксирани? На пример 1 2, ,..., nx x x .  

 

Прво ќе ја решиме задачата под а). Нека со nZ  го означиме бараниот број. 

Да го разгледаме било кој од 1nZ   производите на броевите 1 2 1, ,..., nx x x  . На 

секој од овие производи го додаваме бројот nx  и тоа може да се направи на два 

начини:  
 

- како надворешен множител (...)nx  или (...) nx ,  

- како внатрешен множител, при што на секое од ( 2)n  те множења 

за пресметување на еден од производите на броевите 1 2 1, ,..., nx x x   

додавањето може да се направи на 4 начини. Имено, ако имаме мно-

жење на два соседни броја a  и b , тогаш внатрешното вметнување на 

бројот nx  може да се направи на еден од следните четири начини: 

( ) , ( ) , ( ), ( )n n n nx a b ax b a x b a bx .  
 

Од претходно изнесеното следува дека бројот nx  може да се вметне или да се до-

даде на секој од 1nZ   производите на броевите 1 2 1, ,..., nx x x   на 4( 2) 2 4 6n n     

начини. Значи, броевите nZ , 2,3,...n   ја задоволуваат диференцната равенка  
 

1(4 6)n nZ n Z   ,     (24) 

со почетен услов 1 1Z  . Решението на равенката (24) е дадено со  
 

1

1 2

1

1

2 (2 3)(2 5) ... 31

( 1)!

(2 2)(2 3)(2 4)(2 5) ... 4 3 21

(

(4 6) (4 6)(4 10)

(4 6)(4 10)...(4 3 6)(4 2 6)

2(2 3)2(2 5)...2(2 3 3)2(2 2 3)

2 (2 3)(2 5) ... 3 1

( 1)!
n

n n n

n

n n

n

n n n n

n

Z n Z n n Z

n n Z

n n

n n

n


 



    



        



    

      

      

     

 


1)!

(2 2)! 2 2
1( 1)!

( 1)!( ).
n n

nn
n

 


  

 

 

За да ја решиме задачата под б) доволно е бројот nZ  да го поделиме со 

бројот на пермутациите на броевите 1 2, ,..., nx x x , т.е. со !n . Значи решение на 

задачата под б) е 
2 21

1!
( )nZ n

nn n


  и тоа е ( 1)n  от Каталанов број.  



 154 

7.6. Забелешка. Бидејќи множењето на броевите 1 2, ,..., nx x x  запишани во 

овој редослед, за секој фиксиран {1,2,..., }r n  може да се направи ако прво се 

помножат броевите 1 2, ,..., rx x x , потоа се помножат броевите 1 2, ,...,r r nx x x    и се 

најде нивниот производ или пак ако прво се помножат броевите 1 2, ,..., n rx x x  , по-

тоа се помножат броевите 1 2, ,...,n r n r nx x x     и се најде нивниот производ заклу-

чуваме дека броевите nZ  ја задоволуваат диференцната равенка  
 

1 1 2 2 2 2 1 1...n n n n nZ Z Z Z Z Z Z Z Z        .  

 

 

 

8. ФИБОНАЧИЕВИ БРОЕВИ   
 

8.1. На почетокот од нашите разгледувања ја споменавме задачата на 

Леонардо Фибоначи, но не ја решивме соодветната диференцна равенка. Во овој 

дел ќе се навратиме на истата и ќе разгледаме неколку својства на низата на Фи-

боначи.  

 

8.2. Задача. Реши ја диференцната равенка  
 

2 1n n nf f f   ,     (25) 
 

со почетни услови 0 10, 1f f  .  
 

Решение. Равенката (25) е линеарна диференцна равенка од втор ред со 

константни коефициенти. Нејзината карактеристична тавенка е 2 1 0r r   , со 

решенија  
 

1 5

2
a 
  и 

1 5

2
b 
 . 

 

Според тоа, општото решение на равенката (25) е дадено со  
 

1 5 1 5

2 2
( ) ( )n n

nf A B   . 
 

Од почетните услови 0 10, 1f f   го добиваме системот равенки  
 

1 5 1 5

2 2
1A B    и 0A B   

 

чие решение е 1 1

5 5
,A B   . Според тоа, решението на (25) е дадено со  

 

1 5 1 51
2 25

[( ) ( ) ]n n
nf

   .  

 

8.3. Задача. Докажи дека за Фибоначиевите броеви важи:  
 

а) 1 1n m n m n mf f f f f    , 2n    б) 2 2
2 1 1n n nf f f   ,  

в) 2 2
2 1 1n n nf f f   , 2n    г) 3 3 3

3 1 1n n n nf f f f    , 2n   

д) 2 1 2( 1)n m
n m n m n mf f f f 
     , n m  ѓ) 4

2 1 1 2 1n n n n nf f f f f     .  
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Решение. а) За 2n   и  3n   формулата е точна бидејќи  
 

2 1 1 1 2m m m m mf f f f f f f       и 
 

3 2 1 1 1 2 1 2 3 1( ) 2m m m m m m m m m mf f f f f f f f f f f f f                
 

Нека претпоставиме дека формулата е точна за n k  и 1n k  , т.е.  
 

1 1k m k m k mf f f f f     и 1 1 1k m k m k mf f f f f     . 
 

Ако ги собереме последните две равенства добиваме  
 

1 1 1 1( ) ( )k m k m k k m k k mf f f f f f f f          , 

т.е.  

2 1 2 1k m k m k mf f f f f      . 
 

Според тоа, формулата е точна за 2n k  , па затоа тврдењето следува од прин-

ципот на математичка индукција.  
 

б) Во задачата под а) наместо n  ставете 1n , а наместо m  ставете n .  
 

в) Ако во формулата од задачата под а) наместо m  ставиме n   добиваме 

2 1 1 1 1( )n n n n n n n nf f f f f f f f        и како 1 1n n nf f f    со замена во по-

следното равенство го добиваме бараното равенство.  
 

г) Ако во формулата од задачата под а) наместо n  ставиме 2n , а наместо 

m  ставиме n   добиваме 3 2 1 2 1n n n n nf f f f f   . Со помош на формулите од зада-

чите под б) и в) последното равенство може да се трансформира на следниот на-

чин:  
 

2 2 2 2
3 2 1 2 1 1 1 1 1

3 3 2 3 3 3
1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) .

n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f

     

    

     

      
 

 

д) Точноста на формулата за 1n m   следува од формулата под б). Нека 

претпоставиме дека за n k  важи  
 

2 1 2( 1)k m
k m k m k mf f f f 
     . 

 

Од б) следува 2 2
2 1 1k k kf f f   , а од а) следува 2 1 1 1k k m k m k m k mf f f f f        . 

Од последните две равенства и од индуктивната претпоставка добиваме  
 

2 2 1 2 2
1 1 1 ( ) ( 1) ( 1)k m k m

k m k m k k m k m k m mf f f f f f f f  
               , 

 

т.е. равенството важи за 1n k  , па од принципот на математичка индукција 

следува дека важи за секој природен број 1n m  .  
 

ѓ) Ако во формулата од задачата под д) ставиме 1m   и 2m   добиваме 

2 2
1 1 1( 1)n

n n nf f f f      и 2 1 2
2 2 2( 1)n

n n nf f f f
     , што значи дека  

 

2
1 1 ( 1)n

n n nf f f      и 2
2 2 ( 1)nn n nf f f     . 

 

Ако ги помножиме последните две равенства го добиваме равенството   
 

4
2 1 1 2 1n n n n nf f f f f      , 
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кое е еквивалентно на бараното равенство.  

 

8.4. Задача. Докажи дека за Фибоначиевите броеви важи:  

а) 2
1

1
n

i n
i

f f 


  ,    б) 4
1

( 1) ( 3)
n

i n
i

n i f f n


      

в) 2 3
1

2
n

i n n
i

if nf f 


   ,   г) 2 1 2
1

n

i n
i

f f


  

д) 2 2 1
1

1
n

i n
i

f f 


  ,    ѓ) 1
1

( 1) ( 1) 1
n

i n
i n

i

f f 


    .  

 

Решение. а) Од 2 1k k kf f f    следува  
 

2 1 2 2 2
1 1

( ) 1
n n

i i i n n
i i

f f f f f f   
 

       . 

 

б) Од задачата под а) имаме  
 

1 1 2 1 2 3 1 2
1

3 4 5 2

2

1 2 4
1

( 1) ( ) ( ) ... ( ... )

( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1)

( 3).

n

i n
i

n

n

i n
i

n i f f f f f f f f f f

f f f f

f n f f f n










            

        

      





 

 

в) Од задачите под а) и б) следува  
 

2 4
1 1 1

2 4 2 2 3

( 1) ( 1 ) ( 1)( 1) ( ( 3))

( ) 2 2.

n n n

i i i n n
i i i

n n n n n

if n f n i f n f f n

nf f f nf f

 
  

    

          

      

  
 

 

г) Имаме 2 1 2 2 2k k kf f f    па затоа:  
 

2 1 2 2 2 2 0 2
1 1

( )
n n

i i i n n
i i

f f f f f f 
 

      . 

 

д) Имајќи ги предвид равенствата под а) и г) добиваме  
 

2

2 2 1 2 2 2 2 1
1 1 1

1 1
n n n

i i i n n n
i i i

f f f f f f  
  

         . 

 

ѓ) Од 1
1 2 1 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)k k k k k

k k k k kf f f f f
             следува  

 

1 1
1 1 2

1 2

1
1 1 0

1

( 1) ( 1) [( 1) ( 1) ]

( 1) ( 1)

( 1) 1,

n n
i i i

i i i
i i

n
n

n
n

f f f f

f f f

f


 

 





      

     

  

 

 

 

што и требаше да се докаже.  
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8.5. Задача. Докажи дека бројот nf  е најблизок природен број на бројот 

5

na , каде 1 5

2
a 
 .  

Решение. Според задача 8.2 имаме 
5

n na b
nf

 , каде 1 5

2
a 
  и 1 5

2
b 
 . 

Сега тврдењето на задачата следува од неравенството  

| | 1 1
25 5 5 5 5

| | | |
nn n n n ba a b a

nf
      .  

 

8.6. Забелешка. Ако ја искористиме релацијата (25) и почетните услови 

0 10, 1f f  , со непосредно множење можеме да докажеме дека за секој приро-

ден број 2n   важи:  
 

2 2 3
1 2 2 1 1( 1)( ... )n n n

n n n nx x x f x f x f x f f x f 
           . 

 

Понатаму, ако во последното равенство ставиме 1x  ја добиваме формулата за 

збирот на првите n  Фибоначиеви броеви.  

 

 

 

9. РЕШАВАЊЕ НА НЕКОИ НЕЛИНЕАРНИ  

ДИФЕРЕНЦНИ РАВЕНКИ  
 

9.1. На крајот од нашите разгледувања ќе се осврнеме на неколку задачи 

од нелинеарни диференцни равенки, при што ќе презентираме неколку различни 

постапки кои можат да се искористат при решавање и на други нелинеарни дифе-

ренцни равенки.  

 

9.2. Задача. Реши ја диференцната равенка 1 (2 )n n nx x cx   , со почетен 

услов 0x a  
 

Решение. Ако 0c  , тогаш дадената равенка има облик 1 2n nx x  , т.е. 

таа е линеарна и нејзиното решение е 2n
nx a .  

 

Нека 0c  . Равенката последователно ја трансформираме:  
 

1 (2 )n n ncx cx cx     1 (1 (1 ))(1 (1 ))n n ncx cx cx        

2
1 1 (1 )n ncx cx      2

11 (1 )n ncx cx   .  
 

Од последната равенка, со помош на математичка индукција наоѓаме  
 

21 (1 )
n

ncx ca   , 

од каде следува 
21 (1 )
n

ca
n c

x
 

 .    

 

9.3. Задача. Реши ја диференцната равенка 1
1 2

( )
n

c
n n x

x x   , со почетен 

услов 0x a . 
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Решение. Забележуваме дека дека  
 

2( )1
1 2

n

n

x c
n x

x c


    и 
2( )1

1 2
n

n

x c
n x

x c


   . 

Според тоа,  
2

1

2
1

( ) 2

( )
( )n n n

n nn

x c x c x c

x c x cx c





  

 
  , 

 

од што согласно принципот на математичка индукција следува 2( )
n

n

n

x c a c

x c a c

 

 
 , 

од каде го наоѓаме nx .  

 

9.4. Задача. Реши ја диференцната равенка 2
1 2 1n nx x   , со почетен ус-

лов 0x a  
 

Решение. Нека c  е број кој ја задоволува релацијата 
1

2
c c a

  . Лесно се 

проверува дека низата { }nx  зададена со  
 

2 2

2

n n
c c

nx
  

 

е бараното решение. Навистина,  
 

1 1 2 2 2 2 2 22 2 2 2( ) 2 ( ) 2 2
1 2 2 4 2

2 1 2( ) 1 2 1

n n n nn n n n
c c c cc c c c

n nx x
       

          

и  
0 02 2 1

0 2 2
c c c cx a

     .  

 

9.5. Задача. Низата { }nx  е решение на диференцната равенка 
1

1 1
n

n

x
n x

x


 
 , 

кое го задоволува условот 1998 3x  . Колку е 1x ?  
 

Решение. Со непосредна проверка наоѓаме дека  
 

0

0

1
1 1

x

x
x




 , 

0

1
2 x

x   , 0

0

1
3 1

x

x
x




   и 4 0x x , 

 

што значи дека низатa е периодична со период 4. Од 1998 4 499 2    наоѓаме де-

ка 2 3x  , па како 1

1

1
2 1

x

x
x




  добиваме 1

1

1

1
3

x

x




 , од каде наоѓаме 1 2x   .  

 

9.6. Задача. Реши го системот диференцни равенки  
 

1 2
,n nx y

nx


   
2

1
n n

n n

x y
n x y

y  
  

 

со почетни услови 0x a  и 0y b .  
 

Решение. Со множење на дадените равенки добиваме  
 

1 1n n n nx y x y   . 
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Од последната релација и од принципот на математичка индукција следува дека 

n nx y ab , за секој nN . Го елиминираме ny  од еквивалентниот систем равенки 

1 2
,n nx y

nx


   n nx y ab  и го добиваме системот:  

n nx y ab , 1
1 2

( )
n

ab
n n x

x x   . 

 

Сега, втората равенка ја решаваме како во задача 8.3 и наоѓаме  
 

2( )
n

n

n

x ab a ab

x ab a ab

 

 
 , 

а од реалацијата n nx y ab  го наоѓаме ny .  

 

 

 

10. КОНЕЧНИ РАЗЛИКИ   
 

10.1. Дефиниција. Нека A R  I :f AR . Разликата од прв ред за 

функцијата f , во ознака f , е определена со  
 

( ) ( 1) ( )f x f x f x    . 
 

За 2n   индуктивно дефинираме разлика од n ред за функцијата f , во ознака 

n f , така што  

1( ) ( ( ))n nf x f x    . 

 

10.2. Коментар. Како што можеме да забележиме, со помош на   функ-

цијата ( )f x  се пресликува во нова функција ( 1) ( )f x f x  . Ваквите пресликува-

ња, кои една функција ја пресликуваат во друга функција, ќе ги нарекуваме функ-

ционални оператори. Така, на пример, со ( ) ( 1)Ef x f x   е определен уште еден 

оператор. Притоа, за операторите   и E  важи:  
 

( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ))f x f x f x Ef x f x Ef x If x E I f x          , 
 

каде I  е идентичниот оператор определен со ( ) ( )If x f x . Значи, E I   , т.е. 

E I  .  

 

10.3. Пример. а) За разликата од втор ред за функцијата f  имаме:  
 

2 ( ) ( ( )) ( ( 1) ( ))

( 1 1) ( 1) [ ( 1) ( )]

( 2) 2 ( 1) ( ).

f x f x f x f x

f x f x f x f x

f x f x f x

        

       

    

 

 

б) Ќе докажеме дека за разликата од n ти ред на функцијата f  точна е 

формулата:  
 

2( ) ( ) ( 1) ( ) ( 2) ...

( 1) ( ) ( ) ... ( 1) ( ).

n n

k n n
k

f x f x n nf x n f x n

f x n k f x

          

      
  (1) 
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Формулата (1) ќе ја докажеме со индукција по n . Навистина, од дефини-

ција 10.1 и од а) следува дека (1) важи за 1n   и 2n  . Нека претпоставиме дека 

формулата (1) важи за n m , т.е.  
 

2( ) ( ) ( 1) ( ) ( 2) ...

( 1) ( ) ( ) ... ( 1) ( ).

m m

k m m
k

f x f x m mf x m f x m

f x m k f x

          

      
 

 

За 1n m   имаме  
 

1
2

2

1

( ) ( ( )) [ ( ) ( 1) ( ) ( 2) ...

( 1) ( ) ( ) ... ( 1) ( )]

( 1) ( ) ( ) ( 1) ... ( 1) ( 1)

( ) ( 1) ... ( 1) ( 1) ( 1) ( )

( 1) ( 1) (

m m m

k m m
k

m m

m m

f x f x f x m mf x m f x m

f x m k f x

f x m mf x m f x m f x

f x m mf x m mf x f x

f x m m f x





              

      

            

          

      1 1
2) ( ) ( 1) ... ( 1) ( ).m mm f x m f x      

 

 

Според тоа, формулата (1) важи за 1n m  , па од принципот на математичка 

индукција следува дека важи за секој природен број n .  

 

10.4. Теорема. Нека A R , , :f g AR  и R . Тогаш  
 

а) ( )f g f g     ,  
 

б) ( )f f    ,  
 

в) ( )E f g Ef Eg   ,  
 

г) ( )E f Ef  ,  
 

д) E E   ,  
 

ѓ) 0, ( )E     .  
 

Доказ. а) Имаме:  
 

( )( ) ( ( ) ( )) ( 1) ( 1) [ ( ) ( )]

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

( )( ).

f g x f x g x f x g x f x g x

f x f x g x g x f x g x

f g x

          

         

   

 

 

б) Имаме:  
 

( )( ) ( ( )) ( 1) ( ) [ ( 1) ( ) ( ).f x f x f x f x f x f x f x                 
 

д) За секоја функција :h AR  важи:  
 

( ) ( ) ( ( )) ( ( 1) ( )) ( 2) ( 1)

( 1) ( ( )) ( ) ( ),

E h x E h x E h x h x h x h x

h x Eh x E h x

         

      
 

 

па од произволноста на функцијата h  следува E E   .  
 

Доказите на останатите тврдења ги оставаме на читателот за вежба.  

 

10.5. Теорема. Нека A R , , :f g AR  и R . Тогаш  
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а) ( )fg f g Eg f     ,  
 

б) ( )
f g f f g

g g Eg

  


  .  

 

Доказ. а) Имаме: 
 

[( )( )] [( ( ) ( )] ( 1) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )

[ ( 1) ( )] ( 1) ( )[ ( 1) ( )]

( ) ( ) ( ) ( )

[ ]( ).

fg x f x g x f x g x f x g x

f x g x f x g x f x g x f x g x

f x f x g x f x g x g x

Eg x f x f x g x

Eg f f g x

      

       

      

   

   

 

 

Доказот на тврдењето под б) го оставаме на читателот за вежба.  

 

10.6. Пример. а) За функцијата 2 2( ) ( 6 )(2 5)h x x x x    имаме:  
 

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2

( ) [( 6 )(2 5)]

( 6 ) (2 5) ( 6 ) (2 5)

( 6 )(2 5) ( 6 ) (2 5)

( 6 )[2(( 1) ) 0) [( 1) 6( 1) 6 )) (2 5)

( 6 )(4 2) (2 7)[2( 1) 5]

( 6 )(4 2) (2 7)(

h x x x x

x x x x x E x

x x x x x E x

x x x x x x x x E x

x x x x x

x x x x

    

       

         

           

      

     22 4 7).x x 

 

 

б) За функцијата 
2

2

2

2 6 5
( ) x

x x
h x 

 
  имаме:  

 

2 2 2 22

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

(2 6 5) ( 2) ( 2) (2 6 5)2

2 6 5 (2 6 5) (2 6 5)

(2 6 5)[ 2] ( 2)[2 6 5]

(2 6 5)[2( 1) 6( 1) 5]

(2 6 5)(2 1 0) ( 2)[2(2 1) 6 0]

(2 6 5)(2 1

( ) ( )
x x x x x xx

x x x x E x x

x x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x

h x
        

     

         

     

        

  

   




0 13)x

 

2 2

2 2

(2 6 5)(2 1) ( 2)(4 8)

(2 6 5)(2 10 13)

x x x x x

x x x x

     

   
 .  

 

10.7. Пример. За функцијата ( ) , 0xf x a a   имаме  
 

1( ) ( 1).x x x xf x a a a a a        
 

Специјално, за 2a   имаме  
 

2 2 (2 1) 2x x x    .  

 

 

 

 



 162 

11. ФАКТОРИЕЛНИ ПОЛИНОМИ   
 

11.1. Пример. За функцијата ( ) nf x x  имаме  
 

1 2
2

1 2
2

( ) ( 1) ( ) ... ( ) ... 1

( ) ... ( ) ... 1.

n n n n n n n n k n
k

n n n n n k
k

f x x x x nx x x x

nx x x

  

  

           

     
 

 

Во случајот, пронаоѓањето на конечните разлики на ( ) nf x x  не е едноставно, 

што претставува сериозен проблем бидејќи полиномите имаат широка примена.  

 

11.2. За да го надминеме проблемот со наоѓање на конечните разлики на 

полиномите ќе ги воведеме таканаречените факториелни полиноми. Имено, за 

0x n   дефинираме функција  
 

( ) ( 1)( 2)...( 1), ако 0,

1, ако 0.

n x x x x n n
x

n

    
 


  (1) 

 

За конечната разлика на функцијата (1) имаме:  
 

( )

( 1)

( 1) ( 1)( 2)...( 2) ( 1)( 2)...( 1)

( 1)( 2)...( 2)[ 1 ( 1)]

( 1)( 2)...( 2) ,

n

n

x x x x x x n x x x x n

x x x x n x x n

nx x x x n nx 

           

        

     

 

 

т.е. функцијата (1) има погодна конечна разлика. Да забележиме дека (1)x x . 

Така, за функцијата  
 

(4) (3) (2) (1)( ) 5 6 4 2 11f x x x x x      
 

добиваме  
 

(3) (2) (1) (0)

(3) (2) (1)

( ) 5 4 6 3 4 2 2 1 0

20 28 8 2.

f x x x x x

x x x

         

   
 

 

11.3. Дефиниција. Нека nN  и ia R , 0,1,2,...,i n . Функцијата од ви-

дот  
( ) ( 1) (2) (1)

1 2 1 0( ) ...n n
n nf x a x a x a x a x a

       
 

ја нарекуваме факториелен полином.  

 

11.4. Коментар. Очигледно, за даден факториелен полином е едноставно 

да се пресмета неговата конечна разлика. Затоа, во случај кога ни е даден обичен 

полином логично се поставува прашањето како истиот да се трансформира во 

факториелен полином. Одговорот на прашањето ќе го дадеме преку следниов 

пример.  

 

11.5. Пример. Нека е даден полиномот  
  

4 3 23 19 34 21 5x x x x    ,    (2) 
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кој сакаме да го запишеме како факториелен полином од видот  
 

(4) (3) (2) (1)
4 3 2 1 0a x a x a x a x a    .    (3) 

 

Ако полиномот (2) го поделиме со x  добиваме количник  
 

3 23 19 34 21x x x        (4) 
 

и остаток 5 . Ако полиномот (3) го поделиме со x  добиваме количник  
 

4 3 2 1( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2) ( 1)( 2)a x x x a x x a x x a            (5) 
 

и остаток 0a . Но, (2) и (3) се два различни записи за еден ист полином, па затоа од 

(4) и (5) следува дека 0 5a   . Ако полиномот (4) го поделиме со полиномот 1x   

добиваме количник  
 

23 16 18x x       (6) 
 

и остаток 3 . Ако полиномот (5) го поделиме со 1x   добиваме количник  
 

4 3 2( 2)( 3) ( 2) ( 2)a x x a x a x         (7) 
 

и остаток 1a . Значи, 1 3a   . Ако полиномот (6) го поделиме со полиномот 2x  

добиваме количник 3 10x  и остаток 2 , а ако полиномот (7) го поделиме со  

2x  добиваме количник 4 3( 3)a x a   и остаток 2a , па затоа 2 2a   . Полино-

мот 3 10x  го делиме со 3x   и добиваме количник 3  и остаток 1 , и полиномот 

4 3( 3)a x a   го делиме со 3x   и добиваме количник 4a  и остаток 3a , па затоа 

4 3a   и 3 1a   . Конечно претставувањето на полиномот (2) како факториелен 

полином е 
 

(4) (3) (2) (1)3 2 3 5x x x x    .  

 

11.6. Алгоритам за факториелни полиноми. Во претходниот пример 

всушност го користевме следниов алгоритам за претворање на обичен полином во 

факториелен полином:  
 

Чекор 1. За даден ( )p x  полином од n ти ред нека 0k  .  

Чекор 2. Се дели ( )p x  со x k  и се добива остаток r  и количник ( )q x .  

Чекор 3. Ставаме ka r  и ( ) ( )p x q x .  

Чекор 4. Ако k n , постапката завршува. Во спротивно 1k k   и оди на 

чекор 2.   

 

11.7. Постојат повеќе начини даден факториелен полином да се сведе на 

обичен полином. Наједноставно е секој член на факториелниот полином да се раз-

вие и да се групираат членовите со ист степен. Да разгледаме еден пример.  

 

Пример. За факториелниот полином  
 

(4) (3) (2) (1)( ) 3 2 3 5p x x x x x      
 

имаме  
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(4) (3) (2) (1)

2 2 2 2

4 3 2 3 2 3 2 2 2

4 3 2 3 2 2

( ) 3 2 3 5

3 ( 1)( 2)( 3) ( 1)( 2) 2 ( 1) 3 5

3( )( 5 6) ( )( 2) 2( ) 3 5

3( 5 6 5 6 ) ( 2 2 ) 2 2 3 5

3 18 33 18 3 2 2

p x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

    

          

          

             

         5

 

4 3 23 19 34 21 5x x x x     .  

 

11.8. Во претходните разгледувања видовме дека  
 

( )

( 1)

( 1)( 2)...( 1)

( 1) ( 1)( 2)...( ( 1) 1)

( 1)

n

n

x x x x x n

x n x x x x n

x n x 

    

        

   

 

 

од каде наоѓаме  
 

( )( 1)

1
.

nn x
x n

x 

 
      (8) 

 

Формулата (8) ќе ја искористиме за рекурзивно дефинирање на ( )nx  во случај кога 

0n  . Имено, ако во (8) ставиме 1n   добиваме  
 

(1)(0)

1 1
1x x

x x
x

 
   . 

Понатаму, ако ставиме 0n  , имаме  
 

(0)( 1) 1
0 1 1

x
x x

x 

  
  , 

а за 1n    добиваме  
( 1)

(2)

( 2) 1 1
1 1 ( 1)( 2) ( 2)

x
x x x x

x


    
   . 

 

Од досега изнесеното логично е да претпоставиме дека  
 

( )

( ) 1

( ) m

m

x m
x 


 ,     (9) 

 

за секој 1m  , кога именителот е рализчен од нула. Формулата (9) ќе ја докажеме 

со индукција по m .  

 

Навистина, веќе докажевме дека 
(1)

( 1) 1 1
1 ( 1)x x

x 

 
  . Нека претпостави-

ме дека (9) важи за m k , т.е. дека 
( )

( ) 1

( ) k

k

x k
x 


 . За 1m k   имаме  

 

( )

( )

( 1)

( ( 1)) ( 1) 1 1
( ) 1 1( )

1 1
( 1)( )...( 1) ( 1)

,

k

k

k

k k x
x k x kx k

x k x k x x k

x x




   

    

     

  

 
 

 

т.е. (9) важи за 1m k  , па од принципот на математичка индукција следува дека 

важи за секој 1m  .  
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11.9. Во 11.2 покажавме дека ( ) ( 1) ,n nx nx    за секој 1n  . Ќе докажеме 

дека ( ) ( 1) ,n nx nx      за секој 1n  . Навистина, од (9) следува  
 

( ) ( ) ( )

( ) 1 1 1

( ) ( 1) ( )

1 1
( 1)( )...( 2) ( )...( 2)( 1)

1 ( 1)

( 1)( )...( 2)( 1) ( 1)( )...( 2)( 1)

( 1) .

n n n

n

x n x n x n

x n x n x x n x x

x x n n
x n x n x x x n x n x x

n

x

nx



   

      

    
         

 

     

 

 

 

 

 

Според тоа, за секој \{0}nZ  важи ( ) ( 1)n nx nx   .  

 

11.10. Нека xR  и nZ . Дефинираме  
 

( )

!
( )

nx x
n n
 .     (10) 

 

Конечната разлика на функцијата (10) е  
 

( ) ( 1)( 1)1
! ! ( 1)!

( )
n nx nx x

n n n n
nx




     .   (11) 

 

Од друга страна  
 

( ) ( )( 1) 1

! !
( ) ( ) ( )

n nxx x xx
n n nn n

      .   (12) 
 

Сега од (11) и (12) добиваме  
 

( 1) 1

( 1)!
( ) ( ) ( )

n x x xx
n n nn

 


    , 

 

т.е. важи  
 

( 1)1

( 1)!
( ) ( )

nx x x
n n n




  .     (13) 

 

Да забележиме дека формулата (13) е обопштување на добро познатата формула 

за комбинациите без повторување, кога ,x nN .  

 

11.11. Дефиниција. Броевите, определени со формулите  
 

( )
0

( )

( 1) ( ) ( )
1

0, за 1,

1, за 0,

,

n

n
n

n n n
k k k

s n

s n

s s ns




 

 

 

 

 

ги нарекуваме Стирлингови броеви од прв вид.  

 

11.12. Теорема. За секој 1n   важи:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1 2 2 2 1
1 2 2 1 0... ( 1) ( 1) ( 1)

n n n n nn n n n n n n n
n n nx s x s x s x s x s x s   

           , (14) 
 

каде 
( )n
is  се Стирлинговите броеви од прв вид.  
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Доказ. Очигледно, формулата (14) важи за 1n  . Нека претпоставиме 

дека формулата (14) важи за некој 1n  . Тогаш, за 1n  ако искористиме дека 

( )
0 0
n

s  , за секој 1n   и ( ) 1n
ns  , за секој 0n   и  

 

( 1) ( ) ( )
1

n n n
k k k

s s ns



   

 

добиваме  
 

( 1) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

( ) ( )1

0 0

1
( ) ( )( 1)

1
1 0

1
( )1 1

1
1

( )

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

n n n n

n n
n nn i i n i i

i i
i i

n n
n nn i i n i i

i i
i i

n n
n nn i i n i i

ii
i i

n
nn i i n i

i
i

x x n x x x nx

x s x n s x

s x n s x

s x n s x

s x n



 

 

  

 


  


 


   




    

   

   

   

   

 

 

 


( )

0

( ) ( ) ( )( ) 1 1 1 0
1 0

1

( 1) ( 1) ( 1)1 1 1 0 0
1 0

1

1
( 1)1

0

( 1) [ ] ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ,

n
n i

i
i

n
n n nn n n i i i n

n ii
i

n
n n nn n i i n

in
i

n
nn i i

i
i

s x

s x s x ns x ns x

s x s x n s x

s x



   




      





 



     

     

 









 

 

па од принципот на математичка индукција следува дека (14) важи за секој приро-

ден број.  

 

11.13. Во следната табела се дадени Стирлинговите броеви од прв вид, 

при што за наоѓање на истите е искористена рекурзијата од дефиниција 11.11.  

 
 

n ( )
0
n

s  
( )
1
n

s  
( )
2
n

s  
( )
3
n

s  
( )
4
n

s  
( )
5
n

s  
( )
6
n

s  
( )
7
n

s  
( )
8
n

s  
( )
9
n

s  
( )
10
n

s  

0 1           

1 0 1          
2 0 1 1         

3 0 2 3 1        

4 0 6 11 6 1       
5 0 24 50 35 10 1      

6 0 120 274 225 85 15 1     

7 0 720 1764 1624 735 175 21 1    
8 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1   

9 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1  

10 0 362880 1026576 1172700 723680 269325 63273 9450 870 45 1 

 

11.14. Дефиниција. Броевите определени со формулите  
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( )
0

( )

( 1) ( ) ( )
1

0, за 1,

1, за 0,

,

n

n
n

n n n
k k k

S n

S n

S S kS




 

 

 

 

ги нарекуваме Стирлингови броеви од втор вид.  

 

11.15. Во следната табела се дадени Стирлинговите броеви од прв вид, 

при што за наоѓање на истите е искористена рекурзијата од дефиниција 11.14.  
 
 

n ( )
0
n

S  
( )
1

n
S  

( )
2
n

S  
( )
3
n

S  
( )
4
n

S  
( )
5
n

S  
( )
6
n

S  
( )
7
n

S  
( )
8
n

S  
( )
9
n

S  
( )
10

n
S  

0 1           

1 0 1          
2 0 1 1         

3 0 1 3 1        

4 0 1 7 6 1       
5 0 1 15 25 10 1      

6 0 1 31 90 65 15 1     

7 0 1 63 301 350 140 21 1    
8 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1   

9 0 1 255 3025 7770 6951 2466 462 36 1  

10 0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1 
 

11.16. Теорема. За секој 1n   важи:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( 1) ( 2) (2)

1 2 2 1 0...
n n n n nn n n n n

n n nx S x S x S x S x S x S 
        ,      (15) 

каде 
( )n
iS  се Стирлинговите броеви од втор вид.  

 

Доказ. Очигледно, формулата (15) важи за 1n  . Нека претпоставиме 

дека формулата (15) важи за некој 1n  . Тогаш, за 1n  ако искористиме дека 
( )
0 0
n

S  , за секој 1n   и ( ) 1n
nS  , за секој 0n   и 

( 1) ( ) ( )
1

n n n
i iiS S iS


   добиваме  

( ) ( )1 ( ) ( )

0 0

( ) ( )( ) ( )

0 0

( ) ( )( ) ( 1)

1 0

1
( ) ( )( ) ( )

1
1 1

( ) ( ) ( ) ( 1)
1

1

1 ( 1
1

( )

( )

[ ]

n n
n nn n i i

i i
i i

n n
n ni i

i i
i i

n n
n ni i

i i
i i

n n
n ni i

i i
i i

n
n n i n n

nii
i

n n
n

x x x x S x i x i S x

iS x S x i x

iS x S x

iS x S x

S iS x S x

S x



 

 



 




 






 


     

  

 

 

  



 

 

 

 



( 1) ( 1)) ( ) (0)
0

1

1
( 1) ( )

0

,

n
n ni

i
i

n
n i

i
i

S x S x

S x
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па од принципот на математичка индукција следува дека (15) важи за секој при-

роден број.  

 

 

ЗАДАЧИ  
 

1. Реши ги диференцните равенки:   

a) 1 2 7n nx x   ,  

b) 2
1 1,n nx ax n a    R  

c) 1 ( 1) 0n nx n x    , 0 3x  , и   

d) 2
1 0( 1) 1, 1n nx n x n x      .  

 

2. Реши ги диференцните равенки:  

a) 2 12 3 0n n nx x x    , при почетни услови 0 3x   и 1 1x  ,  

b) 2 110 25 0n n nx x x    , при почетни услови 0 2x   и 1 5x   ,  

c) 2 1 0n n nx x x    , при почетни услови 0 2x   и 1 1x  ,  

d) 2 12 4 0n n nx x x    , при почетни услови 0 1x   и 1 1x  ,  

e) 2 14 3 0n n nx x x    , при почетни услови 0 10x   и 1 16x  , и   

f) 3 2
2 1n n nx x x  , при почетни услови 0 1x   и 1 2x  .   

 

3. Реши ги системите диференцни равенки:  

a) 
1

1

4 2n n n

n n n

x x y

y x y





 


 
, со почетни услови 0 01, 1x y  .  

b) 
1

1

2 8

2 6

n n n

n n n

x x y

y x y





 


 
, со почетни услови 0 01, 2x y   .  

4. Реши ги диференцните равенки:  

a) 
1 4

1 1 6
n

n

x
n x

x


 
 , при почетен услов 0 1x  ,  

b) 
2 3

1 3 4
n

n

x
n x

x


 
 , при почетен услов 0 1x   , и  

c) 
1

1 1
n

n

x
n x

x


  
 , при почетен услов 0 0x  .  

 

5. Реши ги диференцните равенки:  

a) 2 12 1n n nx x x n     ,  

b) 3
2 15 6 4 2n n nx x x n n      , 

c) 2 14 3 2n
n n nx x x    ,  

d) 2 2
2 14 3 ( 1) n

n n nx x x n e     ,  

e) 2 14 3 2 ( 1)n
n n nx x x n     ,  

f) 2 17 12 ( 1) n
n n nx x x n e     .  

 

6. Докажи дека за Фибоначиевите броеви се исполнети равенствата:   
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a) 3 2 1
3 2

1

n
n

f
i

i

f  



 , 

b) 2
1

1

n

i n n
i

f f f 


   

c) 
2 1

2
1 2

1

n

i i n
i

f f f





 , 

d) 
2

2
1 2 1

1

1
n

i i n
i

f f f 


  ,  

e) 3

1 1 1 2

1

2

2i n

i i n n

n
f f

f f f f
i



   





  ,  

f) 

1
2

[ ]
1

2
0

( )

n

n k
n k

k

f



 




  ,  

g) 2
0

( )
n

n
k m k m n

k

f f 


 ,  

h) 2
0

( 1) ( ) ( 1)
n

k n n
k n k n

k

f f


   .  

 

7. Докажи дека:   

a) за секои ,k nN  дропката 2

3 1

n n

n n

kf f

kf f


 




 е нескратлива,  

b) бројот на цифрите на nf  е поголем или еднаков на 2
5

n ,  

c) секој природен број n  точно е равенството: 
1

0

1 1

1 0

n
n n

n

f f

f f

  
   

   
,  

d) 1 1 5

2
lim n

n

f

fn

 


 ,  

e) секој природен број k  на единствен начин може да се запише како збир 

на различни Фибоначиеви броеви, меѓу кои нема два последователни 

Фибоначиеви броја nf  и 1nf  , (Цекендорфова теорема).  
 

8. Природните броеви 1 2,x x  се помали од 10000. Поаѓајќи од нив е констру-

ирана низа 1 2, ,..., nx x x , така што бројот 3x  е еднаков на 1 2| |x x , бројот 4x  е 

еднаков на најмалиот меѓу броевите 1 2| |x x , 1 3| |x x  и 3 2| |x x , бројот 5x  

е еднаков на најмалиот меѓу броевите 1 2| |x x , 1 3| |x x , 1 4| |x x , 2 3| |x x , 

2 4| |x x  и 3 4| |x x  итн. Докажи дека 21 0x  .  
 

9. Најдете го општиот член на низата на Лукас која е зададена со диференцната  

равенка 1 2 2 11, 3, n n nl l l l l     .  
 

10. Докажете дека за Фибоначиевите броеви nf  и Лукасовите броеви nl  е важи 

1 1n n nl f f   .   
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11. Пресметајте:  

a) 2 3x , за 1x  ,  

b) 32x , за 1x  .  
 

12. Пресметајте:  

a) [(3 2)( 4)]x x   ,  за 2x   

b)  [(4 5)( 6)]x x   , за 3x   
 

13. Најдете  

a) 3 2
4

x
x



 ,  за 1x   

b) 2 1
4 1

x
x



 , за 1x  .  
 

14. Докажете дека ! !x x x   .  
 

15. Најдете  

a) 2 (3) (2)(3 5 4)x x   ,  

b) 3 (5) (4) (3) (2) (1)( 3 3 2 4 1)x x x x x       

c) (3) (2) (4) (2)[( 2 4)( 6 3)]x x x x      
 

16. Пресметајте  
(4) (2) (1)

(4) (3) (2)

3 3

3 6

x x x

x x x

 

 
 . 

 

17. Упростете го изразот  

1
1 11 1( ) ( ) ( )

yy n n y n
x x n xn nu u u


        

 

18. Полиномот 4 3 22 3 5x x x    претворете го факториелен полином.  
 

19. Полиномот 5 4 3 2 1x x x x x      претворете го факториелен полином.  
 

20. Факториелниот полином (4) (3) (2) (1) 1x x x x     запишете го како обичен 

полином .  
 

21. Факториелниот полином (4) (3) (2) (1)4 2 3 4 1x x x x     запишете го како оби-

чен полином.  
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XXVI ГЛАВА  

РАЗБИВАЊА  

 

 

 
1. РАЗБИВАЊЕ НА БРОЕВИ   

 

1.1. Дефинција. Разбивање на природниот број n  на k  делови е k -торка 

1 2( , ,..., )k     природни броеви за кои што важи  
 

1 2 ... k n      , 1 2 ... k     . 
 

Броевите 1 2, ,..., k    ги нарекуваме делови на разбивањето  .  
 

За разбивањето 1 2( , ,..., )k     ќе ја користиме ознаката  
 

1 2 ... k     . 
 

Ако за секој {1,2,3,..., }j n  во разбивањето 1 2( , ,..., )k     на бројот n  има 

jf  делови еднакви на j , разбивањето го означуваме со  
 

31 2(1 2 3 ... )nf ff f
n  . 

 

Во овој случај се точни равенствата  
 

1 2 ... nf f f k     и 1 22 ... nf f nf n    . 

 

1.2. Пример. а) Бидејќи  
 

5 3 3 1 12    , (5,3,3,1)  и 1 2 1(1 3 5 )  
 

е едно исто разбивање на бројот 12 на 4 делови.  
 

б) 5 3 4 28 8 5 5 5 5 3 3 3 1 1 1 1 1 (1 3 5 8 )               е разбивање на 

бројот 50 на 14 делови.  
 

в) Постојат 7 различни разбивања на бројот 5. Тие разбивања се  
 

1(5 )  , 1 1(1 4 )  , 1 1(2 3 )  , 2 1(1 3 )  ,  

1 2(1 2 )  , 3 1(1 2 )   и 5(1 )  .  

 

1.3. Забелешка. Од дадените примери и нивна понатамошна анализа мо-

же да се заклучи дека еден број може да има многу разбивања, па затоа природно 

е да се постави прашањето колку разбивања може да има еден природен број n . 

Нека во натамошниот дел бројот на разбивања на природниот број n  го означиме 

со ( )p n . По дефиниција ставаме ( ) 0p n  , за 0n   и (0) 1p  . Со непосредна 

проверка се добива дека  
 

(1) 1p  , (2) 2p  , (3) 3p  , (4) 5p  , (5) 7p  , (6) 11p  , (10) 42p  , 

(20) 627p  , (50) 204226p  , (100) 190569292p   и (200) 3972999029388p  .  
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Постои точна формула за определување на ( )p n , но нејзиното разгледу-

вања излегува надвор од рамките на нашите разгледувања. Подолу ќе се разгледа-

ме некои парцијални случаи на пресметување на бројот на разбивањата на даден 

природен број.  

 

1.4. Теорема. Нека 1 2, ,..., kn n n  се различни природни броеви. Со 

1 2( , ,..., ; )kF n n n n  да го означуваме бројот на разбивања на бројот n  на различни 

делови, при што секој дел е еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Тогаш  
 

1 2 1 2 1 1 2 1( , ,..., ; ) ( , ,..., ; ) ( , ,..., ; )k k k kF n n n n F n n n n n F n n n n    ,   (1) 
 

при што  
 

1 2

0,    ако 0
( , ,..., ; )

1,     ако 0.
j

m
F n n n m

m


 


   (2) 

 

Доказ. Нека со S  го означиме множеството од сите разбивање на бројот 

n  на различни делови при што секој од нив е еднаков на некој од броевите 

1 2, ,..., kn n n . Нека 1S  е множеството од сите разбивања на бројот n  на различни 

делови од кои секој е еднаков на 1 2, ,..., kn n n  кај кои постои дел еднаков на kn , а 

2S  е множеството од сите разбивања на бројот n  на различни делови кај кои 

секој негов дел е еднаков на 1 2 1, ,..., kn n n  . Според тоа, 2S  е множеството од сите 

разбивања кои припаѓаат на S  и во кои ниту еден собирок не еднаков на kn .  
 

Од друга страна, на секое разбивање на бројот n  кое припаѓа на 1S , соод-

ветствува едно разбивање на бројот kn n  на различни делови при што секој не-

гов дел еднаков на некој од броевите 1 2 1, ,..., kn n n   и обратно.  
 

Од дефинираните множества 1,S S  и 2S , и дефинцијата на бројот F  

имаме  
 

1 2

1 1 2 1

2 1 2 1

| | ( , ,..., ; )

| | ( , ,..., ; )

| | ( , ,..., ; ).

k

k k

k

S F n n n n

S F n n n n n

S F n n n n







 



 

 

Бидејќи 1 2S S S   и 1 2S S  , добиваме 1 2| | | | | |S S S  , па затоа  
 

1 2 1 2 1 1 2 1( , ,..., ; ) ( , ,..., ; ) ( , ,..., ; )k k k kF n n n n F n n n n n F n n n n    , 
 

т.е. точна е формулата (1).   

 

1.5. Ако во претходната теорема за 1 2, ,..., kn n n  избереме 1 1n  , 2 2n  ,.., 

kn k  ја добиваме точноста на следното тврдење.  

 

Последица. Нека 1 1n  , 2 2n  ,..., kn k , ( ) (1,2,3,..., ; )kF n F k n  и 

(0) 1kF  . Тогаш  
 

1 1( ) ( ) ( )k k kF n F n k F n    .    (3) 
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Доказ. Ако 1 1n  , 2 2n  ,..., kn k , тогаш  
  

1 2

1 2 1 1

1 2 1 1

( , ,..., ; ) (1,2,..., ; ) ( )

( , ,..., ; ) (1,2,..., 1; ) ( )

( , ,..., ; ) (1,2,..., 1; ) ( ),

k k

k k k

k k

F n n n n F k n F n

F n n n n n F k n k F n k

F n n n n F k n F n

 

 

 

     

  

 

 

т.е. точна е формулата (3).  

 

1.6. Забелешка. Лесно се гледа дека 1 1(1) 1, ( ) 0F F n  , за 1n   и 

( ) ( )k nF n F n , за k n . Користејќи ги овие равенства и формулата (3) можат 

последователно да се пресметаат ( )kF n , за секои ,k nN .  

 

1.7. Пример. Ќе наведеме неколку вредности на функцијата ( )kF n . 
 

а) 2(1) 1F  , бидејќи  1 1 ;   2 (2) 1F  , бидејќи  2 2 ; 
 

     2 (3) 1F  , бидејќи 1 2 3  ;  2 ( ) 0F n  , за 4n  .  
 

б) 3(1) 1F  , бидејќи 1 1 ;   3(2) 1F  , бидејќи 2 2 ; 
 

   3(3) 2F  , бидејќи 1 2 3   и 3 3 ; 3(4) 1F  , бидејќи 1 3 4  ;  
 

   3(5) 1F  , бидејќи 2 3 5  ;       3(6) 1F  , бидејќи 1 2 3 6     
 

   3( ) 0F n  , 7n  .  
 

в) 4(1) 1F  , бидејќи 1 1 ;  4 (2) 1F  , 2 2 ; 
 

    4 (3) 2F  , бидејќи 1 2 3   и 3 3 ;  
 

    4 (4) 2F  , бидејќи 1 3 4  и 4 4 ; 
 

    4 (5) 2F  , бидејќи 2 3 5   и  1 4 5  ;  
 

    4 (6) 2F  , бидејќи 1 2 3 6   , 2 4 6  ; 
 

    4 (7) 2F  , бидејќи 3 4 7 , 1 2 4 7     ;  
 

    4 (8) 1F  , бидејќи 1 3 4 8   ;  
 

    4 (9) 1F  , бидејќи 2 3 4 9   ;  
 

   4(10) 1F   и 4 ( ) 0F n  , 11n    .  
 

г) 5 4 4(8) (3) (8) 2 1 3F F F      итн. Јасно, користејќи ги претходните 

пресметувања и формулата (3) може да се пресметаат сите натамошни вредности.  

 

1.8. Теорема. Нека 1 2, ,..., kn n n  се различни природни броеви. Со 

1 2( , ,..., ; )kG n n n n  да го означиме бројот на разбивања на бројот n , кај кои секој 

од деловите е еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Тогаш важи   
 

1 2 1 2 1 1 2 1( , ,..., ; ) ( , ,..., , ; ) ( , ,..., ; )k k k k kG n n n n G n n n n n n G n n n n    , (4) 
 

при што  
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1 2

0,     ако 0,
( , ,..., ; )

1,      ако 0.
j

m
G n n n m

m


 


   (5) 

 

Доказ. Со S  да го означиме множеството разбивања на бројот n  при што 

секој од неговите делови е еднаков на некој од броевите 1 2, ,..., kn n n . Нека 1S  е 

множеството разбивања кои припаѓаат на множеството S  и кај кои постои дел од 

разбивањето кој е еднаков на kn . Со 2S  го означуваме множеството од разбивања 

на бројот n  кои што припаѓаат на множеството S  и кај кои таков дел не постои, 

т.е. ниту еден негов собирок не е еднаков на kn . Од дефиницијата на множествата 

1,S S  и 2S  е јасно дека 1 2S S S   и 1 2S S  .  
 

Од друга страна, на секое разбивање од множеството 1S  соодветствува 

едно разбивање на бројот kn n  на делови при што секој од неговите делови е 

еднаков на 1 2, ,..., kn n n . На секој елемент од множеството 2S  одговара едно 

разбивање на бројот n  при што секој негов дел е еднаков на некој од броевите 

1 2 1, ,..., kn n n  . Според тоа,  
 

1 2

1 1 2 1

2 1 2 1

| | ( , ,..., ; )

| | ( , ,..., , ; )

| | ( , ,..., ; ).

k

k k k

k

S G n n n n

S G n n n n n n

S G n n n n







 



 

 

Бидејќи 1 2S S S   и 1 2S S  , од принципот на збир 1 2| | | | | |S S S  , 

и ако замениме од горните равенства наоѓаме  
 

1 2 1 2 1 1 2 1( , ,..., ; ) ( , ,..., , ; ) ( , ,..., ; )k k k k kG n n n n G n n n n n n G n n n n    ,  
 

т.е. важи формулата (4).  

 

1.9. Ако во последната теорема замениме 1 21 , 2 ,..., kn n n k   , тогаш 

ја добиваме следнава последица. 

 

Последица. Нека 1 1n  , 2 2n  , ..., kn k , ( ) (1,2,3,..., ; )kG n G k n  и 

(0) 1kG   и ( ) 0kG n   за 0n  . Тогаш важат равенствата  
 

1( ) ( ) ( )k k kG n G n G n k       (6) 
 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( 2 ) ....k k k kG n G n G n k G n k        .   (7) 
 

Доказ. Навистина, ако 1 1n  , 2 2n  ,..., kn k , тогаш добиваме  
 

 

1 2

1 2 1

1 2 1 1

( , ,..., ; ) (1,2,..., ; ) ( )

( , ,..., , ; ) ( 1,2,..., 1, ; ) ( )

( , ,..., ; ) (1,2,..., 1; ) ( ).

k k

k k k k

k k

G n n n n G k n G n

G n n n n n n G k k n k G n

G n n n n G k n G n



 

 

    

  

 

 

Ако замениме во равенството  
 

1 2 1 2 1 1 2 1( , ,..., ; ) ( , ,..., , ; ) ( , ,..., ; )k k k k kG n n n n G n n n n n n G n n n n    , 
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го добиваме равенството (6). Равенството (7) се добива со последователна при-

мена на равенството (7).  

 

1.10. Пример. На колку начини сума од 50  денари може да се исплати со 

монети и банкноти од 1,2,5,10  и 20  денари, ако секоја од монетите и банкнотите 

може да се употреби произволен број пати? 
 

Решение. Бараниот број е (1,2,5,10,20;50)G . Очигледно (1; ) 1G n   за 

секој 0n  . Понатаму, користејќи ја формулата (4) последователно наоѓаме  
 

(1,2;2 ) (1;2 ) (1,2;2 2) 1 (1,2;2 2)

                 1 1 (1,2;2 4) ... (1,2;0) 1

G k G k G k G k

G k k G k

     

        
 

 

(1,2;2 1) (1;2 ) (1,2;2 1) 1 (1,2;2 1)

                      1 1 (1,2;2 3) ... (1,2;10) 1

G k G k G k G k

G k k G k

      

        
 

 

Користејќи ги претходните равенства наоѓаме:  
 

(1,2,5;5) (1,2,5;0) (1,2;5) 1 3 4G G G     .  
 

(1,2,5;10) (1,2,5;5) (1,2;10) 4 6 10G G G     , 
 

(1,2,5;15) (1,2,5;10) (1,2;15) 10 8 18G G G     ,    
 

(1,2,5;20) (1,2,5;15) (1,2;20) 18 11 29G G G      
 

(1,2,5;25) (1,2,5;20) (1,2;25) 29 13 42G G G     ,   
 

(1,2,5;30) (1,2,5;25) (1,2;30) 42 16 58G G G      
 

(1,2,5;35) (1,2,5;30) (1,2;35) 58 18 76G G G     ,   
 

(1,2,5;40) (1,2,5;35) (1,2;40) 76 21 97G G G     , 
 

(1,2,5;45) (1,2,5;40) (1,2;45) 97 23 120G G G      
 

(1,2,5;50) (1,2,5;45) (1,2;50) 120 26 146G G G      
 

(1,2,5,10;10) (1,2,5,10;0) (1,2,5;10) 1 10 11G G G      
 

(1,2,5,10;20) (1,2,5,10;10) (1,2,5;20) 11 29 40G G G     , 
 

(1,2,5,10;30) (1,2,5,10;20) (1,2,5;30) 40 58 98G G G      
 

(1,2,5,10;40) (1,2,5,10;30) (1,2,5;40) 98 97 195G G G      
 

(1,2,5,10;50) (1,2,5,10;40) (1,2,5;50) 195 146 341G G G     ,  
 

(1,2,5,10,20;30) (1,2,5,10,20;10) (1,2,5,10;30)

                                (1,2,5,10 ;10) (1,2,5,10;30) 11 98 109

G G G

G G

 

    
 

 

(1,2,5,10,20;50) (1,2,5,10,20;30) (1,2,5,10;50) 109 341 450G G G     .  
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2. ПОДРЕДЕНО РАЗБИВАЊЕ НА БРОЕВИ   
 

2.1. Дефинција. Подредено разбивање на природниот број  n  на k  дело-

ви е решение на равенката 1 2 ... kx x x n     во множеството природни броеви, 

т.е. k -торка 
 

1 2( , ,..., )k   , 
 

каде што 1 2, ,..., k    се природни броеви чиј збир е еднаков на n . Подреденото 

разбивање 1 2( , ,..., )k    ќе го означуваме со 1 2 ... k     .  

 

2.2. Пример. а) Сите разбивања на бројот 3   се 3,2 1,1 1 1   , а сите 

подредени разбивања на бројот 3  се: 3,2 1,1 2,1 1 1    . Сите подредени разби-

вања на бројот 3  се сите решенија на равенки од видот  
 

1 1 2 1 2 33, 3, 3x x x x x x      ,...., 
 

односно сите можни решенија на равенките  
 

1 2 ... 3nx x x    , за 1,2,3,4,....n   
 

во множеството природни броеви. Се разбира дека равенката  
 

1 2 3 4 3x x x x     
 

и секоја равенка од видот  
 

1 2 ... 3nx x x     за 4n   
 

нема решенија во множеството природни броеви.  
 

б) Подредените разбивања на бројот 7  на три делови, се сите решенија на 

равенката 1 2 3 7x x x    во множеството природни броеви. Тие разбивања се:  
 

5 1 1, 1 5 1, 1 1 5, 4 2 1, 2 4 1, 1 4 2, 4 1 2, 2 1 4,

1 2 4, 3 3 1, 3 1 3, 1 3 3, 2 2 3, 2 3 2, 3 2 2

               

             
 

 

и нив ги има вкупно 15.  

 

2.3. Забелешка. Во нарениот дел ќе се задржиме на бројот на сите подре-

дени разбивања на даден број n  и бројот на сите подредени разбивања на даден 

природен број на даден број на делови.  
 

Основната разлика меѓу разбивање на број n  и подредено разбивање на 

бројот n  е тоа што секое разбивање на бројот n  е низа 1 2, ,..., k    за која  
 

1 2 ... k      и 1 2 ... k n      , 
 

а подредено разбивање на бројот n  (на ист број на собироци како и претходно) се 

сите решенија на равенката  
 

1 2 ... kx x x n    . 
 

Од претходно кажаното непосредно следува следнава теорема.  
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2.4. Теорема. Нека е 1 2(1 2 .... )nff f
n   е разбивање на бројот n . Тогаш 

постојат  
 

1 2

1 2

( ... )!

! !... !
n

n

f f f

f f f

  
 

 

подредени разбивања на бројот n , за кои секој број {1,2,3,...., }j n  се појавува 

jf  пати, т.е. за секој {1,2,3,...., }j n  има точно jf  делови еднакви на j .  
 

Доказ. Секое подредено разбивање на бројот n  со наведеното својство, 

j  е појавува jf  пати, е очигледно 1 2( ... )nf f f   -варијација на елементите 

1,2,...,n  која што има вид 1 2( , ,..., )nf f f . Бројот на такви варијации е  
 

1 2

1 2

( ... )!

! !... !
n

n

f f f

f f f

  
.  

 

2.5. Теорема. а) Бројот на подредени разбивања на бројот n  на k  делови 

е еднаков на  
 

1 1
1 1( )k n

n kC  
  . 

 

б) Бројот на сите подредени разбивања на бројот n  е еднаков на 12n .  
 

Доказ. а) Нека A  е множеството од сите ( 1)n k  -варијации на еле-

ментите 0  и 1 , кои ги имаат следниве три својства: 
 

1  Точно n  членови на варијацијата се еднакви на 1 ,  
 

2  Било кои две нули не се соседни (не стојат една до друга) и 
 

3  Првиот и последниот член на варијацијата се еднакви на 1.  
 

Множеството A  ги содржи сите ( 1)n k  -варијации кои содржат k -ни-

зи од единици разделени со нули . Меѓу множеството на сите подредени разбива-

ња на бројот n  и множеството A  очигледно постои биекција. Да го определиме 

бројот на елементите на множеството A . Прво последователно ќе запишеме n  

единици. Бидејќи никои две нули не се соседни и нулата не може да биде на прво 

и на последно место добиваме дека 1k   нула можат да бидат разместени по една 

меѓу првата и втората единица, меѓу втората и третата единица итн меѓу 

( 1)n  та и n тата единица, т.е. на 1n  место. Затоа, бројот на елементите на 

множеството A  е еднаков на бројот на комбинациите без повторавање од 1n  

елементи од класа 1k  , т.е. на 1 1
1 1( )k n

n kC  
  .  

 

б) За вредности на 0,1,2,3,..., 1k n   и според првиот дел на теоремата 

добиваме дека бараниот број е еднаков на  
 

0 1 1 0 0 1 1 1 2 1 1 0
1 1 1 1 1 1... 1 1 1 1 ... 1 1n n n n n

n n n n n nC C C C C C    
             

1 1(1 1) 2n n    .  
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2.6. Теорема. Нека 1 2, ,..., kn n n  различни природни броеви и со 

1 2( , ,..., ; )kH n n n n  ќе го означиме бројот на сите подредени разбивања на 

природниот број n  кај кои секој од деловите е еднаков на некој од броевите 

1 2, ,..., kn n n . Тогаш точно е равенството  
 

1 2 1 2
1

( , , ... , ; ) ( , , ... , ; )
k

k k j
j

H n n n n H n n n n n


  ,   (8) 

 

каде што по дефинција 
 

деф

1 2

0,     ако  0,
( , ,..., ; )

1,      ако  0.
j

m
H n n n m

m


 


 

 

Доказ. Нека S  е множеството од сите подредени разбивања на бројот n , 

кај кои секој од деловите на разбивањето е еднаков на некој од броевите 

1 2, ,..., kn n n  и нека jS  е множеството од сите оние разбивања 1 2( , ,....) S    за 

кои што 1 jn  . Множеството S  е дисјунктна унија на множествата 1 2, ,..., kS S S , 

од каде што добиваме: 
 

1 2 1 2
1 1

( , ,..., ; ) | | | | ( , ,..., ; )
k k

k j k j
j j

H n n n n S S H n n n n n
 

     .  

 

2.7. Пример. Нека претпоставиме дека порака се пренесува со помош на 

сигнали со должина 1,2,3,4  единици време. Колку различни пораки можат да се 

пренесат за 10 единици време.  
 

Решение. Од условот на задачата следува дека треба да го определиме 

бројот (1,2,3,4;10)H . Ја воведуваме ознаката ( ) (1,2,3,4; )H n H n . Лесно се гледа 

дека (1) 1H  , (2) 2H  , (3) 4H   и (4) 8H  . Понатаму, од теорема 2.6 следува  
 

( ) ( 1) ( 2) ( 3) ( 4)H n H n H n H n H n         
 

од што добиваме  
 

(5) 15H  , (6) 29H  , (7) 56H  , (8) 108H  , (9) 208H   и (10) 401H  .  

 

 

 

3. РАЗБИВАЊЕ НА МНОЖЕСТВА   
 

3.1. Дефиниција. Разбивање на множеството S  на k  блокови е фами-

лија множества 1 2{ , ,..., }kS S S   таква што  
 

а) jS    за 1,2,3,...,j k ,  
 

б) i jS S   за , 1,2,3,...,i j k , i j  и   
 

в) 1 2 ... kS S S S    .  
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3.2. Коментар. На секое разбивање 1 2{ , ,..., }kS S S  на множеството S  

на k  блокови му соодветствуваат !k  подредени разбивања на множеството S  на 

k  блокови. Тоа се сите пермутации на бловите на разбивањето  .  

 

На секое разбивање на 1 2{ , ,..., }kS S S   на n -множеството S  на k -

блокови одговара разбивање на бројот n  на k  делови, при што деловите на раз-

бивањето се еднакви на 1 2| | , | |,..., | |kS S S .  

 

3.3. Нека 1 2, ,..., k    се природни броеви чиј збир е еднаков на n  и нека 

со 1 2( , ,..., )n kB     го означиме бројот на сите подредени разбивања 1 2( , ,...,S S  

)kS  на множеството S , | |S n  на k  блокови, при што за деловите на тоа 

разбивање е исполнето | |j jS  , 1,2,3,...,j k .  

 

Со nkB  ќе го означиме бројот на разбивања на множеството S , | |S n   

на k -блокови, а со nB  бројот на сите разбивања на множеството S , | |S n . Од 

дефиницијата на броевите nkB  и nB  е јасно дека 0 0nB   за 1n  , 1nnB   за 1n   

и 0nkB   за k n . По дефиниција ставаме 00 0 1B B  . Бројот nB  го нареку-

ваме n -ти  Белов број.  

 

3.4. Пример. а) За множеството {1,2}S   Беловиот број е 2 2B  , а мно-

жеството од сите рабивања е 1 2{ , }   каде 1 {{1,2}}   и 2 {{1},{2}}  . Мно-

жеството од сите подредени разбивања е  
 

({1,2}) , ({1}, {2})  и ({2}, {1}) . 
 

б) За множеството {1,2,3}S   Беловиот број е 3 5B  . Множеството раз-

бивања на множеството S  е петелементно множество  
 

1 2 3 4 5{ , , , , }     , 
 

при што  
 

1 {{1,2,3}}  , 2 {{1,2},{3}}  , 2 {{1,3},{2}}  ,  
 

4 {{2,3},{1}}   и 3 {{1},{2},{3}}  .  
 

Подредени разбивања на множеството S  се: 
 

({1,2,3}) , ({1,2},{3}) , ({3},{1,2}) , ({1,3},{2}) , ({2},{1,3}) ,  
 

({2,3},{1}) , ({1},{2,3}) , ({1},{2},{3}) , ({1},{3},{2}) ,  
 

({2},{1},{3}) , ({2},{3},{1}) , ({3},{1},{2}) , ({3},{2},{1}) . 
 

в) Беловиот број за четириелементно множество е 4 15B  . Ако 

{1,2,3,4}S  , тогаш множеството од сите разбивања е  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15{ , , , , , , , , , , , , , , }               , 
 

при што  
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1 { {1,2,3,4}}  , 2 { {1,2,3},{ 4 }}  , 3 { {1,2,4},{ 3 }}  ,  
 

4 { {1,3,4},{ 2 }}  , 5 { {2,3,4},{ 1}}  , 6 {{1,2},{3,4}}  ,  
 

7 {{1,3},{2,4}}  , 8 {{1,4},{2,3}}  , 9 { { 1},{ 2},{3,4}}  ,  
  

10 { {1},{ 3},{2,4}}  , 11 { {1},{4},{2,3}}  ,  
 

12 { { 2 },{3},{1,4}}  , 13 { { 2 },{4},{1,3}}  ,  
 

14 { { 3 },{4},{1,2}}  , 15 { {1},{2},{3,4}}  . 
 

Од секое од овие множества може да се формира множество од пермутации и на 

тој начин ќе го формираме множеството од сите подредени разбивања. На пример: 
 

- за разбивањето 6 {{1,2},{3,4}}  , подредени разбивања има 2!  и 

тие се ({1,2},{3,4})  и ({3,4},{1,2}) .  
 

- за разбивањето 9 { {1},{ 2},{3,4}}  , подредени разбивања има 

3! 6  и тие се  
  

  ( { 1},{ 2},{3,4}) , ( { 1},{ 3,4},{2}) , ( { 2 },{1},{3,4}) , 
   

  ({ 2 },{ 3,4},{1}) , ({ 3,4 },{1},{2}) , ({ 3,4 },{2},{1}) .  

 

3.5. Теорема. Нека 1 2, , , ,..., kn k     се природни броеви за кои важи 

1 2 ... k n      . Тогаш е точно равенството: 
 

1 2

!
1 2 ! !... !

( , ,..., )
k

n
n kB

  
    .   (9) 

 

Доказ. Од множеството S  на 1

1
( )n

nC



  начини можеме да избереме еле-

менти за блокот 1S  (множество кое содржи 1  елементи). Во случај кога се из-

брани елементите за блокот 1S , од преостанатите 1n   елементи можеме да фор-

мираме блок 2S , кој содржи 2  елементи на 2 1

1 2  
( )
n

n
C
 
 




  начини. Според тоа, 

од подредната низа 1 2( , ,..., )kS S S  , првите две множества последоваелно мо-

жеме да ги избереме на  
 

2 11

1 1 2  
( )( )

nn
n n

C C
 
  




  

 

начини. Продолжувајќи ја постапката, добиваме дека бројот на подредени разби-

вања е еднаков на  
 

21
1

1 1 21

!
1 2 ! !... !

( , ,..., ) ... k
k

kjj

n
n k n n n

B C C C


   
   


 

 


.  

 

3.6. Теорема. Нека ,n kN  и нека n k . Тогаш важат равенствата 
 

1 2
1 2

!1
! ! !... !

... k
k

n
nk k

n

B
  

     

  ,     (10) 
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1
!

0

( 1) ( )
k

k j k n
nk jk

j

B j



  ,     (11) 

 

1
!

1 1 0

( 1) ( )
n n k

k j k n
n nk jk

k k j

B B j

  

     .    (12) 

 

Доказ. За секое разбивање на бројот n  на k  собироци, 1 ... k n    , 

постојат 
1 2

!
! !... !k

n
  

 подредени разбивања. Според тоа, бројот на подредени раз-

бивања на множеството , | |S S n  е еднаков на  
 

1 2
1 2

!
! !... !

... k
k

n

n
  

     

 . 

 

Бидејќи на секое разбивање на множеството , | |S S n  постојат !k  подредени 

разбивања, добиваме дека  
 

1 2
1 2

!
! !... !

...

!
k

k

n
nk

n

k B
  

     

 , 

 

т.е. важи формулата (10).  
 

Бројот на подредените разбивања на множеството , | |S S n  на k  блоко-

ви е еднаков на ! nkk B , бидејќи секое разбивање (неподредено) на множеството S  

на k  блокови определува !k  подредени разбивања од истите блокови. Секое по-

дредено разбивање 1 2( , ,..., )kS S S  на множеството 1 2{ , ,..., }nS x x x  е определе-

но со пресликување : {1,2,3,..., }f S k , кое за секој j  секој елемент на мно-

жеството jS  го пресликува во j . Точно е и обратното, секоја сурјекција 

: {1,2,3,..., }f S k   определува едно подредено разбивање на множеството 

1 2{ , ,..., }nS x x x  и тоа е  
 

1 1 1( ({1}), ({2}),..., ({ }))f f f k    
 

(бидејќи f е сурјекција, секој компонента е непразно множество). Според тоа, 

бројот на подредените разбивања на множеството , | |S S n  на k  блокови е 

еднаков на бројот на сите сурјекции F  од множеството S  во множеството 

{1,2,..., }Y k . Да го определиме бројот на овие сурјекции. Ставаме  
 

( ) { : | за секој , ( ) }F y f S Y x S f x y    . 
 

Тогаш, за секој {1,2,..., }j k  и секоја комбинација 1{ ,..., }jy y  на елементи на мно-

жеството Y  важи  
 

1 2| ( ) ( ) ... ( ) | ( )n
jF y F y F y k j     . 

 

Сега од принципот на вклучување и исклучување следува  
 

1

1

| (1) (2) ... ( ) | ( 1) ( )( )
k

j k n
j

j

F F F k k j



      , 
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па затоа  
 

0 0

| | | (1) (2) ... ( ) | ( 1) ( )( ) ( 1) ( )
k k

n j k n k j k n
j j

j j

F k F F F k k j j

 

           , 

 

т.е. точна е формулата (11). Точноста на формулата (12) непосредно следува од 

претходните разгледувања.  

 

3.7. Теорема. За Беловите броеви важи следнава рекурентна формула  

1
0

( )
n

n
n k k

k

B B


  , 0n  .  

Доказ. Нека R  е фамилија од сите разбивања на множеството {1,2,S   

..., , 1}n n . Тогаш 0 1 2 ... nR R R R R     , каде kR  е фамилијата од оние раз-

бивања на множеството S , кај кои елементот елементот 1n  припаѓа на блокот 

кој содржи 1k   елемент, каде 0 k n  . Блокот (ќе го означиме со 0S ) кој содр-

жи 1k   елементи на множеството S  и меѓу нив и елементот 1n  може да биде 

одбран на ( )n
k  начини. Множеството 0\S S  кое содржи n k   елементи може да 

биде разбиено на n kB   начини. Според тоа, точно е равенството | | ( )n
k k n kR B  . 

Бидејќи разбивањето е дисјунктно и   ( ) ( )n n
k n k , добиваме дека  

 

1
0 0 0

| | | | ( ) ( )
n n n

n n
n k k n k k k

k k k

B R R B B 
  

      .  

 

3.8. Теорема. За броевите nkB  за 0,k nN  важи   
 

1 1 .n k n k nkB B kB       (13) 
 

Доказ. Од теорема 3.6 следува  
 

1
1 1 11 1 1

1 1 ( 1)! ! !
0 0 0

1 1
1 1 11 1 1

( 1)! ( 1)! !
0 0

1
11

!
0

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( )

k k k
k j k n k j k n k j k n

n k nk n k j j jk k k
j j j

k k
k j k n k j k n k k k n

j j kk k k
j j

k
k j k n

jk
j

B kB B j k j j

j j k

j


     

  
  

 
     

 
 


 



       

     

 

  

 


11

!

1
11 1

( 1)!
0

1
( 1)!! !1

( 1)! !( )! !( )! !( 1 )!
0

1
( 1)!1

( 1)! !( 1 )!
0

( 1) ( )

( 1) [( ) ( ) ( )]

( 1) [ ]

( 1) [ 1] 0,

k k k n
kk

k
k j n k k k

j j jk k
j

k
j kk j n k k

k j k j j k j k j k j
j

k
k jk j n k

k j k j k j k j
j

k

j j

j

j

 


 







    





    


 

   

  

    







 

 

од што следува (13).  
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3.9. Коментар. а) Од 3.3 и теорема 3.8 непосредно следува дека бројот 

nkB  на разбивања на множеството S , | |S n   на k -блокови, всушност е Стир-

линговиот број од втор вид 
( )n
k

S , кој го определивме во точка XXV 11.14.  
 

б) Разбивањето на множеството S , | |S n  на k -блокови, всушност е ек-

вивалентно на сместувањето на n  различни објекти во k  идентични кутии, при 

што ниту една од кутиите не смее да остане празна. Од претходните разгледувања 

следува дека постојат 
( )n

nkk
S B  начини на на сместувањето на n  различни објек-

ти во k  идентични кутии, пришто ниту една од кутиите не смее да остане празна 

и 
( )

{ | 0 }
n

k
S k n   е множеството Стирлингови броеви од втор вид.  

 

в) Нека имаме сместување на n  различни објекти во k  идентични кутии, 

при што некои кутиите можат да бидат празни. Можни се следниве случаи:  
 

1) сите n  објекти се сместени во една кутија и тоа може да се направи на 

( )
1

n
S  начини,  

2) сите n  објекти се сместени во две кутии и тоа може да се направи на 
( )
2
n

S  начини,  

............................................................................................................................... 

k) сите n  објекти се сместени во k  кутии и тоа може да се направи на 
( )n
k

S  начини.  
 

Со тоа се исцрпени сите можности за дадениот вид на сместување и од принципот 

на збир добиваме дека има  
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 ...

n n n n
k

S S S S     
 

начини за сместување на n  различни објекти во k  идентични кутии, при што не-

кои кутиите можат да бидат празни.  
 

г) Користејќи го фактот дека на 
( )n
k

S  начини можеме n  различни објекти 

да ги сместиме во k  идентични кутии, при што ниту една од кутиите не смее да 

остане празна, можеме да го одредиме бројот на начините на кои може n  различ-

ни објекти да се сместат во k  различни кутии, при што ниту една од кутиите не 

смее да остане празна. Всушност, во случајот треба да преминеме од неподредени 

на подредени кутии. При премин од подредени на неподредени кутии, бројот на 

подредените кутии, аналогно како при преминот од пермутации на комбинации, 

треба да го поделиме со !k . Затоа, при премин од неподредени на подредени ку-

тии треба да множиме со !k , што значи дека постојат 
( )

!
n

k
k S  начини за сместува-

ње на n  различни објекти да ги сместиме во k  различни кутии, при што ниту 

една од кутиите не смее да остане празна.  

 

3.10. На крајот од оваа точка ќе го разгледаме бројот на начините за 

поделба на n  објекти во k  дисјунктни циклуси. Циклус од m  објекти има вид 

1 2 3 1... m ma a a a a , при што се смета дека 1a  и покрај ma . Според тоа,  
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1 2 3 1 1 1 2 3 1... ... ... ...i m m i m m ia a a a a a a a a a a a a   . 
 

Понатаму, mциклусот можеме да го замислиме како m  луѓе кои седат на трка-

лезна маса. Лесно се гледа дека има ( 1)!m  различни начини на кои m  луѓе може 

да седнат на тркалезна маса. Според тоа, за дадени m  објекти постојат ( 1)!m  на-

чини за формирање на mциклус. Во следната теорема ќе го одредиме бројот на 

начините за распределба на n  објекти во k  по парови дисјунктни циклуси.   

 

Теорема. Бројот на можните начини n  објекти да се распределат во k  по 

парови дисјунктни циклуси е еднаков на 
( )n
k

s , каде 
( )

{ | 0 }
n

k
s k n   е множеството 

Стирлингови броеви од прв вид.  
 

Доказ. Со ( , )f n k  да го означиме бројот на можните начини n  објекти да 

се распределат во k  по парови дисјунктни циклуси. Јасно, ( ,0) 0f n  , за секој 

1n  , бидејќи за 1n   не може да се формираат 0 циклуси и да се искористат сите 

n  објекти. Ако 1n  , тогаш имаме точно n  циклуси со по еден елемент, па затоа 

( , ) 1f n n   за 1n  , а ако 0n  , тогаш има смисла да прифатиме дека постои само 

еден начин со користење на 0 објекти да се направат 0 циклуси. Според тоа, 

( , ) 1f n n   за 0n  . Конечно, за да го докажеме тврдењето доволно е уште да до-

кажеме дека  
 

( 1, ) ( , 1) ( , )f n k f n k nf n k    .    (14) 
 

Секое распоредување на 1n  објект или го става ( 1)n  от објект во празен 

циклус или го става во некој од постојните циклуси. Ако објектот се става во 

празен циклус, тогаш останатите n  објекти се ставени во 1k   циклуси и постојат 

( , 1)f n k   начини тоа да се направи. Ако ( 1)n  објект е сместен во некој од дру-

гите циклуси, кој на пример содржи m  објекти, тогаш ( 1)n  објект објект може 

да се смести после кој било од m те објекти на циклусот. Според тоа, има m  

различни циклуси кои може да се формираат ако ( 1)n  објект се става во циклус 

кој содржи m  објекти. Нека земеме дека имаме циклуси 1 2, ,..., kc c c , каде циклу-

сот ic  има in  елементи и 1 2 ... kn n n n    . Ако елементот 1na   се смести во 

циклусот ic , тогаш добиваме in  нови циклуси. Сега од принципот на збир сле-

дува дека имаме 1 2 ... kn n n n     нови циклуси кои може да се добијат од 

фиксно множество од k  циклуси со n  елементи и додавање на ( 1)n  објект. Би-

дејќи има ( , )f n k  начини за сместување на n  елементи во k  циклуси, добиваме 

дека при додавање на ( 1)n  објект во постоечки циклус има ( , )nf n k  начини за 

добивање на k  циклуси од 1n  елементи. Конечно, од принципот на збир сле-

дува дека има  
 

( , 1) ( , )f n k nf n k   
 

начини за распределба на 1n  објект во k  циклуси, т.е. точно е равенството (14).  
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4. ДЕАРАНЖМАНИ    
 

4.1. Теорема. (принцип на вклучување) Нека 1 2, ,..., nA A A  е фамилија ко-

нечни множества. Тогаш  
 

1 2

1
1 2

| ... | | | | | | |

... ( 1) | ... | .

n i i j i j k
i i j i j k

n
n

A A A A A A A A A

A A A

  



         

     

  
 (15) 

 

Доказ. За да го докажеме равенството (15) доволно е да докажеме дека 

секој елемент на множеството 1 2 ... nA A A    се зема во предвид само еднаш на 

десната страна на (15).  
 

Нека претпоставиме дека елементот x  се содржи точно m  пати во мно-

жествата 1 2, ,..., nA A A . Според тоа во збирот | |i
i

A  елементот x  се брои m  пати. 

Понатаму, во збирот | |i j
i j

A A


  елементот x  се брои секогаш кога се избрани 

две множества кои го содржат. Но, изборот на две множества кои го содржат x  од 

дадените m  множества може да се направи на 2( )m  начини, па затоа во 

| |i j
i j

A A


  елементот x  се брои 2( )m  пати. Во | |i j k
i j k

A A A
 

   елементот x  

се брои секогаш кога се избрани три множества кои го содржат и како изборот на 

три множества кои го содржат x  од дадените m  множества може да се направи 

на 3( )m  начини добиваме дека во | |i j k
i j k

A A A
 

   елементот x  се брои 3( )m  

пати. Според тоа, во збирот на десната страна од (15) елементот x  се брои  
 

1 1
2 3 4( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( ) ... ( 1) ( )m m m i m m m

i mm            пати. 

Но,  

2 3 40 (1 1) 1 ( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( )m m m m m m
mm          , 

па затоа   
1 1

2 3 4( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( ) ... ( 1) ( ) 1m m m i m m m
i mm              

 

што значи дека елементот x  на десната страна во (15) се брои само еднаш.  

 

4.2. Пример. Колку има природни броеви кои се помали од 2011 и кои се 

деливи со 2, 3, 5 или 7?  
 

Решение. Да ги разгледаме множествата  
 

{ | , 2011и  се дели со 2}A n n n n  N ,  

{ | , 2011и  се дели со 3}B n n n n  N ,  

{ | , 2011и  се дели со 5}C n n n n  N  и  

{ | , 2011и  се дели со 7}D n n n n  N .  
 

Треба да го определиме бројот на елементите на множеството A B C D   . 

Имаме:  
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2011 2011 2011 2011
2 3 5 7

2011 2011 2011
6 10 14

2011 2011 2011
15 21 35

2011
30

| | [ ] 1005, | | [ ] 670, | | [ ] 402, | | [ ] 287,

| | [ ] 336, | | [ ] 201, | | [ ] 143,

| | [ ] 134, | | [ ] 95, | | [ ] 57,

| | [ ] 67, |

A B C D

A B A C A D

B C B D C D

A B C A B

       

        

        

     2011 2011
42 70

2011 2011
105 210

| [ ] 47, | | [ ] 28,

| | [ ] 19, | | [ ] 9,

D A C D

B C D A B C D

      

        

 

 

па затоа од теорема 4.1 следува дека имаме  
 

| | 1005 670 402 287 336 201 143 134 95 57

67 47 28 19 9 1550,

A B C D             

     
 

 

кои се деливи со 2, 3, 5 или 7.  

 

4.3. Теорема. Нека 1 2, ,..., nA A A  е фамилија конечни подмножества на 

множеството U  и нека \ , 1,2,...,c
i iA U A i n  . Тогаш  

 

1 2

1 2

| ... | | | | | | | | |

... ( 1) | ... | .

c c c
n i i j i j k

i i j i j k

n
n

A A A U A A A A A A

A A A

  

          

     

  
 (16) 

 

Доказ. Од теоријата на множества знаеме дека  
 

1 2 1 2 1 2... ( ... ) \ ...c c c c
n n nA A A A A A U A A A           , 

па затоа  

1 2 1 2| ... | | | | ... |c c c
n nA A A U A A A         

 

и ако во последното равенство замениме од формулата (15) ја добиваме формула-

та (16).  

 

4.4. Пример. Колку има природни броеви кои се помали од 2011 и кои не 

се деливи со броевите 2, 3, 5 и 7?  
 

Решение. Од пример 4.3 следува  
 

| | | | | | 2011 1550 461A B C D U A B C D           , 
 

што значи дека има 461 природен број помал од 2011 кој не е делив со ниту еден 

од броевите 2, 3, 5 и 7.  

 

4.5. Дефиниција. Деаранжман на n  различни подредени симболи е пер-

мутација во која ниту еден од n те симболи не е пресликан во самиот себе. Бро-

јот на деаранжманите на n  различни подредени симболи ќе го означуваме со nD .  
 

Во натамошните разгледувања набљудуваните n  симболи ќе ги означу-

ваме со 1,2,3,...,n .  

 

4.6. Пример. а) Јасно 1 0D  , бидејќи пермутација на еден елемент го 

остава на место самиот елемент.  
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б) За 2n   единствен деаранжман е пермутацијата 1 2
2 1( ) , т.е. 2 1D  .  

 

в) За 3n  , деаранжмани се пермутацииите  
 

1 2 3
2 3 1( )  и 1 2 3

3 1 2( ) , 
 

т.е. 3 2D  .  

 

4.7. Теорема. За 1n  , бројот на деаранжманите nD  за симболите 1,2,3,  

...,n  е:  
 

1 1 1 1
1! 2! 3! !

!(1 ... ( 1) )n
n n

D n       .   (17) 
 

Доказ. Нека , 1,2,...,iA i n  е множеството пермутации во кое е фиксиран 

елементот i . Да го разгледаме множеството 1 2 ... kA A A   , за 1 k n  . Секој 

елемент од 1 2 ... kA A A    ги фиксира елементите 1,2,...,k , па затоа пермутира 

n k  симболи. Според тоа, 1 2| ... | ( )!kA A A n k     . Слично, за кои било фик-

сирани елементи 1 2, ,..., km m m  важи  
 

1 2
| ... | ( )!

km m mA A A n k     . 
 

Понатаму, бидејќи избираме k  симболи од симболите 1,2,3,...,n , добиваме дека 

имаме ( )n
k  множества од видот 

1 2
...

km m mA A A   . Според тоа,  
 

1 2

! !
!( )! !

| ... | ( )( )! ( )!
k

n n n
m m m k k n k k

A A A n k n k


        . 

 

Сега, нека U  е множеството од сите пермутации на симболите 1,2,3,...,n . Имаме 

| | !U n , па затоа од претходното равенство и од теорема 4.5 следува  
 

1 2

1 2

! ! ! ! !
1! 2! 3! 4! !

| ... |

| | | | | | | | ... ( 1) | ... |

! ... ( 1)

c c c
n n

n
i i j i j k n

i i j i j k

nn n n n n
n

D A A A

U A A A A A A A A A

n

  

   

            

       

    

1 1 1 1 1
1! 2! 3! 4! !

!(1 ... ( 1) )n

n
n        .  

 

4.8. Забелешка. Ако го искористиме Тејлоровиот развој за  
 

1 1 1 1 1 1
1! 2! 3! 4! !

1 ... ( 1) ...n

n
e           

 

со замена во (17) добиваме дека за бројот на деаранжманите nD  е точна приближ-

ната формула:  
 

1! .nD n e  

 

4.9. Пример. Заборавен шанкер служи 10 гости со 10 различни коктели. 

На колку начини може да ги послужи коктелите така што ниту еден гостин да не 

ја добие својата порачка?  
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Решение. Јасно, станува збор за деаранжман над 10 објекти, па затоа 

нивниот број е  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10 1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10!
10!(1 )D            .  

 

4.10. Пример. Матрица на пермутации 8 8  е матрица која содржи точно 

една единица во секој ред и секоја колона, а сите останати елементи на матрицата 

се еднакви на нула. Колку 8 8  матрици на пермутации има такви што на својата 

главна дијагонала имаат само нули?  
 

Решение. Ова се матрици кои претставуваат пермутации над 8 симболи 

кои се деаранжмани. Затоаа имаме  
 

1 1 1 1 1 1 1 1
8 1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8!

8!(1 )D           

вакви матрици.  

 

 

 

ЗАДАЧИ  

 
1. На колку начини можеме да ставиме 12 објекти во 5 кутии ако имаме:  

a) различни објекти, исти кутии и кутиите смеат да бидат празни,  

b) различни објекти, исти кутии и кутиите не смеат да бидат празни,  
 

2. На колку начини можеме да ставиме 12 објекти во 5 кутии ако имаме:  

a) различни објекти, исти кутии и кутиите смеат да бидат празни,  

b) различни објекти, исти кутии и кутиите не смеат да бидат празни,  
 

3. Студент полага испит во кој на секое од 15 прашања треба да му се придружи 

единствениот точен одговор. Ако кои било две различни прашања имаат раз-

лични одговори, на колку начини студентот може погрешно да одговори на сите 

прашања?  
 

4. Нека {1,2,3,4,5,6,7,8,9}A   и нека { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}B           . Секој 

елемент елемент од првото множество треба да се спари со единствен елемент од 

второто множество. Елементите на секој пар се собираат. На колку различни 

начини ова може да се направи, но така да во ниту еден пар збирот да не е една-

ков на нула?  
 

5. Неписмен поштар треба на секој од 7 граѓани да му испорача точно по едно 

писмо.  

a) На колку начини може да се испорача поштата, но така да ниту едно лице не 

ја добие својата пошта?  

b) На колку начини може да се испорача поштата, но така барем една особа ја 

добие својата пошта?  

c) На колку начини може да се испорачаат писмата, но така точно едно лице ја 

добие својата пошта?  

d) На колку начини може да се испорача поштата, но така да точно едно лице не 

ја добие својата пошта?  
 

6. Нека A  има 12 елементи и нека   е пермутација на елементите на множеството 

A . Нека { | е пермутација на , ( ) ( ), }S A a a a A       . Најди | |S .  
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XXVII ГЛАВА  

ЛАТИНСКИ КВАДРАТИ. БЛОК  

ДИЗАЈНИ И КОДОВИ  

 

 

 
1. ПОИМ ЗА ЛАТИНСКИ КВАДРАТ  

 

1.1. Дефиниција. Нека Q  е множество од n  елементи. Матрицата еле-

менти од Q  ја нарекуваме латински r n  правоаголник ако во секој нејзин ред и 

во секоја нејзина колона сите елементи се различни меѓу себе. 
 

Латинскиот n n  правоаголник го нарекуваме латински квадрат од 

n ти ред. 

 

Од дефиницијата непосредно следува r n . Јасно, елементите на секоја 

редица на латинскиот правоаголник формираат една пермутација на елементите 

од Q , а елементите на секоја колона формираат варијација без повторување од 

r  ти ред. Во натамошните разгледувања за елементите на множеството Q  ќе ги 

земеме првите n природни броеви. 

 

1.2. Теорема. За секој природен број постои латински квадрат од n ти 

ред. 
 

Доказ. Да ја разгледаме матрицата [ ]ijM a  за која (mod )ija i j n  , 

0 1ija n   . Ако ij ika a , тогаш (mod )i j i k n   , од каде после скратувањето 

добиваме дека (mod )j k n , што значи j k , бидејќи j  и k се ненегативни бро-

еви помали од n . Слично, од ij kja a следува i k . Според тоа, елементите на се-

кој ред (колона) се различни, па M е латински квадрат.  

 

1.3. Последица. За произволни природни броеви n  и r , r n постои 

латински r n  правоаголник. 
 

Доказ. Непосредно следува од фактот дека со отстранувањето на произ-

волен број редици од латинскиот квадрат се добива латински правоаголник.  

 

1.4. Пример. Ако ја искористиме теорема 1.2, за 4n   имаме 

11 1 1(mod4)a   , т.е. 11 2a  , 21 2 1(mod4)a   , т.е. 21 3a  , 44 4 4(mod4)a   , 

т.е. 44 0a   итн. Според тоа го добиваме латинскиот квадрат од ред 4 
 

2 3 0 1

3 0 1 2

0 1 2 3

1 2 3 0

M

 
 
 
 
 
 

.  
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1.5. Да зебележиме дека со пермутирање на редовите (колоните) на произ-

волен латински правоаголник (квадрат) се добива латински правоаголник (квад-

рат). Исто така, со пермутирање на елементите на множеството Q , т.е. со нивно 

преименување, од латински квадрат се добива латински квадрат. Притоа се под-

разбира дека еднаквите елементи во целиот латински квадрат ги заменуваме со ед-

накви елементи, согласно извршената пермутација на елементите од Q . 

 

За латинските квадрати кои еден од друг можат да се добијат со пермути-

рање на редиците, колоните или преименување на елементите ќе велиме дека се 

изотопни. 
 

Во натамошните разгледувања ќе сметаме дека множеството Q  е подре-

дено. Ако елементите на Q  се природни или цели броеви, тогаш го земаме основ-

ното подредување <. Ако елементите на Q  ги земеме во растечки редослед, тогаш 

добиената пермутација ја нарекуваме основна. За буквите под основната перму-

тација ќе ја подразбираме пермутацијата која е согласна со нивните лексикограф-

ски поредок во соодветната азбука. 
 

За латинскиот квадрат ќе велиме дека е стандарден ако елементите на пр-

виот ред се во основен поредок (основна пермутација). 
 

Јасно, секој латински квадрат може, со пермутирање на колоните да се 

доведе до стандарден. 
 

За латинскиот квадрат ќе велиме дека е двојно стандарден ако и елемен-

тите на првиот ред и елементите на првата колона се во основен поредок. 
 

Јасно, со пермутирање на редиците и пермутирање на колоните секој ла-

тински квадрат може да се сведе на двојно стандарден. Меѓутоа, ова не може да се 

постигне со пермутирање на елементите. 
 

За два латински квадрати [ ]ijA a  и [ ]ijB b  ќе велиме дека се еднакви 

ако ij ija b , за , {1,2,3,..., }i j n . Со ( )ssl n  да го означиме бројот на неизотопните 

латински квадрати од ред n , т.е. бројот на различните двојно стандардни латин-

ски квадрати од ред n . Овој број со зголемувањето на n  расте многу брзо и за 

првите 9 природни броеви вредностите на ( )ssl n се дадени во следнава табела. 
 
 

n  ( )ssl n  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

1 

1 

1 

4 

56 

9408 

169 942 080 

535 281 401 856 

377 597 570 964 258 816 
 



 191 

2. ПРОШИРУВАЊЕ НА ЛАТИНСКИ КВАДРАТИ  
 

2.1. Со остранување на произволен ред од латинскиот r n  правоагол-

ник, 1 r n  , се добива ларински ( 1)r n   правоаголник. Се поставува обрат-

ното прашање, дали може секој латински r n  правоаголник, r n со додавање 

на еден ред да се прошири до латински ( 1)r n   правоаголник. Одговорот на 

ова прашање е потврден, т.е. важи следнава теорема која ќе ја прифатиме без 

доказ. 

  

2.2. Теорема. Ако r n , тогаш секој латински r n  правоаголник може 

да се прошири до латински ( 1)r n   правоаголник.  

 

2.3. Пример. Даден е латински 3 6   правоаголник 
 

1 2 3 4 5 0

2 3 5 1 0 4

5 4 0 2 3 1

 
 
 
  

 

 

Со , 1,2,3,4,5,6jS j   да го означиме подмножеството елементи {0,1,2,3,4,5}Q   

кои не се појавуваат во j  та колона. Имаме  

1 {0,3,4}S  , 2 {0,1,5}S  , 3 {1,2,4}S  , 4 {0,3,5}S  , 5 {1,2,4}S  , 6 {2,3,5}S  . 

Од овие множества избираме по еден преставник, но така да сите се различни ме-

ѓу себе, т.е  

10 S , 21 S , 32 S , 43 S , 54 S  и 65 S . 

На дадениот латински 3 6 правоаголник му допишуваме редица, така што 

последователно ги запишуваме најдените преставници и го добиваме латинскиот 

4 6  правоаголник: 
 

1 2 3 4 5 0

2 3 5 1 0 4

5 4 0 2 3 1

0 1 2 3 4 6

 
 
 
 
 
 

.  

 

2.4. Последица. Секој латински правоаголник може да се прошири до ла-

тински квадрат. 
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 2.2.  

 

 

 

3. ОРТОГОНАЛНОСТ НА ЛАТИНСКИ КВАДРАТИ  
 

3.1. Дефиниција. За два латински квадрати [ ]ijA a  и [ ]ijB b  од n ти 

ред ќе велиме дека се заемно ортогонални, ако сите 
2n  подредени парови 

( , )ij ija b  се различни меѓу себе. 
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Во случаот велиме дека со преклопување на два заемно ортогонални ла-

тински квадрати од n ти ред се добиваат 2n  различни подредени парови. 

  

3.2. Пример. Со преклопување на латинските квадрати  
 
 

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

 
 
 
 
 
 

 и 

1 2 3 4

3 4 1 2

4 3 2 1

2 1 4 3

 
 
 
 
 
 

 

 

 

се добива шема која содржи 16 различни подредени парови 
 

 

1 2 3 4

3 4 1 2

4 3 2 1

2 1 4 2

a b c d

b a d c

c d a b

d c b a

 
 
 
 
 
 

.  

 

3.3. Разгледувајќи ги ортогоналните латински квадрати од n ред, 

најчесто ќе земеме дека елементите на секој квадрат се од множеството 

{0,1,2,..., 1}Q n  . Јасно, секој подреден пар 2( , )x y Q  се појавува точно еднаш 

како пар на соодветните елементи ( , )ij ija b  на заемно ортогоналните квадрати. 

Понатаму, лесно се гледа дека два двоструко стандардни латински квадрати од 

ред n  не можат да бидат ортогонални. 

 

Нека се A  и B  заемно ортогонални латински квадрати. Лесно се гледа 

дека со истовремено пермутирање на соодветните редици (колони) во двата квад-

рати се добиваат латински квадрати кои исто така се ортогонални. Исто така, со 

преименување на елементите на множеството Q  во еден од квадратите на ортого-

налниот пар (но така да сите елементи се различно означени, нивно пермутирање) 

ортогоналноста се запазува. Последното е точно и кога имаме повеќе латински 

квадрати кои по парови се заемно ортогонални. 

  

3.4. Теорема.  Нека 1 2, ,..., kL L L  се по парови заемно ортогонални латин-

ски квадрати. Тогаш постојат латински квадрати ' ' '
1 2, ,..., kL L L  кои се изотопни на 

дадените, стандардни и по парови заемно ортогонални. 
 

Доказ. Без ограничување на општоста, можеме да претпоставиме дека 

елементите на сите квадрати се од множеството {0,1,2,..., 1}Q n  . За секој квад-

рат , {1,2,..., }iL i k  треба елементите на Q  да ги преименуваме така да од iL  се 

добие стандарден квадрат '
iL . Од претходните разгледувања следува дека добие-

ните квадрати се по парови ортогонални.  

 

3.5. Теорема. За секој природен број 1n   постојат најмногу 1n  заемно 

ортогонални латински квадрати. 
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Доказ. Согласно претходната теорема, можеме да се ограничиме на раз-

гледување само на стандардните латински квадрати со елементи од {0,1,2,...,Q   

1}n . Да го разгледаме полето во пресекот на втората редица и првата колона на 

секој квадрат. Во ова поле не може да се наоѓа елементот 0. Од друга страна, се-

кои два стандардни заемно ортогонални квадрати мораат во тоа поле да имаат два 

различни елементи. Значи, во множеството по парови ортогонални латински ква-

драти од ред n  не може да има повеќе од 1n  квадрат.  

  

3.6. За множеството од 1n  по парови ортогонални латински квадрати од 

ред n  велиме дека е потполн систем ортогонални латински квадрати од ред n  

(скратено ПСОЛК ( )n ). 
 

Може да се докаже дека ПСОЛК ( )n  постои за kn p  каде p  е прост 

број. За сега се познати само такви системи. Во следната теорема ќе го презенти-

раме доказот во случај кога 1k  , т.е. кога n  е прост број. Во доказот ќе го ко-

ристиме фактот дека зе секој прост број p  множеството остатоци по модул p  е 

поле во однос на операциите собирање и множење по модул p . 

 

3.7. Теорема. За секој прост број p постои ПСОЛК ( )p . 
 

Доказ. Да ги разгледаме 1p   матриците од ред p p  со елементите од 

множеството {0,1,2,..., 1}Q p  : 
 

[ ], 1,2,..., 1k
k ijL a k p    

 

каде 
 

(mod )k
ija i kj p  . 

 

Прво ќе докажеме дека за 1,2,... 1k p   матрицата е латински квадрат. 

Навистина, ако за kL  важи 
1 2

k k
ij ij

a a , тогаш во полето на остатоци по модул p  

важи 
 

1 2i kj i kj   . 
 

Бидејќи во полето важи законот за кратење на двете операции добиваме: 1 2kj kj , 

т.е. 1 2j j . Значи, на две различни места во иста редица не може да има исти 

броеви. Слично се докажува дека на две различни места во една колона не може 

да има исти броеви, па значи kL  е латински квадрат. Нека сега tL  и sL , t s  се 

два латински квадрати добиени на опишаниот начин и нека ,t s
ij ijx a y a   т.е. во 

полето остатоци по модул p важи 
 

,x i tj y i sj    . 
 

Тогаш ( )t s j x y   , па затоа 
 

1( ) ( )j t s x y    
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Според тоа, i  и j  се еднозначно определени за дадени , ,x y t  и s . Затоа секој пар 

( , )x y  само еднаш се појавува како пар на соодветните елементи ( , )t s
ij ija a  во 

латинските квадрати tL  и sL , t s .  

 

3.8. Пример. Со примена на постапката од доказот на теорема 3.7 се 

добива ПСОЛК(5), кој се состои од следните четири квадрати: 
 

2 3 4 0 1

3 4 0 1 2

4 0 1 2 3

0 1 2 3 4

1 2 3 4 0

 
 
 
 
 
 
 
 

,      

3 0 2 4 1

4 1 3 0 2

0 2 4 1 3

1 3 0 2 4

2 4 1 3 0

 
 
 
 
 
 
 
 

, 

   

4 2 0 3 1

0 3 1 4 2

1 4 2 0 3

2 0 3 1 4

3 1 4 2 0

 
 
 
 
 
 
 
 

   и    

0 4 3 2 1

1 0 4 3 2

2 1 0 4 3

3 2 1 0 4

4 3 2 1 0

 
 
 
 
 
 
 
 

.  

 

 

 

4. БЛОК ДИЗАЈНИ   
 

4.1. Дефиниција. Блок-дизајн е фамилија од b  подмножества на множе-

ството 1 2{ , ,..., }nS x x x  таква што да за секои k  и   важи:  
 

а) секое подмножество има k елементи, 
 

б) секој пар елементи од S  се појавува во точно   подмножества. 
 

Подмножествата од множеството S  ги нарекуваме блокови. Блоковите ќе ги озна-

чуваме со 1 2, ,..., bB B B . Матрицата на инциденција на блок-дизајнот b v   ма-

трицата [ ]ijA a  со елементи од множеството {0,1} , чии редици соодвествуваат 

на блоковите, а колоните на елементите на множеството S , при што 1ija   ако и 

само ако елементот jx  припаѓа на блокот iB . Притоа, најчесто матрицата ќе ја 

запишуваме испишувајќи ги нејзините елементи во облик на таблица, без вооби-

чаените загради. 

 

Од условите а) и б) следува точноста на следнава теорема. 

 

4.2. Теорема. Во блок-дизајнот секој лемент се појавува во точно r  бло-

кови, каде 
 

( 1) ( 1)r k v    и bk vr .    

 (1) 
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Доказ. Нека a  е произволен елемент од S  и да претпоставиме дека тој се 

појавува во r блокови. Секој од овие r  блокови содржи 1k   елементи различни 

од a , па затоа бројот на парови елементи на блок-дизајнот кој го содржат a  е 

еднаков на ( 1)r k  . Меѓутоа, постојат 1v   елементи со кои a  може да биде во 

пар и секој пар се појавува   пати. Според тоа, ( 1) ( 1)r k v   . Но, ,k v  и   се 

дадени броеви, па од последното равенство следува дека за секој елемент од S  

бројот r  мора да е ист. 
 

За најдената вредност r , секој елемент се појавува r  пати во блоковите, 

па затоа вкупниот број на појавувања на сите елементи е еднаков на vr . Но, секој 

од блоковите содржи k  елементи и како имаме b  блокови, добиваме дека бројот 

на појавувања на сите елементи е еднаков на bk . Значи, bk vr .  

  

4.3. Забелешка. Имајќи ги предвид петте параметри кои ги каракте-

ризираат блок-дизајните, често пати за блок-дизајн го користиме терминот 

( , , , , )b v r k   конфигурација. 

 

4.4. Пример. Нека {1,2,3,4,5,6,7,8,9}S  . Следниве 12 множества форми-

раат (12,9,4,3,1)конфигурација на S : 
 

{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{1,4,7},{2,5,8},{3,6,9},  

{1,5,9},{2,6,7},{3,4,8},{1,6,8},{2,4,9},{3,5,7} .  

 

4.5. Пример. Нека {1,2,3,4,5,6,7}S  . Да ги разгледаме следниве блоко-

ви на множеството S : 
 

{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5,7},{5,6,1},{6,7,2},{7,1,3}  
 

Овде важи 7, 3b v k   . Со испитување на сите парови лементи лесно се добива 

дека 1   и дека овие блокови формираат (7,7,3,3,1) конфигурација со матри-

цата на инциденција 
 

1 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

0 0 1 1 0 1 0

0 0 0 1 1 0 1

1 0 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 1 1

1 0 1 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.  

 

4.6. Блок-дизајнот од претходниот пример има едно својство кое го немаат 

сите блок-дизајни. Имено, во случјот бројот на елементите е еднаков на бројот на 

блоковите, па затоа матрицата на инциденција е квадратна матрица. Ваквите дизај-

ни ги нарекуваат квадратни или симетрични дизајни (што не значи дека матрицата 

на инциденција е симетрична). Притоа, за симетричната ( , , , , )b v r k    конфигура-

ција едноставно ќе велиме дека е ( , , )v k   конфигурација. 
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Како што видовме, петте параметри на ( , , , , )b v r k   конфигурацијата ги 

задоволуваат ограничувањата (1), т.е. тие не се независни. Меѓутоа, ако параме-

трите ги задоволуваат условите (1), тоа не значи дека постои соодветна конфи-

гурација. Имено, не постои (44,43,7,7,1)  конфигурација иако параметрите ги 

задоволуваат условите (1). 

 

4.7. Теорема. Нека A  е матрицата на инциденција на конфигурацијата 

( , , , , )b v r k  , а TA  е нејзината транспонирана матрица. Тогаш 
 

( )TC AA r E I         (2) 
 

каде E  е единствената матрица од ред v , а I  е  v v матрица чии елементи се 

еднакви на 1. 
 

Доказ. Елементите во пресекот на i  та редица и j  та колона на ма-

трицата TA  е 
'
ij jia a . Елементот во пресекот на i  та редица и j  та колона на 

матрицата C  е  
 

'

1 1

v v

ij ih hj hi hj
h h

c a a a a
 

    

 

за i j  добиваме  
 

2

1 1

v v

ii hi hi
h h

c a a
 

    

 

бидејќи 0ija   или 1 , па 
2
ij ija a . Меѓутоа, 1hia   ако и само ако i  от елемент 

на множеството ( )iS x е во h  от блок, а во спротивно 0hia  . Според тоа, 

1

v

ii hi
h

c a


   е еднаков на бројот на блоковите кои содржат ix , т.е. 
1

v

hi
h

a r


 . 

  

Ако i j , тогаш 
1

v

ij hi hj
h

c a a


  .Меѓутоа, 1hi hja a   ако и само ако 

1hi hja a  , т.е. ако и само ако h  от блок ги содржи и ix  и jx . Ако искористи-

ме дека постојат   такви вредности h  добиваме дека ijc  , т.е. 
 

. . .

. . .
( )

. . . . . . .

. . .

T

r

r
C A A r E I

r

  

  
 

  

 
 
     
 
 
 

.  

 

4.8. Теорема. За секоја ( , , , , )b v r k   конфигурација важи b v . 
 

Доказ. Нека претпоставиме дека за некоја конфигурација ( , , , , )b v r k   ва-

жи b v . Матрицата на инциденција A  тогаш има помалку редици од колони, па 
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со додавање на v b  редици на матрицата A  добиваме квадратна матрица 1A  од 

ред v . Според претходната теорема, и за матрицата 1A  важи 
 

1 1 ( )TA A r E I    . 
 

Бидејќи матрицата 1A  има барем една нулта редица, нејзината детерминанта е 

еднаква на нула, па затоа 
 

1 1 1 1det( ) det det 0T TA A A A  .   (3) 
 

Меѓутоа, ако ја одземеме првата редица на матрицата 1 1
TC A A  од сите редици, а 

потоа додавајќи го на првата колона збирот на останатите колони добиваме 
 

1 1

( 1) . . .

0 0 . . . 0

0 0 . . . 0

. . . . . . .

0 0 0 . . .

T

r v

r

A A r

r

   







  
 


 
  
 
 
  

 

 

од каде добиваме  
 

1 1
1 1det( ) [ ( 1)]( ) ( )T v vA A r v r rk r         . 

 

Понатаму, од (1) следува r   па затоа 1 1det( ) 0TA A   што противречи на (3). Од 

добиената противречност следува b v .  

 

 

 

5. МАТРИЦИ НА АДАМАР  
 

5.1. Дефиниција. Матрицата на Адамар од ред n n  ја нарекуваме 

матрица H со елементи од множеството { 1,1} , за која важи 
 

THH nE  
 

каде E  е единечната матрица од ред n . 

  

5.2. Коментар. Од претходната дефиниција следува дека скаларниот про-

извод на две различни редици на матрицата H  е еднаков на O , т.е. секои две раз-

лични редици се заемно ортогонални. Понатаму, производот на секој редица со 

самата себе е n . Бидејќи 
1 1 T

n
H H  , добиваме дека TH H nE , т.е. и колоните 

на H  го имаат наведеното својство. 

 

Лесно се покажува дека со множење на произволна редица или колона на 

H  со 1  се добива нова матрица на Адамар. На овој начин може да се постигне 

сите елементи во првата редица и првата колона да бидат еднакви на 1 .  За вак-

вата матрица на Адамар ќе велиме дека е нормализирана. Подолу се дадени нор-

мализирани матрици на Адамар од ред 1,2,4  и 8 . 
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1         
1 1

1 1
           

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 

 

 

          

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

   

   

   

   

   

   

   

 

 

Шема 1 

  

5.3. Теорема. Ако постои матрица на Адамар од ред n , тогаш 1, 2n n   

или 4n m  за некој природен број m . Притоа, за 2n   во секоја редица, освен во 

првата, на нормализираната матрица на Адамар има ист број елементи 1  и 1 . 
 

Доказ. Матриците на Адамар од ред 1 и 2 се дадени во шема 1. Нека 

претпоставиме дека за 2n   постои нормализирана матрица на Адамар од n ти 

ред. Во првата редица сите елементи се еднакви на 1, па затоа во втората редица 

мора да има 
2
n  елементи 1 и исто толку елементи -1. Понатаму колоните може да 

ги пермутираме така да на првите 
2
n  места на втората редица имаме 1. Сега да ја 

разгледаме третата редица. Нека меѓу првите 
2
n  елементи на оваа редица има a  

единици, а меѓу останатите 
2
n  елементи има b  единици. Бидејќи првата и третата 

редица се ортогонални добиваме  
 

a b n      (1) 
 

Понатаму, бидејќи втората и третата редица се ортогонални добиваме  
 

2 2
( ) ( ) 0n na a b b      , 

 

т.е. 

                 0a b      (2) 
 

Од (1) и (2) следува 
2
na b  , т.е. 2( ) 4n a b a   .  

 

5.4. Забелешка. Постои хипотеза дека за секој број n  делив со 4 постои 

матрица на Адамар од ред n , која не е докажана. Меѓутоа, од секоја матрица на 

Адамар, може да се добие нова матрица на Адамар со двапати поголем ред. 

  

 5.5. Теорема. Ако постои матрица на Адамар од ред n , тогаш постои и 

матрица на Адамар од ред 2n . 
 

Доказ. За матрицата на Адамар H  од ред n ја дефинираме матрицата  
 

H H
K

H H

 
  

 
. 

 

Ќе покажеме дека K  е матрица на Адамар. 
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Бидејќи сите елементи на матрицата K  се еднакви на 1 или -1, останува 

да докажеме дека 2TKK nE . Навистина, секоја редица на матрицата K  (освен 

првата) содржи по n  елементи 1 и 1 . Значи, со множење добиваме дека сите ди-

јагонални елементи на матрицата TKK  се еднакви на 2n . Конечно, од ортогонал-

носта на редовите на матрицата H  следува ортогоналноста на матрицата K .  

  

5.6. Забелешка. Матриците на шемата 1 се добиени последователно една 

од друга со конструкција од претходната теорема. 
 

Да забележиме дека матрицата од ред 2n  која поаѓајќи од тривијалната 

матрица од ред 1, се добива со конструкцијата од теоремата 5.5 ја нарекуваме 

матрица на Силвестер. 
  

Понатаму, секоја матрица на Адамер ни дава еден симетричен блок-ди-

зајн, што е последица од следново тврдење. 

 

5.7. Теорема. Ако постои матрица на Адамар од ред 4 8n m  , тогаш 

постои и (4 1,2 1, 1)m m m    конфигурација. 
 

Доказ. Нека A  е нормализирана матрица на Адамар од 4 8n m  . Да ја 

отстраниме првата редица и првата колона на матрицата A , а во преостанатиот 

дел секаде да го замениме -1 со 0. Добиената матрица B  од ред 4 1m  во секоја 

редица има 2 1m  единици и 2m  нули, а за секои две различни редици постојат 

точно 1m  колони во кои двете редици имаат единици. Според тоа, 
 

( 1)TBB mE m I   , 
 

од каде следува теоремата.  

 

5.8. Пример. На опишаниот начин во доказот на претходната теорема од 

матрицата на Адамар од ред 8 (шема 1), ја добиваме (7,3,1) конфигурацијата со 

следнава матрица на инциденција 
 

0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0 0 1

1 1 1 0 0 0 0

0 1 0 0 1 0 1

1 0 0 0 0 1 1

0 0 1 0 1 1 0

 .  

 

 

 

6. ОСНОВНИ ПОИМИ ОД ТЕОРИЈАТА НА КОДИРАЊЕ  
 

6.1. При обработување на податоците, било да станува збор за нивно пре-

несување, чување или складирање, ние ги преставуваме (кодираме) со зборови од 
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некоја азбука - кодни зборови. Обично, без ограничување на општоста, може да се 

земе дека и оригиналните зборови се од некоја азбука (може и иста). На цртеж 1 е 

прикажана шема на систем кај кое ваквото преставување на објектите е неоп-

ходно. 

 

 

 

 

 

 

Уредот за кодирање (кодер) оригиналните зборови ги трансформира во 

нови зборови (со поголема или еднаква должина), т.е. генерира кодни зборови. 

Уредот за декодирање има задача на корисникот да му проследи податоци кои 

колку што е можно помалку треба да се разликуваат од изворните податоци. 

Всушност, пожелно е податоците до корисникот да стигнат непроменети. Меѓу-

тоа, заради несовршеноста на медиумот за пренос, можно е под влијание на шу-

мовите, зборот кој доаѓа на влезот на декодерот да се разликува од зборот на 

влезот на кодерот. 

 

Основниот проблем на теоријата на кодирање е во тоа да се овозможи, со 

голема доза на сигурност, препознавање на оригиналниот објект (претставен во 

кодни зборови), па и во случај кога примениот збор на влезот во декодерот не е 

едентичен со зборот на излезот од кодерот. 

 

Во зависност од намената на системот, постојат два вида барања за функ-

ционирање на декодерот: 
 

i) да ја открие грешката, т.е. да констатира дека примениот збор не е ко-

ден збор и информацијата да ја пренесе до корисникот, 
 

ii) во случај кога постои грешка истата да је открие и да се обиде да ја ко-

регира, а потоа да изврши декодирање како воопшто да не постоела грешка. 

 

6.2. Нека 1 2{ , ,... }qA a a a  е азбука. Во практиката најчесто 2q  , а како 

азбука го користиме множеството {0,1}B  , (бинарен код). Меѓутоа, за 2q  , 

постои можност за потребите на теоријата на кодирање да се искористат некои 

добро изучени математички теории. За таканаречените линеарни кодови се кори-

сти добро развиениот апарат на теоријата на конечните полиња, при што kq p , 

p  е прост број. Ние ќе се ограничиме на разгледување на оние кодови кај кои се 

користат комбинаторни објекти (латински квадрати, матрици на Адамар и слич-

но). Во множеството од сите зборови над азбуката A  се зема едно подмножество 

чии елементи се кодни зборови. Множеството од сите кодни зборови се нарекува 

код. Притоа ќе се ограничиме на таканаречените блокни кодови. 

 

Кодот чии зборови се со иста должина го нарекуваме блоковски код. 
 

Ако е A  азбука и 
nC A , тогаш C  е код над азбуката A . Ако | |A q , 

тогаш C е q  нарен код. 
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Често пати, за кодните зборови говориме како за вектори. Притоа за i  та 

буква ia  на кодниот збор (вектор) 1 2 3... na a a a a  велиме дека е  i  та координата. 

 

За два n збора (вектори) 1 2 3... nx x x x x  и 1 2 3 ... ny y y y y  над азбуката A  

дефинираме Хемингово растојание меѓу нив, во ознака ( , )d x y , како број на коорди-

натите во кои зборовите се разликуваат. Ако во прашање е азбука со две букви 

{0,1}B  , тогаш Хеминговото растојание може да се изрази во видот  
 

1

( , ) | |
n

i i
i

d x y x y


  . 

 

Понатаму, дефинираме кодно растојание ( )d C  на кодот C  со:  
 

,
( ) min ( , )

x y C
x y

d c d x y



 , 

 

 т.е. како минимално растојание меѓу различните кодни зборови на кодот C . 

 

За бинарните кодови, тежината ( )a  на кодниот збор a  е бројот на еди-

ниците во тој збор 
1

( )
n

i
i

a a


  . 

 

За кодот ќе велиме дека е еквидистантен ако растојанието меѓу било кои два 

кодни зборови е еднакво. Понатаму, за кодот ќе велиме дека е урамнотежен ако сите 

кодни зборови имаат иста тежина. Ако со n
kB  го означиме множеството од сите зборови 

од nB  кои имаат тежина k , тогаш сите зборови од урамнотежениот код припаѓаат на 

множеството n
kB , за некој {0,1,2,..., }k n . За бројот k  велиме дека е тежина на овој 

урамнотежен код. 

 

За кодот велиме дека е ( , , )n M d  код ако се состои од M  зборови со дол-

жина n  и има кодно растојание d . Ако сакаме само да истакнеме дека кодот има n  

зборови и кодно растојание d , тогаш велиме дека тоа е ( , )n d  код. 

 

Множеството од сите n зборови над q  азбука A  во кое е дефинирано 

Хемингово растојание е метрички простор ( , )nA d . Тоа значи дека се исполнети след-

ниве услови за произволни зборови , , nx y z A : 
 

1) ( , ) 0d x y   ако и само ако x y  
 

2) ( , ) ( , )d x y d y x  
 

3) ( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y   
 

Во произволен метрички простор ( , )X d  сфера ( , )S c r  со центар c  и радиус r  е 

множеството 
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( , ) { | ( , ) }S c r x d c x r  , 
 

а затворена топка ( , )L c r  со центар c  и радиус r  е множеството 
 

( , ) { | ( , ) }L c r x d c x r  . 

 

6.3. Идејата на декодирање се базира на користење метрика. При изборот 

на кодот, т.е. множеството на кодни зборови nA  се стремиме кодното растојание, 

за дадена големина на кодниот број, да биде колку што е можно поголемо. При-

тоа, под претпоставка дека медиумот не е во целост несовршен, мала е веројат-

носта за голем број грешки и затоа при декодирањето примениот збор се изедна-

чува со најблискиот коден збор. Ова е таканаречениот принцип на максимална 

веројатност на исправање на грешките. Јасно, кодовите со поголемо кодно ра-

стојание имаат поголема можност за корегирање на грешките. 

 

Притоа е пожелно да се избегнат “конфликитите”, т.е. ниту еден збор да 

не е на еднакво растојание од кодните зборови. “Геометриската” смисла на прет-

ходното множество е следнава: кодните зборови ги набљудуваме како центри на 

дисјунктни затворени топки со еднакви и најголеми можни радиуси. Затоа сите 

зборови на една топка при декодирањето се идентификуваат со центри на топката. 

 

6.4. Теорема. Сферата со радиус r  во множеството ,| |nA A q  содржи 

( 1) ( )r n
rq   зборови. 
 

Доказ. Бројот на зборови во nA  на растојание r  од даден збор 

1 2 3... nc c c c c  е еднаков на ( )( 1)n r
r q  . Имено, на ( )n

r начини може да се изберат r  

букви во зборот c , а за секоја буква постоја 1q   можности да се замени со друга 

буква.  
 

6.5. Теорема. Топка со радиус  r  во множеството ,| |nA A q  содржи 
 

2
1 21 ( 1)( ) ( 1) ( ) ...( 1) ( )n n r n

rq q q       
 

зборови. 
 

Доказ. Според теорема 6.4, бројот на зборовите во nA  на растојание k  од 

дадн збор 1 2... nc c c c  е еднаков на ( )( 1)n k
k q  . Бидејќи ( , )L c r е унија од дис-

јунктни сфери ( , ), 0,1,2,...,S c k k r  со сумирање по k  го добиваме тврдењето.  

 

6.6. Теорема (граница на Хеминг). Ако постои код ,| | ,nC A A q   

| |c M  кој исправа t  грешки, тогаш важи 
 

2
1 2[1 ( 1)( ) ( 1) ( ) ... ( 1) ( )]n n t n n

tM q q q q        . 
 

Доказ. Ако кодот C  исправа t  грешки, тоа значи дека сите M  топки со 

радиус t  со центри во кодните зборови се дисјунктни. Според теорема 6.5 во 

секоја од овие топки има  
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2
1 21 ( 1)( ) ( 1) ( ) ... ( 1) ( )n n t n

tq q q        
 

зборови. Сега тврдењето следува од фактот што множеството nA  содржи вкупно 
nq  зборови.  

 

6.7. За еден код ќе велиме дека открива најмногу k  грешки ако за било 

кој коден збор, при појавување на најмногу k грешки, кодот може да открие дека 

постои барем една грешка. Ќе велиме дека кодот корегира најмногу k грешки ако 

за било кој коден збор, при појавување најмногу k  грешки, може да ги корегира 

сите грешки. 

 

6.8. Теорема. Код со кодно растојание d  може да открие најмногу 1d   

грешка. 
 

Доказ. Јасно, овој код не може да открие d  грешки. Имено, ако кодот мо-

же да открие d  грешки, тогаш имаме промена на d  букви на зборот x  и се доби-

ва коден збор y , таков да ( , )d x y d .  

 

6.9. Теорема. Код со кодно растојание 2 1d l   може да корегира нај-

многу l  грешки. 
  

Доказ. Да претпоставиме дека при преносот на кодниот збор x се поја-

вила барем една грешка е дека како резултат се добил збор 'x . Ако ( , ')d x x l , 

тогаш ( , ')d y x l  за било кој збор y x . Навистина, во спортивно добиваме  
 

( , ) ( , ') ( , ') 2d x y d x x d y x l    
 

што е протвиречност. Според тоа, ако се пренесени најмногу l  погрешни букви 

на зборот  x , добиениот збор 'x  може да се исправи и се добива зборот x . Од 

друга страна, за кодните зборови x  и y  такви што ( , ) 2 1d x y l  , постои збор z  

за кој важи  
 

( , ) 1d x z l   и ( , )d y z l . 
 

Јасно, ако при преносот на зборот x , заради 1l   грешка се добие зборот  z , 

тогаш тој не може да се корегира.  

 

 

 

7. ГРАНИЦА НА ПЛОТКИН  
 

7.1. Во овој дел ќе ги разгледаме само бинарните кодови. 
 

Обично претпоставуваме дека не постои координатна позиција во која 

сите кодни зборови на ( , , )n M d  кодот имаат иста буква (во спротивно тоа ќе 

биде ( 1, , )n M d  код). Бидејќи растојанието меѓу кодните зборови не се менува 

ако во сите зборови на иста позиција се направи замена на буквите (0 со 1 или 1 со 

0), секогаш можеме да претпоставиме, ако тоа е потребно, дека кодот содржи збор 
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чии букви се сите нула (нулти вектор). За два ( , , )n M d  кода C  и D  ќе велиме 

дека се еквивалентни ако едниот од другиот може да се добие со пермутација на 

буквите од азбуката и претходно споменатата замена на буквите. 

 

7.2. Теорема. За произволен ( , , )n M d  код C , таков што 2n d важи не-

равенството 
 

2
2 d

d n
M


 
 

.     (1) 
 

Доказ. Да го разгледаме збирот ( , )
x C y C

d x y
 

  . Бидејќи ( , )d x y d , за 

x y , овој збир не е помал од ( 1)M M d . Од друга страна, нека A  е M n  ма-

трица, чии редици се кодните зборови на кодот C . Нека i  та колона на матри-

цата A  содржи im  нули и iM m  единици. Во разгледуваниот збир оваа колона 

има збир 2 ( )i im M m , па затоа  
 

1

( , ) 2 ( )
n

i i
x C y C i

d x y m M m
  

    .   (2) 

 

Бидејќи 
2

4
( ) M

i im M m  , за парен број M  изразот (2) достигнува максимална 

вредност кога 1 2 2
... M

nm m m    , па затоа разгледуваниот збир не е поголем 

од 
2

2
nM . Според тоа, 

2

2
( 1) nMM M d  , т.е.  

 

2
2

d
d n

M


 .    (3) 
 

Конечно бидејќи M  е парен број, добиваме 
2

2 d
d n

M


 
 

. 
 

Ако M  е непарен број, разгледуваниот збир не е поголем од 
2( 1)

2

n M 
 па 

наместо (3) добиваме 2
2 2

1n d
d n d n

M
 

   . Оттрука и од неравенството 

[2 ] 2[ ] 1x x   следува 
 

2
2 2 2

1 2 1 1 2d d d
d n d n d n

M
  

          
     

.  

 

7.3. Пример.  За кодот (11,12,6)  се достигнува границата (1), т.е. важи 

2
2 d

d n
M


 
 

:  
 

00000000000 11011100010 01101110001 10110111000 01011011100 00101101110  
 

00010110111 10001011011 11000101101 11100010110 01110001011 10111000101 .  

 

7.4. Теорема. Со ( , )M n d  да го означиме најголемиот број M  за кој по-

стои ( , , )n M d  код. Тогаш  
 

( ,2 1) ( 1,2 )M n r M n r   . 
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Доказ. Нека C  е ( , ,2 1)n M r   код. До го прошириме до код со должина 

1n , на тој начин што секој коден збор ќе му допишеме уште една буква, и тоа 

буквата 0 ако зборот е со парна должина, а 1 во спротивен случај. Кодот добиен на 

овој начин има зборови само зборови со парна тежина, па затоа растојанието меѓу 

било кои два кодни збора е парен број. Бидејќи при проширувањето на кодот рас-

тојанието меѓу било кои два збора не се намали, добиен е еден ( 1,2 )n r  код. 

Значи,  
 

( ,2 1) ( 1,2 )M n r M n r   . 
 

Обратно, ако е даден ( 1, ,2 )n M r  код, со изоставување на последната 

буква во сите зборови, добиваме ( , , )n M d  код, каде 2 1d r  , па затоа  
 

( ,2 1) ( 1,2 )M n r M n r   .  

 

7.5. Забелешка. Од претходната теорема непосредно следува дека до-

волно е да се определи ( , )M n d , за парни вредности на d . 

 

7.6. Теорема. ( , ) 2 ( 1, )M n d M n d  . 
 

Доказ. Нека е даден ( , , )n M d  код. Да ги поделиме кодните зборови на 

две класи: зборови кои почнуваат со буквата 0 и зборови кои почнуваат на буква-

та 1.  Барен една од овие класи содржи најмалку половина од вкупниот број кодни 

зборови. Со остранување на првата буква од кодните зборови на оваа класа, 

добиваме код со должина 1n , со кодно растојание барем еден d . Според тоа,  
 

( , )

2
( 1, )

M n d
M n d  .  

 

7.7. Теорема (граница на Плоткин). Ако d  е непарен број и 2d n , то-

гаш 
 

2
( , ) 2 d

d n
M n d


 
 

    (4) 
 

(2 1, ) 2M d d d      (5) 
 

(2 , ) 4M d d d      (6) 
 

Ако d  е непарен број и 2 1d n  , тогаш 
 

1
2 1

( , ) 2 d
d n

M n d 
 

 
 

    (7) 
 

(2 1, ) 4 4M d d d       (8) 
  

Доказ. Неравенството (4) следува непосредно од теоремата 7.2, додека (5) 

е специјален случај на (4). Од (5) и теоремата 7.6 имаме  
 

(2 , ) 2 (2 1, ) 4M d d M d d d   , 
 

т.е. важи (6). 
 

Ако d  е непарен број, тогаш од теорема 7.4 добиваме 
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1
2 1

( , ) ( 1, 1 2 d
d n

M n d M n d 
 

     
 

. 
 

Нека е 2 1n d  , 2 1d r  . Тогаш од (6) и теорема 7.4 имаме 
 

(2 1, ) (2 2, 1) (4 ,2 ) 8 4 4M d d M d d M r r r d         
 

со што е докажана релацијата (8).  

 

 

 

8. КОДОВИ НА АДАМАР  
 

8.1. Нека nH  е нормализирана матрица на Адамар од ред n . Ако во таа 

матрица секоја единица ја замениме со 0, а сите елементи ги помножиме со -1, 

добиваме бинарна матрица nA . Бидејќи сите редици на матрицата nH  се ортого-

нални, секои две редици на матрицата nA  се совпаѓаат  на 
2
n  места и се разли-

куваат на 
2
n  места. Значи, Хеминговото растојание меѓу нив е еднакво на 

2
n . 

 

Од матрицата nA  се добиваат следните кодови на Адамар: 
 

  (c1) 
2

( 1, , )nn n  код nA , кој се состои од редиците на матрицата која 

се добива од матрицата nA  со остранување на првата колона (во таа колона има 

само нули). 
 

(c2) 
2

( 1,2 , 1)nn n   код nB , кој се состои од сите зборови на кодот 

A  и нивните комплементи. 
 

(c3) 
2

( ,2 , )nn n  код nC , кој се состои од редовите на матрицата nA  и 

нивните комплементи 
 

(c4) Ако од кодните зборови на кодот nA  кои почнуваат со нула, ја 

останиме почетната нула, добиените кодни зборови формираат 
2 2

( 2, , )n nn  код 

'
nA . 

  

Кодот nA  е урамнотежен, бидејќи растојанието меѓу секои негови збо-

рови е еднакво на 
2
n . 

 

 8.2. Пример. Кодот 8A  е добиен на опишаниот начин (c1), од матрицата 

на Адамар од ред 8: 
 

0000000 1010101 0110011 1100110

0001111 1011010 0111100 1101001
 

 

Обиди се да ги составишкодовите 8B , 8C  и '
8A .   
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9. ТЕОРЕМА НА ЛЕВЕНШТАЈН  
 

9.1. Во овој дел ќе ја докажеме теоремата на Левенштајн која овозможува 

да се контруираат кодови кај кои се достигнува границата на Плоткин. 

  

Претходно ќе дадеме уште една конструкција со помош на која од два да-

дени кодови конструираме нов код. 

 

 (c5) Дадени се 1 1 1( , , )n M d  код 1C  и 2 2 2( , , )n M d  код 2C . Последо-

вателно ѓе залепиме a  копии на кодот 1C , а потоа b  копии на кодот 2C . На цр-

тежот долу е преставен случајот 3, 4a b  .  

 

 

 

 

 

 

 

Ако 1 2M M  ги отфрламе последните 2 1M M  редици на кодот 2C , а ако 

1 2M M  ги отфрламе последните 1 2M M  редици на кодот 1C . На тој начин до-

биваме ( , , )n M d  код C , каде 1 2n an bn  , 1 2min{ , }M M M  и 1 2d ad bd  , 

кој го означуваме со 1 2aC bC . 

 

9.2. Лема. Нека 2d n d  , 
2

d
d n

k


 
 

 и  
 

(2 1 ( 1)a d k n k    ; (2 1)b kn d k   .    (1) 
 

Тогаш a  и b  се ненегативни цели броеви и  
 

(2 1) (2 1)n k a k b    ; ( 1)d ka k b   .    (2) 
 

Доказ. Бидејќи  
 

2 2
1d n d

d n d n
k 

 
    

 

добиваме  
 

(2 )d n k n d   , 
 

т.е.  
 

(2 1) ( 1)d k n k   , 
 

па затоа  
 

(2 1) ( 1) 0a d k n k     . 
  

 

Слично, од  
 

2
d

d n
k


  

 

следува  
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2kn dk d  , 
 

па е  
 

(2 1) 0b kn d k    . 
 

Равенството (2) се докажува со непосредна проверка.  

 

9.3. Теорема (Левенштајн). Ако постојат соодветни матрици на Адамар, 

тогаш за границата на Плоткин важи равенството. Со други зборови, ако a  е 

парен број, тогаш  
 

2
( , ) 2 d

d n
M n d


 
 

, ако 2d n d  ,    (3) 
 

(2 , ) 4M d d d  ,      (4) 
 

а ако d  е непарен број, тогаш 
 

1
2

( , ) 2[ ]d
d n

M n d 


 , ако 2 1d n d   .    (5) 
 

(2 1, ) 4 4M d d d   .      (6) 
 

Доказ. Од теоремата 7.2 и равенствата (3) и (4) непосредно следуваат 

равенствата (5) и (6), па можеме да претпоставиме дека d  е парен број. Кодот на 

Адамар 2dC  е (2 ,4 , )d d d  код од каде што следува (4). 
  

За да го докажеме (3), треба да конструираме ( , , )n M d  код каде  

2
d

d n
M


 
 

, 

за произволен n  и парен d , такви да важи 2d n d  . 
  

Ако n  е парен број, тогаш броевите a  и b  определени со (1) се парни. 

Ако n  е непарен, а k  е парен, тогаш b  е парен. Ако n  и k  се непарни, тогаш a  е 

парен. 
  

Да го разгледаме кодот C , каде 
 

' '
4 4 42 2

a b
k kC A A   , ако n  е парен 

 

'
2 4 42

b
k kC aA A   , ако n  е непарен, а k  е парен 

 

'
4 2 22

a
k kC A bA   , ако n  и k  се непарни. 

 

Лесно се гледа дека кодот C  во секој случај има должина n , минимално расто-

јание d  и содржи 
2

2 d
d n

k


 
 

 кодни зборови. Значи важи (3).  

  

9.4. Забелешка. Лесно се гледа дека за доказот на (4) ни е потребна ма-

трица на Адамар од ред 2d , а за доказот на (3) доволни се матриците на Адамар 

од ред 2k (ако k  е парен), 2 2k  (ако k  е непарен), 4k  и 4 4k  . 

  

9.5. Пример. Со методот опишан во теоремата на Левенштајн ќе кон-

струираме еден (27,6,16) код. Во овој случај важи 3, 4, 1;k a b n    и k  се не-
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парни, па кодот се добива со слепување на две копии на кодот '
12A  и со една ко-

пија на кодот 8A . 
 

12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

H

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

 1 1 1 1 1 1 1 1 1    

 

 

Кодовите 8A  и '
12A  се добиваат од матриците на Адамар  8H  и 12H .  

 

 

 

10. ЛАТИНСКИ КВАДРАТИ И КОДОВИ  
 

10.1. Во оваа точка ќе укажеме на примена на латинските квадрати во тео-

ријата на кодирање. 

  

Теорема. Ако постои множеството од квадрати од ред n , при што секои 

два се ортогонални, тогаш постои 2( 2, , 1)k n k   код над n азбука. 
 

Доказ. Нека
1 2

1 2[ ], [ ],..., [ ]k
ij ij k ijL a L a L a    се латински квадрати над аз-

буката {0,1,2,..., 1}nN n  , таква што се по парови ортогонални. За секој од 2n  

различни подредени парови ij  формираме ( 2)k    збор 
1 2... k
ij ij ijija a a . На овој 

начин добиваме множество C  од 2n  зборови со должина 2k   над азбуката 

{0,1,2,..., 1}nN n  . Ќе докажеме дека растојанието меѓу било кои два збора од 

C  е поголемо или еднакво на 1k  . 
  

Да разгледаме два произволни збора од C : 
 

1 1 1 1 1 1

1 2
1 1 ... k

i j i j i j
i j a a a  и 

2 2 2 2 2 2

1 2
2 2 ... k

i j i j i j
i j a a a . 

 

Ако 1 2 1 2,i i j j  , тогаш 
1 1 2 2

s s
i j i j

a a , за 1 s k  , бидејќи во секој латински квад-

рат елементите од иста редица се различни. Значи растојанието меѓу зборовите е 

1k  . 
  



 210 

Слично докажуваме и во случај кога 1 2 1 2,i i j j  . 
 

Нека 1 2 1 2,i i j j  . Ако за некои r  и t , 1 r t k    важи 
 

1 1 2 2

r r
i j i j

a a  и 
1 1 2 2

t t
i j i j

a a , 

т.е.  

1 1 2 2 2 2 2 2
( , ) ( , )r t r t

i j i j i j i j
a a a a , 

 

добиваме противречност со ортогоналноста на квадратите rL  и tL . Значи, во 

секој случај разгледуваните зборови се поклопуваат најмногу во една позиција.  

 

10.2. Пример. Тргнувајќи од ПСОЛК(5) даден во пример 3.8 го добиваме 

следниов (6,25,5) код: 
 

002340 013024 024203 030432 041111

103401 114130 120314 131043 14222

204012 214130 221420 232104 243333

300123 311302 322031 333210 344444

401234 412413 423142 434321 440000

.  

 

 

 

11. СОВРШЕНИ КОДОВИ  
 

11.1. Кодот 
nC A  со кодно растојание 2 1l   е совршен ако множество-

то топки со радиус r  со центри во кодните зборови е разбивање на множеството 
nA . Од теоремата 6.5 непосредно го добиваме следното тврдење. 

  

Последица. Ако C  е совршен ( , ,2 1)n M l   код над азбуката q  тогаш 
 

0

( 1) ( )

n

l
i n

i
i

q

q

M









.  

 

11.2. Пример. Тргнувајќи од парот латински квадрати  
 
 

0 1 2

1 2 0

2 0 1

   и   

0 1 2

2 0 1

1 2 0

 

 

 

ги добиваме (4,9,3) кодот над азбуката {0,1,2}  
 
 

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

  

0 1 1 1

1 1 2 0

2 1 0 2

  

0 2 2 2

1 2 0 1

2 2 1 0
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Деветте топки со центри во кодните зборови се меѓусебно дисјунктни и секоја, 

согласно теоремата 6.5, содржи 9 зборови. Затоа, со овие топки се покриени сите 

81 зборови од 4{0,1,2} ., па кодот е совршен. Јасно, кодот открива две, а корегира 

една грешка.  
 
 

 

ЗАДАЧИ  
 

1. Докажи дека не постои латински квадрат ортогонален на латинскиот квадрат 
 

1 2 3 0

2 3 0 1

3 0 1 2

0 1 2 3

 

 

2. Пробните пилоти Александар, Бошко, Владо, Гане и Данило (накратко А,Б, 

В,Г и Д) во текот во текот на пет денови испитувале пет типови авиони: 

, , ,A B C D  и E . Секој пилот летал секој ден на авион од друг тип, така што во 

текот на петте денови ги испробал сите пет типови авиони. Првиот ден Гане 

летал на авионот A , вториот ден Владо летал на авионот B , третиот ден Вла-

до летал на авионот C , а Данило на авионот B  и четвртиот ден Александар 

летал на авионот A , а Гане на авионот D . 

a) На кој авион летал Александар првиот ден? 

b) Кој пилот управувал соо авионот D  вториот ден? 
 

3. На колку начини латинскиот 2 5  правоаголник 
 

1 2 3 4 5

2 3 4 5 1
 

 

може да се прошири за еден ред? 
 

4. На колку начини латинскиот ( 1)n n   правоаголник може да се прошири до 

латински квадрат? 
 

5. Докажи дека се изотопни латинските квадрати 
 

0 1 2

1 2 0

2 0 1

 и  

0 2 1

2 1 0

1 0 2

. 

 

6. Нека со цртеж 2 е дадена таблица 5 5  при што во некои полиња се изпишани 

броеви од множеството {1,2,3,4,5} , така да во секоја редица и секоја колона 

запишаните броеви се различни  
 

     

2 1    

   3 4 

    3 

1     

цртеж 2 
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На колку начини оваа таблица може да се дополни до латински квадрат. 
 

7. Докажи дека таблицата од цртеж 3 не може да се пополни до латински квад-

рат со елементите {1,2,3,4,5} . Но, ако во долниот десен агол се избрише еле-

ментот 3 се добива таблица која еднозначно може да се дополни до латински 

квадрат  
 

 

     

 4   1 

2  3   

  2   

 1   3 

цртеж 3 
 

8. а) Докажи дека се изотопни латинските квадрати 
 

1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

3 4 5 1 2

4 5 1 2 3

5 1 2 3 4

     и 

3 1 4 5 2

1 2 3 4 5

4 3 5 2 1

5 4 2 1 3

2 5 1 3 4

 

 

b) Докажи дека се изотопни латинските квадрати 
 

1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

3 4 5 1 2

4 5 1 2 3

5 1 2 3 4

 и  

5 3 4 1 2

3 1 2 4 5

4 2 3 5 1

1 4 5 2 3

2 5 1 3 4

. 

 

9. На колку различни начини латинскиот 2 4 правоаголници 
 

а)
1 2 3 4

2 1 4 3
    б)

1 2 3 4

2 3 4 1
 

 

може да се прошират до латински квадрати? 
 

10. Докажете дека не постои (18,8,3,2,1) конфигурација. 
 

11. Најди го збирот на сите елементи во нормализираната матрица на Адамар од 

ред n . 
 

12. Нека A  е матрица на Адамар од ред n . Докажи дека 2| det |
n

A n . 
 

13. Докажи дека ако постојат матриците на Адамар од ред 16 и 20, тогаш постои 

бинарен (35,32,17)код. 
 

14. Докажи дека постои 2(2000,1999 ,1999)  код над азбуката од 1999 букви. 
 

15. Дали постои (4,100,3)код над азбуката од 10 букви? 
 

16. Дали е точно дека кодот 
nC B , кој поправа t  грешки, открива: 



 213 

a) најмалку 2 1t   грешки, 

b) најмалку 2t  грешки, 

c) најмногу 2t  грешки? 
 

17. Докажи дека од секој код nC B  може да се добие код кој открива една 

грешка, ако од C  се отстранат најмногу половина од вкупниот број зборови. 
 

18. Колку грешки открива, а колку поправа кодот nC B , ако C  се состои од: 

a) сите зборови со парна тежина од nB , 

b) сите зборови со непарна тежина од nB , 

c) два збора со меѓусебно растојание n . 
 

19. Дали постои совршен бинарен (147,3) код? 
 

20. Докажи дека за 7n   не постои совршен бинарен ( ,7)n  код? 
 

21. Нека C  е совршен бинарен ( ,2 1)n d   код. Докажи дека 
1

( )
n

d
 е делив со 

2 1( )d
d


. 
 

22. Докажи дека не постои бинарен еквидистантен ( ,2 1)n d   код со повеќе од 

два збора. 
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XXVIII ГЛАВА  

ГЕНЕРАТОРНИ ФУНКЦИИ  
 

 

 

1. ПОИМ ЗА ГЕНЕРАТОРНА ФУНКЦИЈА 
 

1.1. Дефиниција. Нека е дадена низата реални броеви 0{ }n na 
 . Функци-

јата  
 

0

( ) k
k

k

G x a x




  ,     (1) 

 

каде редот конвергира во некоја област ја нарекуваме генераторна функција за 

низата 0{ }n na 
 .  

 

1.2. Пример. а) Функцијата  
 

0

(1 ) ( )
n

n n k
k

k

x x


    

 

е генераторна функција за биномните коефициенти од n -ти ред.  
 

б) Функцијата  
 

2 31
1

0

1 ... , | | 1k

x
k

x x x x x





        

 

е генераторна за низата  

1ka  , 0,1,2,3,...k  . 
 

в) Функцијата  
 

2 31
1

0

1 ... ( 1) , | | 1k k

x
k

x x x x x





         

 

е генераторна за низата  

( 1)k
ka   , 0,1,2,3,...k  .  

 

1.3. Забелешка. При решавањето на конкретни проблеми важно е праша-

њето на конвергенција на редот (1). Притоа, користејќи ги методите на диферен-

цијалното и интегралното сметање и претпоставувајќи дека овој ред конвергира за 

некои вредности на x ,  врз основа на функцијата ( )G x  можеме да ги одредиме 

вредностите на коефициентите ,ka  0,1,2,3,...k  . Меѓутоа, најчесто, при решава-

њето на некој комбинаторен проблем, не се занимаваме со прашањето на конвер-

генција, бидејќи најденото решение со помош на генераторните функции можеме 

да го провериме со помош на некој друг метод, на пример со помош на методот на 

математичка индукција.  
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2. ОПЕРАЦИИ СО ГЕНЕРАТОРНИ ФУНКЦИИ  
 

2.1. Теорема. Ако 1( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
  и 

2 ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ib 
 , тогаш 1 2( ) ( ) ( )g x g x g x   е ге-

нераторна функција на низата 0{ }i ic 
 , каде i i ic a b  , 0,1,2,3,...i  , и истата ја 

нарекуваме збир на генераторните функции 1g  и 2g .  
 

Доказ. Навистина, од претпоставката дека редовите 
0

k
k

k

a x




  и 
0

k
k

k

b x




  

конвергираат следува дека редот 
0 0

k k
k k

k k

a x b x
 

 

   конвергира во некоја област 

и притоа важи  

1 2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )k k k
k k k k

k k k

g x g x g x a x b x a b x
  

  

        , 

што значи дека ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ic 
 .  

 

2.2. Теорема. Ако ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
  и c  е 

константа, тогаш ( ) ( )f x cg x  е генераторна функција на низата 0{ }i ica 
  и истата 

ја нарекуваме производ на генераторната функција g  со константата c .  
 

Доказ. Навистина, од претпоставката дека редот 
0

k
k

k

a x




  конвергира 

следува дека редот 
0

k
k

k

ca x




  конвергира во истата област и притоа важи  

0 0

( ) ( ) k k
k k

k k

f x cg x c a x ca x
 

 

    , 

што значи дека ( ) ( )f x cg x  е генераторна функција на низата 0{ }i ica 
 .  

 

2.3. Последица. Ако 1( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
 , 

2 ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ib 
  и ,  R , тогаш  

 

1 2( ) ( ) ( )g x g x g x    
 

е генераторна функција на низата 0{ }i ic 
 , каде i i ic a b   , 0,1,2,3,...i  .  

 

Доказ. Непосредно следува од теоремите 2.1 и 2.2.  

 

2.4. Теорема. Ако ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
 , тогаш 

( )nx g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ib 
 , каде 0, 0,1,2,..., 1kb k n    и 

,k k nb a k n  .  
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Доказ. Навистина,  
 

0

( )n n k k
k k n

k k n

x g x x a x a x
 


 

      (1) 

 

каде во последната сума собирањето може да се прошири на сите 0k  , ако земе-

ме 0ka  , за сите негативни вредности на k .  

 

2.5. Пример. Нека ( )g x  е генераторна функција за низата 1ka  , 0,k   

1,2,... . Тогаш ( )xg x  е генераторна функција за низата 0 0a  , 1ka  , 1,2,...k  . 

Значи, 
0

( ) k

k

g x x




   и 
1

( ) k

k

xg x x




  , па затоа ( ) ( ) 1g x xg x  , т.е. (1 ) ( ) 1x g x  , 

од што следува дека  
 

1
1

0

( )k

x
k

x g x





  .  

 

2.6. Коментар. а) Познато е дека последното равенство во пример 2.5 е 

точно за | | 1x  , бидејќи редот 
0

k

k

x




  конвергира за | | 1x   и неговата сума е 

еднаква на 1
1 x

.  
 

б) Аналогно, како во пример 2.5 може да се докаже дека функцијата  
 

2 1
0 1 2 1( ) ...

0

n
n

n

g x a a x a x a x n k k n k
k k n k

x
k n k n k

x a x a x a x



  

      


  

      

 

е генераторна за низата 1 2, , ,...n n na a a  . Деталите ги оставаме на читателот за 

вежба.   

 

2.7. Теорема. Ако ( )g x  е генераторна функција на низата 0{ }i ia 
 , тогаш 

( )g cx  е генераторна функција на низата 0{ }i
i ic a 

 .  
 

Доказ. Навистина, од претпоставката дека редот 
0

k
k

k

a x




  конвергира 

следува дека редот  
 

0 0

( ) ( )k k k
k k

k k

a cx c a x
 

 

   

 

конвергира во некоја област и притоа важи  
 

0 0

( ) ( )k k k
k k

k k

g cx a cx c a x
 

 

   , 

 

што значи дека функцијата ( )g cx  е генераторна функција на низата 0{ }i
i ic a 

 .  
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2.8. Пример. Од пример 2.5 и теорема 2.7 следува дека функцијата 1
1 cx

 е 

генераторна за низата 0{ }i ic 
 .  

 

2.9. Теорема. а) Ако 1( )g x  е генераторна функција за низата 0{ }i ia 
 , а 

2 ( )g x  е генераторна функција за низата 0{ }i ib 
 , тогаш 1 2( ) ( ) ( )g x g x g x  е гене-

раторна функција за низата 0{ }i ic 
  каде  

0 1 1 2 2 1 1 0
0

...
n

n k n k n n n n n
k

c a b a b a b a b a b a b   


       ,   (3) 

 

и истата ја нарекуваме производ на генераторните функции 1g  и 2g .  
 

б) Нека  
 

2 3
1 0 1 2 3( ) ...g x a a x a x a x      

 

е генераторна функција таква што 1 0(0) 0g a  . Тогаш постои единствена гене-

раторна функција  
 

2 3
2 0 1 2 3( ) ...g x b b x b x b x      

 

таква што 1 2( ) ( ) 1g x g x  . Притоа пишуваме 
1

1
2 ( )

( )
g x

g x  .  

 

Доказ. а) Тврдењето непосредно следува од равенството  
 

2 2
1 2 0 1 2 0 1 2

2
0 0 0 1 1 0 0 2 1 1 2 0

( ) ( ) ( ) ( ...)( ...)

       ( ) ( ) ...

g x g x g x a a x a x b b x b x

a b a b a b x a b a b a b x

       

      
 

 

б) Да ја разгледаме низата 0 1, 0, 1,2,...ic c i   , на која и соодветствува 

генераторната функција ( ) 1g x  . Членовите на низата 0{ }i ib 
  на која и соодвет-

ствува генераторната функција 2 ( )g x  ќе ги определиме индуктивно користејќи го 

равенството 1 2( ) ( ) ( )g x g x g x . За 0n  , со замена во равенството (3) добиваме 

0 0 1a b   и како 0 0a   добиваме 
0

1
0 a

b  . Нека претпоставиме дека сме ги опреде-

лиле , 0,1,2,..., 1ib i k  . Тогаш за n k  од (3) добиваме  
 

0 1 1 2 2 1 1 00 ...k k k k k kc a b a b a b a b a b          
 

и како 0 0a   од последното равенство наоѓаме единствен  

1 1 2 2 1 1 0

0

...k k k ka b a b a b a b
k a

b      
  . 

 

Конечно, од претходно изнесеното следува дека постои единствена генераторна 

функција 2 ( )g x  таква што 1 2( ) ( ) 1g x g x  .  

 

2.10. Пример. Ако 1( )g x  е генераторна функција за низата 0{ }n na 
 , а во 

низата 0{ }i ib 
  земеме 1ib  , 0,1,2,...i  , тогаш од 1

2 1
( )

x
g x


  следува  
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21
1 0 0 1 0 1 21
( ) ( ) ( ) ...

x
g x a a a x a a a x


       , 

 

т.е. 1
11
( )

x
g x


 е генераторна функција за парцијалните суми на редот 

0
i

i

a




 .  

 

2.11. Дефиниција. Нека  
 

2 3
1 0 1 2 3( ) ...g s a a s a s a s      

 

и  
 

2 3
2 0 1 2 3( ) ...g t b b t b t b t      

 

се две генераторни функции, при што 2 0(0) 0g b  . Тогаш генераторната функ-

ција  
 

2 2 3 3
1 2 0 1 1 1 2 2 1 1 3 2 1 2 3 1( ) ( ( )) ( ) ( 2 ) ...g t g g t a a b t a b a b t a b a b b a b t          (4) 

 

ја нарекуваме композиција на генераторните функции 1g  и 2g .  

 

2.12. Забелешка. Ако во равенството (4) земеме 2 ( )g t t  , тогаш до-

биваме  
 

2 3
1 0 1 2 3( ) ( ) ...g t g t a a t a t a t       . 

 

Забележуваме дека операцијата композиција на генераторни функции не ја дефи-

ниравме во случај кога 2 0(0) 0g b  . Последното го направивме од практични 

причини. Имено, ако 2 0(0) 0g b  , тогаш во дефиниција 2.11 ќе се појават бес-

конечно многу редови, кои треба да ги сумираме.  

 

2.13. Теорема (за инверзна генераторна функција). Нека генераторната 

функција  
 

2 3 4
1 2 3 4( ) ...g t b t b t b t b t      

 

е таква што 1 0b  . Тогаш постојат единствени генераторни функции  

2 3 4
1 2 3 4( ) ...f s a s a t a t a t     ,  

и  
2 3 4

1 2 3 4( ) ...h u c u c u c u c u     ,  

такви што  

( ( ))f g t t  и ( ( ))g h u u . 
 

Функцијата f  ја нарекуваме лева инверзија, а функција h  ја нарекуваме десна 

инверзија на функцијата g .  
 

Доказ. Ќе ја докажеме егзистенцијата и единственоста на левата инверзна 

генераторна функција. Притоа коефициентите на генераторната функција ( )f s  ќе 

ги определуваме последователно при што ќе го користиме условот ( ( ))f g t t  и 
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фактот дека функцијата ( )a t t  е генераторна за низата 0 10, 1, 0, 1id d d i    . 

Според тоа, од дефиниција 2.11, т.е. ако го искористиме равенството (4) за 1n   

добиваме 1 1 1a b   и како 1 0b   имаме 
1

1
1 b

a  . Понатаму, повторно од (4) и фак-

тот дека 2 0d  , за 2n   имаме 1 2

2
1

2
a b

b
a   . Нека претпоставиме дека коефициен-

тите 1 2, ,..., na a a  се веќе определени. Од 1 0nd    и од (4) следува дека е точно 

равенството  
 

1
1 1 1 1( ,..., , ,..., ) 0n

n n na b P a a b b
   ,   (5) 

 

каде P  е полином. Равенката е линеарна по 1na   и како 1
1 0nb   , таа има един-

ствено решение, што значи дека постои единствена генераторна функција ( )f s  

таква што ( ( ))f g t t .  
 

Егзистенцијата и единственоста на десната инверзна генераторна функци-

ја се докажува аналогно. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 

2.14. Теорема. а) Ако функцијата ( )g x  е генераторна за низата 0{ }n na 
 , 

тогаш функцијата '( )g x  е генераторна за низата 1{ }n nna 
 .  

 

б) Ако функцијата ( )g x  е генераторна за низата 0{ }n na 
 , тогаш функци-

јата 

0

( )
x

g t dt  е генераторна за низата 01
{ }na

nn




.  

 

2.15. Пример. а) Со диференцирање и интегрирање на функцијата ( )g x   

1
1 x

 добиваме дека генераторните функции на низите 0{ 1}nn 
  и 1

01
{ }nn




 се 

функциите  

2

21

(1 )
'( ) 1 2 3 ...

x
g x x x


      и 2 31 1

2 3
0

( ) ln(1 ) ...
x

g t dt x x x x       .  

 

б) Ќе ја определиме генераторната функција на низата 1
( 1)( 2)n n n

a
 

 , 

0,1,2,...n  . Имаме  
 

21 1 1 1
1 2 2 3 3 4 ( 1)( 2)

( ) ... ...n

n n
f x x x x

    
      . 

Последното равенство го множиме со 2x , диференцираме и ако го искористиме 

добиениот резултат поа а) добиваме  
 

2 2 31 1 1
2 3

( ( )) ' ... ... ln(1 )n

n
x f x x x x x x         . 

Конечно, од последното равенство наоѓаме  

2 2

0

( ) ln(1 ) [(1 ) ln(1 ) ]
x

f x x t dt x x x x        .  

 



 221 

3. ГЕНЕРАТОРНИ ФУНКЦИИ И ДИФЕРЕНЦНИ РАВЕНКИ  
 

3.1. Теорема. За секој 1m   важи 
 

1 2 2 2 3 3 11
1 2 3

(1 )
1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

m

m m m m n n n
n

ax
ax a x a x a x   


        (1) 

 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по m . За 1m   од пример 

2.8 имаме  

2 2 3 31
1

1 1 1 2 2 1 2 3 3 1 1
1 2 3

1 ... ...

1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

n n

ax

n n n
n

ax a x a x a x

ax a x a x a x



   

      

      
 

 

т.е. важи равенството (1).  
 

Нека претпоставиме дека (1) важи за m k , т.е. дека  
 

1 2 2 2 3 3 11
1 2 3

(1 )
1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

k

k k k k n n n
n

ax
ax a x a x a x   


       .  (2) 

 

Сакаме да докажеме дека  
 

1

1 2 2 2 3 3 31
1 2 3

(1 )
1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

k

k k k k n n n
n

ax
ax a x a x a x



   


       .  (3) 

 

Од 
1

1 1

(1 ) (1 )
(1 )

k kax ax
ax

 
   следува дека (3) важи ако и само ако при множење на 

(3) со 1 ax  се добива генераторната функција за 1

(1 )kax
, т.е. се добива (2). Ако 

го искористиме комбинаторното равенство 
1 1

1( ) ( ) ( )k n k n k n
n n n
    

   кое е еквива-

лентно на равенството 
1 1

1( ) ( ) ( )k n k n k n
n n n
    

   добиваме  
 

1

1 1

(1 ) (1 )

1 2 2 2 3 3 3
1 2 3

1 2 2 2 3 3 3
1 2 3

1 2 2 2 3 3 1
1 2

1
1 2

(1 )

(1 )[1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...]

1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

( ) ( ) ... ( ) ...

1 ( ) ( )

k kax ax

k k k k n n n
n

k k k k n n n
n

k k k n n n
n

k k

ax

ax ax a x a x a x

ax a x a x a x

ax a x a x a x

ax a

 

   

   

   



 

       

      

     

   2 2 2 3 3 1
3( ) ... ( ) ...,k k n n n

nx a x a x     

 

 

а тоа е равенството (2). Конечно, од претходно изнесеното следува дека тврдењето 

важи за 1m k  , па од принципот на математичка индукција следува дека важи 

за секој 1m  .  

 

3.2. Пример. Решете ја диференцната равенка  
 

0 15, 3, за 1k ka a a k    .    (4) 
 

Решение. Нека  
 

0

( ) k
k

k

f x a x




        (5) 
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е генераторната функција за низата 0{ }n na 
 . Ако (5) го помножиме со x  добива-

ме  
 

1

0

( ) k
k

k

xf x a x






  .     (6) 

 

Понатаму, во (4) имаме константа 3, па затоа ја наоѓаме генераторната функција 

на низата 3, 0nb n   и тоа е функцијата  

3
1

0 0

3 3i i

x
i i

x x
 


 

   .     (7) 

 

Од равенствата (5), (6) и (7) наоѓаме  
 

23
0 1 0 2 1 11

0

( ) ( ) 3 ( 3) ( 3) ... ( 3) ...

3 5 3 2

n
n nx

f x xf x a a a x a a x a a x

a


              

    
 

 

и ако последната равенка ја решиме по ( )f x  и ја искористиме теорема 3.1 добива-

ме  
 

2

2 23 2
1(1 )

2 3

( ) 3(1 2 3 ... ( 1) ...) 2(1 ... ...)

5 8 11 14 ... (3 5) ...,

n n

xx

n

f x x x n x x x x

x x x n x


              

       

 

 

што значи 3 5,na n   за 0n  .  

 

3.3. Пример. Со методот на генераторни функции ќе ја изведеме форму-

лата за општиот член на низата на Фибоначи:  
 

 

0 1 2 10, 1, n n nf f f f f     , за 0n  . 
 

Нека ( )F x  е генераторната функција на низата на Фибоначи, т.е.  
 

0

( ) n
n

n

F x f x




  . 

 

Од 0 0f   и 1 1f   последователно добиваме   
 

0( )( ) 2
1 2 3 1... ...

F x fF x n
nx x

f f x f x f x


         и  
 

0 1

2 2

( )( ) 2
2 3 4 2... ...

F x f f xF x x n
n

x x
f f x f x f x

 
       .  

 

Ако во последното равенство замениме 2 1n n nf f f   , за 0n   добиваме  
 

2

( ) 2
0 1 1 2 2 3 1

2 2
0 1 2 1 2 3 1

( )

( ) ( ) ... ( ) ...

[ ... ...] [ ... ...]

( )

F x x n
n n

x

n n
n n

F x

x

f f f f x f f x f f x

f f x f x f x f f x f x f x

F x






         

           

 

 

 

од каде наоѓаме 
21

( ) x

x x
F x

 
 .  
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Нека a  и b  се корените на равенката 21 0x x   , т.е. 1 5

2
a 
  , 

5 1

2
b 
  и   

21 ( )( )x x a x b x      . 
 

Понатаму, ќе ги определиме константите A  и B  такви што  

21

x A B
a x b xx x   

  . 

 

Ако последното равенство го помножиме со 21 x x   последователно добиваме  
 

( ) ( )x A b x B a x      

( )x A B x Ab Ba       
 

од каде го добиваме системот  
 

1

1

A B

Ab Ba

 


 
 

 

чие решение е a
b a

A


   и b
b a

B


 . Од досега изнесеното, со непосредна примена 

на пример 1.2 б) и теорема 2.1 добиваме  
 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

0 0 0

( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ) ( ) .

x x
b a

n n

b aA B
a x b x b a b x a x b a

n n nx x
b a b a b ab a

n n n

F x

x

       

  

 
  

     

      

 

 

Конечно, од својствата на степенските редови следува дека  
 

5 1 5 11 1 1 1 1
2 25 5( )

( ) ( 1) [( ) ( ) ]
n n

n n n

n n na b
n b a b a ab

f  


          

5 1 1 51
2 25

[( ) ( ) ].n n     

 

3.4. Коментар. а) Методот применет во претходниот пример може да се 

искористи и за секоја низа која задоволува дадена диференцна равенка од видот  
 

1 1 2 2 ...n n n m n ma c a c a c a      .    (8) 
 

Во овој случај генераторната функција е дробнорационална функција во која бро-

ителот е полином со степен помал од m , а именителот е полиномот  
 

2
1 2( ) 1 ... m

m mQ x c x c x c x     . 
 

Навистина, нека претпоставиме дека треба да ја определиме генераторната функ-

ција на низата 0{ }n na 
  која ја задоволува диференцната равенка (8). Првите m  

членови на низата се 0 1 1, ,..., ma a a  , па затоа  
 

2 1
0 1 2 1

2 3 1
0 1 2 1

( ) ... ...

( ) ... ...

m m
m m

m m
m m

g x a a x a x a x a x

xg x a x a x a x a x a x
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2 2 3 4 1 2
0 1 2 1

1 2 2 1 2
0 1 2 1

( ) ... ...

.....................................................................................................

( ) ... ...

m m
m m

m m m m m m
m m

x g x a x a x a x a x a x

x g x a x a x a x a x a x

 


  


      

      

 

 

Сега, ако втората равенка ја помножиме со 1c , третата со 2c  итн. последната со 

mc , после собирањето добиваме  
 

2
1 2 1( )(1 ... ) ( )m

m mg x c x c x c x P x     
 

каде 1( )mP x  е полином со степен помал од m . Имено, од (8) следува дека после 

собирањето на десната страна сите коефициенти пред kx , k m  се еднакви на 

нула. Значи, генераторната функција на нашата низа е рационалната генераторна 

функција 1( )

( )
( ) m

m

P x

Q x
g x  . Со тоа ја докажавме следнава теорема.  

 

Теорема А. Нека низата 0{ }n na 
  ја задоволува линеарната диференцна 

равенка (8) од ред m ти ред со константни коефициенти 1 2, ,..., mc c c  и почетни 

услови 0 1, ,..., ma a a . Тогаш генераторната функција ( )g x  на оваа низа е од видот 

1( )

( )
( ) m

m

P x

Q x
g x  , каде ( )mQ x  е полином од m ти степен, а степенот на полиномот 

1( )mP x  е помал или еднаков на 1m .  

 

б) Се покажува дека множеството рационални генераторни функции е ек-

вивалентно на множеството линеарни диференцни равенки со константни коефи-

циенти, т.е. дека е точна следнава теорема, чиј доказ го оставаме на читателот за 

вежба.  

 

Теорема Б. Ако генераторната функција  
 

2 1
0 1 2 1( ) ... ...m m

m mg x a a x a x a x a x
        

 

е рационална, т.е. ако 
( )

( )
( )

P x

Q x
g x  , каде ( )P x  и ( )Q x  се заемно прости полиноми, 

тогаш почнувајќи од некој број n  низата 0{ }n na 
  ја задоволува линеарната дифе-

ренцна равенка  
 

1 1 2 2 ...n m n m n m m na c a c a c a        , 
 

каде m  е степенот на полиномот  ( )Q x , а 1 2, ,..., mc c c  се некои константи.  

 

3.5. Пример. Решете ја диференцната равенка  
 

0 1 1 21, 4, 6 , 2k k ka a a a a k      .    (9) 
 

Решение. Нека (5) е генераторната функција за низата 0{ }n na 
 . Бидејќи 

во диференцната равенка (9) коефициентот пред 1ka   е 1, а пред 2ka   е 6 со мно-

жење со x  и 26x  наоѓаме   
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1

0

( ) k
k

k

xf x a x






  .     (10) 

2 2

0

6 ( ) 6 k
k

k

x f x a x






  .     (11) 

 

Сега, од равенствата (5), (10) и (11) наоѓаме  
 

2 2
0 1 0 2 1 0 1 2

0 1 0

( ) ( ) 6 ( ) ( ) ( 6 ) ... ( 6 ) ...

( ) 1 3 .

n
n n nf x xf x x f x a a a x a a a x a a a x

a a a x x

             

    
 

 

Ако последната равенка ја решиме по ( )f x  добиваме  
 

2

1 3 1 3
(1 3 )(1 2 )1 6

( ) x x
x xx x

f x  
  

  .    (12) 

 

Користејќи го методот на неопределени коефициенти имаме  
 

(2 3 )1 3
(1 3 )(1 2 ) 1 3 1 2 (1 3 )(1 2 )

a b a b xx a b
x x x x x x

  
     

   , 

 

т.е. го добиваме системот равенка  

1

2 3 3

a b

a b

 


 
 

 

чие решение е 6 1
5 5

,a b   . Со замена во (10) добиваме  
 

6 1 1 1
5 1 3 5 1 2

2 2 2 26 1
5 5

( )

(1 3 3 ... 3 ...) (1 2 ( 2) ... ( 2) ...)

x x

n n n n

f x

x x x x x x

 
    

             
 

 

односно  
 

1
5
[6 3 ( 2) ],n n

na      за 0n  .  

 

3.6. Пример. Низата 0{ }n na 
  е зададена со рекуретната релација  

 

0 1 2 12, 7, 4 4 3 , 0n
n n na a a a a n       . 

 

Најдете експлицитен израз за na .  
 

Решение. Нека 
0

( ) n
n

n

A x a x




   е генераторната функција за низата 

0{ }n na 
 . Од 0 2a   и 1 7a   последователно следуваат следните равенства  

 

( ) 2 2
1 2 3 1... ...

A x n
nx

a a x a x a x


        и  
 

2

( ) 2 7 2
2 3 4 2... ...

A x x n
n

x
a a x a x a x

 
      .  

 

Ако во последното равенство замениме 2 14 4 3 ,n
n n na a a     за 0n   и земеме 

во предвид дека 
2 2 1

1 3
1 3 3 ... 3 ...n n

x
x x x


       добиваме  
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2

( ) 2 7 ( ) 2 1
1 3

4 4 ( )
A x x A x

x xx
A x

  


    ,  

од каде наоѓаме  
22

2 2 2

(1 3 ) (1 2 )4 7 2 1 1
1 3(1 3 )(1 2 ) (1 3 )(1 2 ) (1 2 )

1

0 0

0

( )

(3 ) ( )(2 )

[( 1)2 3 ] ,

x xx x
xx x x x x

n n n
n

n n

n n n

n

A x

x x

n x

   
    

 


 





   

 

  

 



 

 

од каде следува дека ( 1)2 3n n
na n   , за 0n  .   

 

3.7. Пример. Решете ја диференцната равенка  
 

0 11, 3 4 , 1k
k ka a a k       (13) 

 

Решение. Нека (5) е генераторната функција за низата 0{ }n na 
 . Бидејќи 

во диференцната равенка (13) коефициентот пред 1ka   е еднаков на 3 наоѓаме  
 

1

0

3 ( ) 3 k
k

k

xf x a x






  .     (14) 

Понатаму, во (13) имаме член 4k , па затоа ја наоѓаме генераторната функција на 

низата 4 , 0k
kb k   и тоа согласно теорема 3.1 е функцијата  
 

1
1 4

0

4k k

x
k

x





  .     (15) 

Од (13), (14) и (15) наоѓаме  
 

2 21
0 1 0 2 1 11 4

0

( ) 3 ( ) 1 ( 3 4) ( 3 4 ) ... ( 3 4 ) ...

1 1 1 0.

n n
n nx

f x xf x a a a x a a x a a x

a


              

    
 

Последната равенка ја решаваме по ( )f x  и добиваме:  
 

1 131 4
(1 4 )(1 3 ) 1 4 1 3

0 0 0

( ) 4 4 3 3 (4 3 )k k k k k k k

x x x x
k k k

f x x x x
  

 

   
  

         , 

од каде наоѓаме 1 14 3 , 0k k
ka k    .  

 

3.8. Пример. Решете ја диференцната равенка  

 

0 13, 2 , 1k ka a a k k       (16) 
 

Решение. Нека (5) е генераторната функција за низата 0{ }n na 
 . Бидејќи 

во диференцната равенка (13) коефициентот пред 1ka   е еднаков на 3 наоѓаме  
 

1

0

2 ( ) 2 k
k

k

xf x a x






  .     (17) 
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Понатаму, во (16) имаме член k , па затоа ја наоѓаме генераторната функција на 

низата , 0kb k k   и тоа е функцијата  

2(1 )
1

kx

x
k

kx





  .      (18) 

Од (16), (17) и (17) наоѓаме  
 

2

2
0 1 0 2 1 1

(1 )

0

( ) 2 ( ) ( 2 1) ( 2 2) ... ( 2 ) ...

3.

nx
n n

x
f x xf x a a a x a a x a a n x

a




             

 

 

Последната равенка ја решаваме по ( )f x  и добиваме:  
 

2

2 2

3 5 3 51 1
1 1 2(1 2 )(1 ) (1 )

0 0 0 0

( )

( 1) 5 2 ( 2 5 2 ) ,

x x
x xx x x

k k k k k k

k k k k

f x

x k x x k x

  
   

   

   

   

            

 

 

од каде наоѓаме 2 5 2 , 0k
ka k k      .  

 

3.9. Пример. За секој природен број n , нека  
 

1 2

1 1
2

1 2

2 3 1

1 ... ,

... ,

... .n

n n

n n

TT T
n n

S

T S S S

U


   

   

   

 

За секој n  најдете константи , , ,n n n na b c d  такви, што  
 

1n n n nT a S b   и 1n n n nU c S d  .  
 

Решение. Нека  
 

1 1

( ) , ( )n n
n n

n n

S x S x T x T x
 

 

    и 
1

( ) n
n

n

U x U x




   

 

се генераторните функции за разгледуваните низи. Од условот имаме  
 

1n n nT T S   и 1
1n n n

S S    
 

па затоа  
2

1 2 1 1

2
1 2

(1 ) ( ) ( ) ... ( ) ...

... ... ( )

n
n n

n
n

x T x T x T T x T T x

S x S x S x S x

       

     
 

и  

2

2 2
1 2 1 1

2

(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ... ( ) ...

... ...
n

n
n n

x x
n

x T x x S x S x S S x S S x

x

         

    
 

Според тоа,  
2 2 1

1
[(1 ) ( )]' 1 ... ...n

x
x T x x x x


         

т.е.  
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2 1
1

2(1 ) ( ) (1 ) '( )
x

x T x x T x


      

од што следува  
 

2

11

(1 )
0 0

2 ( ) (1 ) '( ) ( ) ( 1)n n n
n

x
n n

T x x T x x n x
 




 

        .   (19) 

 

Од друга страна имаме  
 

1
1 1

1 1

1 1 1
1 1 0

(1 ) '( ) (1 ) [( 1) ]

( 1) ( ) ( 1)

n n
n n n

n n

n n n
n n n

n n n

x T x x nT x T n T nT x

T T x n S x T x n S x

 



 

  

 
  

      

      

 

  

 

 

од што според (4) добиваме  
 

1
0 0

( ) ( 1) ( 1)n n
n

n n

T x n S x n x
 


 

       

т.е.  

1
0

( ) [( 1) ( 1)] n
n

n

T x n S n x





     

 

од што следува 1( 1) ( 1)n nT n S n    , што значи  1na n   и ( 1)nb n   . 
 

Слично, за ( )U x  имаме  

1 2

2
1 2 1 1

2

2 3 1

2
2 3 1

( )1 1
1

1 0

(1 ) ( ) ( ) ... ( ) ...

... ...

=( 1) ( 1) ... ( 1) ...

n

n
n n

TT T n

n

n
n

S xi n
i x x

i n

x U x U x U U x U U x

x x x

S x S x S x

S x x







 



 

       

    

      

    

 

 

од што следува  
 

2

1
( )1 1

11 (1 )
1 1 0 1

( ) 1 ( ) ( 1) [ ( 1)]
n

S x n n n
j nx x x

n j n n

U x S x n x T n x
   

 
   

              

 

што значи дека 1 ( 1)n nU T n   . Според тоа,  
 

2

1
1 2

1

( 2) ( 2) ( 1)

( 2)( ) 1 2( 1)

( 2) 2( 1)

n n

n n

n

U n S n n

n S n

n S n



 



     

     

   

 

 

од што добиваме 2nc n   и 2( 1)nd n   .  
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4. ПРОИЗВОД НА АДАМАР ЗА РАЦИОНАЛНИ 

ГЕНЕРАТОРНИ ФУНКЦИИ  
 

4.1.  Дефиниција. Производ на Адамар за генераторните функции  
 

2 3
0 1 2 3( ) ...g x a a x a x a x      

и  
2 3

0 1 2 3( ) ...h x b b x b x b x      
 

ја нарекуваме генераторната функција  
 

2 3
0 0 1 1 2 2 3 3( ) ...f x a b a b x a b x a b x     . 

 

4.2. Лема. Генераторната функција на низата 0{ }i ia 
  е рационална ако и 

само ако постојат броеви 1 2, ,..., kq q q  и полиноми 1 2( ), ( ),..., ( )kp t p t p t  такви што 

почнувајќи од некој n  важи  
 

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n n n
n k ka p t q p t q p t q    .   (1) 

 

Изразот на десната страна на (1) го нарекуваме квазиполином од променлива n .  
  

Доказ. Најпрво да забележиме дека според теорема 3.1 генераторната 

функција (1 ) mqx   има вид  
 

1 2 2 2 3 3 3 4 4
1 2 3 4

1 2 2 2 3 3 3 4 4
1 1 11

(1 ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ...

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ...

m m m m m

m m m m
m m mm

qx qx q x q x q x

qx q x q x q x

   

  
  

      

     
 

Коефициентот пред nx  во оваа генераторна функција е  
 

( 1)( 2)...( 1)
1( 1)!
( )

n n n m n n
mm

q P n q
   


 ,    (2) 

 

каде 1( )mP n  е полином од n  од ( 1)m  ви степен. Според XV 4.7 секоја рацио-

нална функција од x  може да се запише во вид на линеарна комбинација од поли-

номи и елементарни дропки од видот (1 ) im
iq x


 , па затоа коефициентите на 

соодветната генераторна функција се квазиполиноми.  
 

Обратно, нека претпоставиме дека коефициентите на генераторната функ-

ција, почнувајќи од некој број n , можат да се запишат како казиполиноми. Ќе до-

кажеме дека за квазиполиномот ( ) np n q  соодветната генераторна функција е ра-

ционална. Нека степенот на p  е еднаков на 1m . Според пример X 4.2. в) поли-

номите 0 1 1, ,..., mP P P   определени со равенството (2) формираат база на просторот 

полиноми со степен помал или еднаков на 1m . Затоа полиномот p  може да се за-

пише како линеарна комбинација на полиномите 0 1 1, ,..., mP P P  , што значи дека со-

одветната генераторна функција е линеарна комбинација од функциите (1 ) iqx  , 

1,2,..., 1i m  . За произволен квазиполином добиваме линеарна комбинација од 

функции од ваков вид за различни iq , со што тврдењето е докажано.  
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4.3. Теорема. Производот на Адамар на две рационални генераторни 

функции и рационална генераторна функција.  
 

Доказ. Доказот следува непосредно од лема 4.2 и фактот дека согласно 

равенството (1) производ на квазиполиноми е квазиполином. Деталите ги остава-

ме на читателот за вежба.  

 

 

 

5. ПРИМЕНА НА ГЕНЕРАТОРНИТЕ ФУНКЦИИ ВО  

ТЕОРИЈАТА НА ПРЕБРОЈУВАЊЕ   
 

5.1. Во биномната формула  
 

0 1 2
0 1 2(1 ) ( ) ( ) ( ) ... ( )n n n n n n

nx x x x x       
 

коефициентот пред kx  е еднаков на бројот на начините на кои од n  објекти мо-

жат да се изберат k  објекти. Според тоа, генераторната функција (1 )nx  е гене-

раторна функција за бројот на комбинациите од класа k  од n  објекти.  
 

Според теорема 3.1 имаме  
 

1 2 2 3 11
1 2 3

(1 )
1 ( ) ( ) ( ) ... ( ) ...

m

m m m m n n
n

x
x x x x   


        

 

и коефициентот пред kx  е еднаков на бројот на комбинациите со повторување од 

класа k  од m  објекти.  

 

5.2. Да го разгледаме производот  
 

2 2(1 )(1 )(1 )(1 )a a b b c c c d d dx x x x x x       
 

каде индексите служат само за следење на множителите на кој му припаѓа секој 

x , т.е. индексите не влијаат на вредноста на променливата. Ако земеме дека 

0 1,ix   за , , ,i a b c d  и го разгледаме членот 4x  добиваме дека тој се јавува во 

секој собирок од збирот:  
 

0 0 2 2 0 1 2 1 1 0 2 1 1 1 2 0 0 1 1 2 1 0 1 2 1 1 0 2 1 1 1 1
a b c d a b c d a b c d a b c d a b c d a b c d a b c d a b c dx x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x        

 

при што збирот на степените во секој член е еднаков на 4. Затоа, разгледувајќи ги 

степените на членовите, гледаме дека истите ги даваат сите решенија на равенката  
 

4a b c de e e e    , 
 

каде , , ,a b c de e e e Z  и 0 1, 0 1, 0 2, 0 2a b c de e e e        . Воопшто земено, 

за 0 6r   коефициентот пред rx  го дава бројот на решенијата на равенката  
 

a b c de e e e r    , 
 

каде , , ,a b c de e e e Z  и  
 

0 1, 0 1, 0 2, 0 2a b c de e e e        . 
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5.3. Нека претпоставиме дека имаме множество A  кое содржи 1 објект од 

тип a , 1 објект од тип b , 2 објекта од тип c  и 2 објекта од тип d . Нека 
j

ix  прет-

ставува j  објекти од тип i , што значи дека 1a  претставува 0 објекти од тип a , 

bx  претставува 1 објект од тип b  и 2
cx  претставува 2 објекти од тип c . Така, 

1 1 2 0
a b c dx x x x  преставува избор на 1 објект од тип a , 1 објект од тип b  и 2 објекти од 

тип c . Според тоа, коефициентот пред 4x  е еднаков на бројот на начините на кој 

може да се изберат 4 објекти од дадените 4 типа во множеството A . Притоа, мно-

жителот 21d d dx x   значи дека од типот d  можат да се изберат 0, 1 или 2 објек-

ти.  
 

Слично, ако ги изоставиме ознаките за објектите во производот 
 

2 2 3 2 3 4 5(1 )(1 )(1 )(1 )x x x x x x x x x x x            
 

коефициентот пред rx  го дава бројот на начините на кој можат да се изберат r  

објекти од множество кое содржи 1 елемент од тип a , 2 елементи од тип b , 3 

елементи од тип c  и 5 елементи до тип d .  

 

5.4. Пример. Во сад имаме 4 црвени, 5 сини и 2 зелени топчиња.  
 

а) На колку различни начини од садот можат да се изберат 7 топчиња?  
 

б) На колку различни начини можат да се извлечат 7 топчиња, но притоа 

да мора да се извлече 1 црвено и 2 сини топчиња?  
 

Решение. а) Генераторната функција е:  
 

2 3 4 2 3 4 5 2(1 )(1 )(1 )x x x x x x x x x x x            

и бараниот број е еднаков на коефициентот пред 7x .  
 

б) Бидејќи мора да се извлече барем едно црвено топче, множителот кој 

соодветствува на барањето на црвените топчиња е 2 3 4x x x x   . Слично, мно-

жителот кој соодветствува на барањето на сини топчиња е 2 3 4 5x x x x   . Значи 

генераторната функција е  
 

2 3 4 2 3 4 5 2( )( )(1 )x x x x x x x x x x         

и бараниот број е еднаков на коефициентот пред 7x .  

 

5.5. Пример. Нека претпоставиме дека во сад се наоѓаат 3 црвени, 8 зеле-

ни, 9 портокалови и 2 бели топчиња. На колку начини можат да се изберат 12 топ-

чиња, ако мора да се изберат барем едно црвено топче, парен број зелени топчиња 

и непарен број портокалови топчиња?  
 

Решение. Бидејќи од 3 црвени мора да се избере барем едно топче поли-

номот за црвените топчиња е 2 3x x x  . Бидејќи од 8 зелени топчиња мора да се 

избере парен број топчиња, добиваме дека може да се изберат 0 или 2 или 4 или 6 

или 8 топчиња, па затоа полиномот за зелените топчиња е 2 4 6 81 x x x x    . 
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Слично, полиномот за портокаловите топчиња е 3 5 7 9x x x x x    , а полиномот 

за белите топчиња е 21 x x  .  
 

Според тоа, за поставениот проблем генераторната функција е  
 

2 3 2 4 6 8 3 5 7 9 2( )(1 )( )(1 )x x x x x x x x x x x x x x             
 

и бараниот број е коефициентот пред 12x .  

 

5.6. Пример. Најдете го коефициентот пред 24x  во развојот  
 

3 4 5 6 4( ...)x x x x    . 
 

Решение. Според теорема 3.1 имаме  
 

4

3 4 5 6 4 3 4 2 3 4 4 12 41
1

12 12 5 2 6 3 4 11
2 3

(1 )

( ...) ( ) (1 ...) ( )

(1 4 ( ) ( ) ... ( ) ...).

x

n n
n

x

x x x x x x x x x x

x x x x x x



 



          

       
 

 

Значи, за да го определиме коефициентот пред rx  треба да го определиме коефи-

циентот пред 12rx   во генераторната функција  
 

5 2 6 3 4 1
2 31 4 ( ) ( ) ... ( ) ...n n

nx x x x       , 
 

па затоа коефициентот пред rx  е  
 

4 12 1 9
12 12( ) ( )r r

r r
   
  . 

Конечно, коефициентот пред 24x  е  

24 9 15
24 12 12( ) ( )
  .  

 

5.7. Пример. На колку начини 12 објекти можат да се изберат од 5 видови 

објекти, при што мора да има најмногу 2 објекти од првите три видови, а нео-

граничен број објекти од останатите два видови објекти?  
 

Решение. Генераторната функција е:  
 

3

5

2 3 2 3 4 2 3 2 3 31 1 1
1 1 (1 )

3 6 9 6 2 5 1
2

(1 ) (1 ...) ( ) ( ) (1 )

(1 3 3 )(1 5 ( ) ... ( ) ...).

x
x x x

n n
n

x x x x x x x

x x x x x x


  

 

          

        

 

Ако ги помножиме последните два полиноми, добиваме дека коефициентот пред 
12x , т.е. бараниот број избори е  

 

5 12 1 5 9 1 5 6 1 5 3 1 16 13 10 7
12 9 6 3 12 9 6 31 ( ) 3( ) 3( ) ( ) ( ) 3( ) 3( ) ( ).                 

 

5.8. Пример. На колку начини 20 објекти можат да се изберат, ако објек-

тите од првиот вид можат да се изберат само во пакети од по 5 објекти, од вториот 

вид само во пакети од по 3 објекти, од третиот вид можат да се земат најмногу 4, 
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од четвртот вид најмалку 3 објекти и може да се земат најмнугу 2 објекти од 

петтиот вид?  
 

Решение. Генераторната функција за поставениот проблем е:  
 

5 3 3 3

5 3 3

5 10 3 6 2 3 4 3 4 5 2

1 11 1
1 1 11 1 (1 )

3 4 2 5 3 3 1
2 3

(1 ...)(1 ...)(1 )( ...)(1 )

(1 3 ( ) ( ) ... ( ) ...).

x x x x
x x xx x x

n n
n

x x x x x x x x x x x x x

x x x x x

 
    

 

               

     

      

 

 

Бараниот број избори е коефициентот пред 20x . Но коефициентот пред rx  е 

1
3( )r

r

 , па затоа бараниот број избори е 19

17( ) .  

 

5.9. Пример. Најдете ја генераторната функција чиј n ти коефициент го 

дава бројот на ненегативни решенија на равенката  
 

1 2 3 44 5 3e e e e n    . 
 

Решение. Бараниот број е еднаков на бројот на начините за избор на n  

објекти при што објектите од вторито вид се земаат во пакети од по 4 објекти, об-

јектите од третиот вид се земаат во пакети од по 5 објекти и објектите од четвр-

тиот вид се земаат во пакети од по три објекти. Според тоа, бараната генераторна 

функција е  
 

4 5 3

2 4 8 5 10 3 6 1

(1 )(1 )(1 )(1 )
(1 ...)(1 ...)(1 ...)(1 ...)

x x x x
x x x x x x x x

   
             .  

 

 

 

6. ГЕНЕРАТОРНИ ФУНКЦИИ И РАЗБИВАЊА   
 

6.1. Да го разгледаме бројот на начините на сместување на n  истоветни 

објекти во n  истоветни кутии, при што некои од кутиите можат да останат 

празни. Јасно, овој број е еднаков на бројот на разбивањата на бројот n  на n  или 

помалку делови и тој број еднаков на бројот на ненегативните целобројни реше-

нија на равенката  

1 2 33 3 ... ne e e ne n     .    (1) 
 

Понатаму, за фиксиран број n , бројот на решенијата на равенката (1) е еднаков на 

коефициентот пред nx  во генераторната функција  
 

2 3

1

(1 )(1 )(1 )...(1 )nx x x x   
.     (2) 

 

Генераторната функција (2) важи за фиксиран број n . Аналогно, за секој приро-

ден број n  степенот пред nx  во генераторната функција  
 

2 3

1

(1 )(1 )(1 )...(1 )...kx x x x   
    (3) 

го дава бројот на решенијата на равенката (1). Според тоа, точна е следнава тео-

рема.  
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Теорема. Функцијата (3) е генераторна функција чиј n ти коефициент 

го дава бројот на начините на сместување на n  истоветни објекти во n  истоветни 

кутии, при што некои кутии може да останат празни, односно го дава бројот на 

разбивањата на бројот n  на n  или помалку делови (целобројни ненегативни со-

бирци).  

 

6.2. Пример. Да го разгледаме бројот на начините на разбивање на бројот 

n  како збир на n  или помалку различни природни броеви. Бидејќи собирците 

треба да се различни, секој цел број може да се појави во разгледуваниот збир 

само еднаш. Значи, во записот на бројот n , како збир на различни природни бро-

еви, секој цел број помал или еднаков на n  ќе се појави само еднаш. Според тоа, 

решение на поставениот проблем дава коефициентот пред nx  во генераторната 

функција  
2 3(1 )(1 )(1 )...(1 )...kx x x x    .  

 

6.3. Пример. Докажете дека бројот на начините за разбивање на природ-

ниот број n , како збир на n  или помалку различни природни броеви е еднаков на 

бројот на начините на разбивања на природниот број n  како збир на n  или по-

малку непарни природни броеви.  
 

Решение. Според пример 6.2 бројот на начините на разложување на це-

лиот број n  како збир на n  или помалку различни природни броеви е еднаков на 

коефициентот пред nx  во генераторната функција  
 

2 4 6 8 2

2 3 4

3 5 2 1

2 3 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1

(1 )(1 )(1 )...(1 )...

(1 )(1 )(1 )...(1 )... ... ...

.

k

k

k

k x x x x x
x x x x x

x x x x

x x x x



    
    

   

          


 

 

Но, функцијата 
3 5 2 1

1

(1 )(1 )(1 )...(1 )...kx x x x    
 е генераторна функција за бројот на раз-

ложувањата на целиот број n  како збир на n  или помалку непарни природни бро-

еви, од што следува тврдењето.  

 

6.4. Бројот на разбивање на природниот број n  во збир од k  или помалку 

природни броеви, при што сите собирци се помали или еднакви на k  е еднаков на 

бројот на ненегативните решенија на равенката  
 

1 2 33 3 ... ke e e ke n     . 
 

Генераторната функција е  
 

2 2 4 3 6 2(1 ...)(1 ...)(1 ...)...(1 ...)k kx x x x x x x x            , 
 

односно  

2 3

1

(1 )(1 )(1 )...(1 )kx x x x   
.    (4) 

Јасно, функцијата (4) е генараторна и за проблемот за наоѓање на бројот на начи-

ните за сместување на n  истоветни објекти во k  кутии, при што некои од кутиите 

може да бидат празни.  
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6.5. Сега да го разгледаме проблемот на разбивање на бројот n  во збир на 

точно k  цели броеви. Јасно, овој број е еднаков на бројот на разбивања на бројот 

n  во збир од n  или помалку цели броеви, при што бројот k  е најголемиот цел 

број во збирот (зошто?). Во вој случај генераторната функција е:  
 

2 3

2 2 4 3 6 1 2( 1) 2

2 2 4 3 6 1 2( 1)

(1 )(1 )(1 )...(1 )

(1 ...)(1 ...)(1 ...)...(1 ...)( ...)

(1 ...)(1 ...)(1 ...)...(1 ...)(1 ...)

.
k

k

k k k k

k k k k

x

x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

 

 

   

             

             



 

 

Јасно, последната функција е генараторна и за проблемот за наоѓање на бројот на 

начините за сместување на n  истоветни објекти во k  кутии, при што ниту една 

од кутиите не смее да остане празна.  

 

6.6. На крајот од овој дел да 

забележиме дека често пати е по-

годно разбивањата геометриски да 

се претстават во вид на дијаграм на 

Фере или дијаграм на Јанг. На цр-

теж 1 се прикажани соодветните ди-

јаграми за разбивањето  
 

5 4 4 2 1     
 

на бројот 16. Притоа првата колона 

на дијаграмите содржи онолку реди-

ци колку што е бројот на собирците во разбивањето.  
 

Користејќи ги дија-

грамите на Фере и Јанг, мо-

же да се докажат различни 

својства на разбивањата. На 

пример, на дијаграмот на 

Јанг природно е да ја разгле-

даме симетријата во однос 

на главната дијагонала. При 

ова пресликување некои ди-

јаграми се пресликуваат са-

ми на себе (цртеж 2 а)). При-

родно е таквите дијаграми, соодветно разбивањата кои им припаѓаат, да ги наре-

куваме симетрични. Во следната лема ќе докажеме едно својство на симетричните 

разбивања.  

 

6.7. Лема. Бројот на симетричните разбивања на бројот n  е еднаков на 

бројот на неговите разбивања на различни непарни собирци.  
 

Доказ. На секој симетричен дијаграм да му го придружиме дијаграмот 

формиран од неговите “централни краци”, цртеж 2 b). Бројот на квадратите во 

секој централен крак на симетричниот дијаграм е непарен и овие броеви се по-

парно различни. Значи, бројот на симетричните разбивања е помал или еднаков на 

од бројот на разбивањата на различни непарни собирци.  
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Обратно, ако земеме дијаграм, составен од колони со различна непарна 

должина, тогаш секоја колона можеме да ја “прекршиме” на средина и од добие-

ните делови да составиме симетричен дијаграм. Според тоа, бројот на разбивања-

та на различни непарни собирци е помал или еднаков на бројот на симетричните 

разбивања.  

 

 

 

7. ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ ГЕНЕРАТОРНИ ФУНКЦИИ  
 

7.1. Како што веќе рековме редот  
 

0

( ) i
i

i

g x a x




       (1) 

 

го сфаќаме како формален ред и обично не ја испитуваме неговата конвергенција 

и другите аналитички својства, иако тоа е од особена важност. Затоа, имајќи ги 

предвид својствата на редовите, како што е: редот (1) конвергира за барем еден 

0x   ако и само ако низата | |n
na  е ограничена, најчесто е погодно да се кори-

стат таканаречените експоненцијални генераторни функции.  

 

Дефиниција. Функцијата  
 

!
0

( ) ka k

k
k

h x x




       (2) 

 

ја нарекуваме експоненцијална генераторна функција за низата 0{ }k ka 
 .  

 

7.2. Нека 
!

0

( ) ka k

k
k

f x x




   и 
!

0

( ) kb k

k
k

g x x




   се експоненцијални генера-

торни функции за низите 0{ }k ka 
  и 0{ }k kb 

 . Тогаш  
 

! ! !
0 0 0

( ) ( ) k k k ka b a bk k k

k k k
k k k

f x g x x x x
  



  

      , 

 

што значи дека ( ) ( )f x g x  е експоненцијална генераторна функција за низата 

0{ }k k ka b 
 .  

 

Понатаму,  
 

0 01 2 1 2

0 0 0 1 1 0 0 2 2 01 1

0 0

2 2

0! 1! 2! 0! 1! 2!

2

0! 0!1! 1!0! 0!2! 1!1! 2!0!

1! 1! 2! 2! 21 1
0 1 1 0 0 2 1 10! 1! 0!1! 1!0! 2! 0!2! 1!1!

( ) ( ) ( ) ( ...)( ...)

       ( ) ( ) ...

       [ ] [

a ba a b b

a b a b a b a b a ba b

a b

h x f x g x x x x x

x x

a b a b x a b a b

       

      

      2!
2 02!0!

] ...,a b x 

 

 

што значи дека ( ) ( ) ( )h x f x g x  е експоненцијална генераторна функција на низа-

та  
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0

( ) , 0,1,2,3,...
n

n
n k k n k

k

c a b n


  , 

 

која ја нарекуваме биномна конволуција на низите 0{ }k ka 
  и 0{ }k kb 

 .  
 

Уште една суштинска разлика на експоненцијалните од обичните генера-

торни функции се забележува при нивното диференцирање и интегрирање. Име-

но, при диференцирањето и интегрирањето на експоненцијална генераторна функ-

ција повторно добиваме експоненцијална генераторна функција за која имаме 

шифтување на низата коефициенти, без да се менува нивната големина, т.е.   
 

1

!
0

'( ) ka k

k
k

h x x




   и 1

( 1)!
0

( ) ka k

k
k

h x dx x







  . 

 

7.3. Пример. Знаеме дека  
 

0 1 2

2
0 1 2

2! ! ! ! !
0! ! 1!( 1)! 2!( 2)! !( )! 0! !

! ! ! ! !
! 0! ( 1)! 1! ( 2)! 2! ( )! ! 0! !

(1 ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

... ...

... ... ,
k n

n n n n n n
n

k nn n n n n
n n n k n k n

n x n x n x n x n x
n n n n k k n

x x x x

x x x x
  

  

     

      

           

 

 

што значи дека (1 )nx  е експоненцијална генераторна функција за низата  
 

!
( )!

, 0,1,2,...,n
k n k

a k n


  , 

 

т.е. за бројот на варијации без повторување од n  елементи од класа k .  

 

7.4. Пример. Нека претпоставиме дека имаме неограничен број бели, цр-

ни, зелени и плави топчиња. Генераторната функција за избор на n  топчиња од 

кои  најмалку 2 се црни и најмалку 3 се плави е  
 

2 2 3 4 2 3 3 4 5(1 ...)( ...)(1 ...)( ...)x x x x x x x x x x x           . 
 

Притоа, ако избираме 12 топчиња, тогаш 2 4 3 3x x x x  претставува избор на 2 бели, 4 

црни, 3 зелени и 3 плави топчиња. Нека претпоставиме дека наместо избор на 

бели, црни, зелени и плави топчиња ги избираме буквите , , иb c z p  и да бележиме 

колку зборови со овие букви сме добиле. Понатаму, нека наместо да сакаме еден 

резултат 2 ,4 ,3 ,3b c z p  да го бараме бројот 12!
2!3!3!4!

, кој го дава бројот на зборовите 

од буквите 2 ,4 ,3 ,3b c z p , т.е. го дава бројот на пермутациите од 12 елементи од 

класа (2,3,3,4). Бараниот број можеме да го добиеме со помош на експоненцијал-

ната генераторна функција  
 

2 2 3 4 2 3 4 5

1! 2! 2! 3! 4! 1! 2! 3! 4! 5!
(1 ...)( ...)(1 ...)( ...)x x x x x x x x x x             

 

при што наместо 2 4 3 3x x x x  како еден од членовите од кои се добива 12x  го доби-

ваме членот  
 

2 4 3 3 12 1212!
2! 4! 3! 3! 2!4!3!3! 2!4!3!3! 12!
x x x x x x  .  
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Јасно, коефициентот пред 
12

12!
x  е 12!

2!4!3!3!
 и истиот го дава бројот на начините на кој 

можеме да избереме и преуредиме 2 бели, 4 црни, 3 зелени и 3 плави топчиња.  

 

7.5. Забелешка. Коефициентот пред nx  при користењето на обичните 

генераторни функции го дава вкупниот број начини на кој можеме да избереме n  

објекти, а коефициентот пред 
!

nx
n

 кај експоненцијалните генераторни функции го 

дава бројот на начините на кој можеме да избереме и преуредиме n  објекти.  

 

7.6. Пример. Најдете ја генераторната функција која може да се искори-

сти за наоѓање на бројот на начините на кој n  лица може да се сметат во 3 соби со 

најмалку 2, но не повеќе од 9 лица.  
 

Имајќи ги предвид претходно изнесените својства на експоненцијалните 

генераторни функции, добиваме дека бараната експоненцијална генераторна 

функција е  
 

2 3 4 9 2 3 4 9 2 3 4 9

2! 3! 4! 9! 2! 3! 4! 9! 2! 3! 4! 9!
( ) ( ... )( ... )( ... )x x x x x x x x x x x xf x               

2 3 4 9 3

2! 3! 4! 9!
( ... ) .x x x x       

 

7.7. Пример. Како што знаеме бројот на варијациите со повторување од 

n  елементи од класа k  е еднаков на kn . Овој број е еднаков на бројот на различ-

ните распоредувања за k  објекти од n  видови објекти, при што претпоставуваме 

дека постои неограничен број објекти од секој вид. Експоненцијалната генератор-

на функција за определување на овој број е  
 

2 3

2 3

2 2 3 3

1! 2! 3! !

( ) ( ) ( )

1! 2! 3! !

1! 2! 3! !

( ) (1 ... ...) ( )

1 ... ...

1 ... ...

k

k

k k

n x n nxx x x x
k

nx nx nxnx
k

nx n x n x n x
k

f x e e        

      

      

 

 

што значи  
2 3

1! 2! 3! !
( ) (1 ... ...)

k nx x x x
k

f x         
 

е експоненцијална генераторна функција за низата варијации со повторување од 

n  елементи од класа k .  

 

7.8. Пример. Нека n  гости се сметени во три сали, при што во правата са-

ла мора да има барем еден гостин, во втората сала мора да има непарен број гости 

и во третата сала мора да има парен број гости. Експоненцијалната генераторна 

функција за овој проблем е  
 

2 3 3 5 2 4 6

1! 2! 3! 1! 3! 5! 2! 4! 6!
( ) ( ...)( ...)(1 ...)x x x x x x x x xf x          .   (3) 

 

Ако ги искористиме равенствата  
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2 3

1! 2! 3! !
1 ... ...

kx x x x x
k

e        ,  
2 3

1! 2! 3! !
1 ... ( 1) ...

kx kx x x x
k

e          
 

добиваме  
 

2 4 2

2 2! 4! (2 )!
1 ... ...

x x ke e x x x
k

        и 
3 5 2 1

2 1! 3! 5! (2 1)!
... ...

x x ke e x x x x
k

 


      , 

 

па со замена во (3) за експоненцијалната генераторна функција добиваме  
 

2 2 3 2 21
2 2 4 4

( ) ( 1) ( 1) [ ]
x x x x x xx x x x x xe e e e e ef x e e e e e e

               .  
 

Коефициентот пред 
!

nx
n

 во последната функција е 1
4

[3 ( 1) 2 ( 2) ]n n n n      и тој е 

еднаков на бројот на начините на сместување на n -те гости во трите сали, при 

дадените услови.  

 

7.9. На крајот од оваа точка ќе докажеме две теореми за сместување на 

различни објекти во различни и исти кутии.  

 

Теорема А. Бројот на начините на кои n  различни објекти може да се 

стават во k  различни кутии, при што ниту една кутија не смее да биде празна и 

1 k n   е 
 

( )

0

( 1) ( )( )
k

n i k n
ik

i

A k i


   .   (4) 

 

Доказ. За дадениот проблем експоненцијалната генераторна функција е  
 

2 3 ( )( )

1! 2! 3! !
0 0 0

! !
0 0 0 0

( ) ( ...) ( 1) ( )( 1) ( )( 1)

( )( 1) ( ) ( 1) ( )( )

n n

n n

k k
k i xk x k k i k i x k ix x x

i i n
i i n

k k
k i n i k nx x
i in n

n i n k

f x e e

k i k i




  

 

   

         

     

  

   

 

 

и коефициентот пред 
!

nx
n

 е даден со (4).  

 

Теорема Б. Бројот на начините на кои n  различни објекти може да се 

стават во k  исти кутии, при што ниту една кутија не смее да биде празна и 

1 k n   е 
 

( ) 1
!

0

( 1) ( )( )
k

n i k n
ik k

i

S k i


   ,    (5) 

 

каде 
( )n
k

S , 0 k n   се Стирлинговите броеви од втор вид.  
 

Доказ. Бидејќи 
( )n
k

A  е бројот на сместувања на n  различни објекти во k  

различни кутии, при што ниту една кутија не смее да биде празна, за да од раз-

лични преминеме на исти кутии треба овој број да го поделиме со !k , што значи 

дека 
( ) ( )1

!

n n
k kk

S A , т.е. точна е формулата (5).  
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8. ХАРМОНИСКИ БРОЕВИ   
 

8.1. Во пример 2.10 покажавме дека генераторната функција за низата 

парцијални суми на редот 
0

i
i

a




  е функцијата 1
11
( )

x
g x


, каде 1( )g x  е генератор-

ната функција на низата 0{ }k ka 
 . Исто така, во пример 2.15 б) покажавме дека 

генераторната функција на низата 1
01

{ }nn




 е 1( ) ln(1 )g x x   . Според тоа, гене-

раторната функција на низата парцијални суми на дивергентниот ред 1
1

0
k

k






  е 

дадена со  
 

2 3 2 3 41 1 1 1
1 2 3 4

2 33 11
2 6

0

ln(1 ) (1 ...)( ...)

... ,

x

k
k

k

x x x x x x x x

x x x H x







          

     
 

 

каде 0 0H   и 1 1
2

1 ... ,k k
H      за 1,2,...k  . Броевите nH  ги нарекуваме 

хармониски броеви и тие се еднакви на парцијалните суми на хармонискиот ред 

1
1

0
k

k






 . Очигледно важи рекурентната формула  

1
1n n n

H H   .     (1) 

 

8.2. Теорема. За секој природен број m  важи  
 

2 2
1m

mH   .     (2) 
 

Доказ. Очигледно тврдењето важи за 1m  . Нека претпоставиме дека (2) 

важи за некој 1m  . Тогаш 
 

1 1

1

1 1 1 1
2 2 2 1 2 2 2 3 2

1 1
2 2 22

11
2 2 2

...

2

1 1 .

m m m m m m

m mm

m

m m

H H

H H

 



  



     

   

    

 

 

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека (2) важи за секој 

природен број m .  

 

8.3. Забелешка. Подетални информации за хармониските броеви можеме 

да добиеме ако ја искористиме приближната формула  
 

2 4

1 1 1
2 12 120

lnn n n n
H n           (3) 

 

каде 
6

1

252
0

n
   и 0,5772156649...   е Ојлеровата константа.  
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9. ЗБИРОВИ ОД СТЕПЕНИ НА ПРИРОДНИ БРОЕВИ  
 

9.1. Нека 1k   е природен број и да означиме  
 

( , ) 1 2 ...k k kS n k n    .  
 

Знаеме дека за 1k   и произволен n  важи  

( 1)

2
( ,1)

n n
S n


 . 

 

Во овој дел ќе најдеме експлицитен израз за ( , )S n k  за произволни n  и k .  
 

Нека 
1

( ) k n
k

n

f x n x




   е генераторната функција за низата 1 ,..., ,...k kn . 

Имаме  
 

1
1

1 1 1 1 1

( ) ( )( ) ( ) ( , ) ,
n

n k n k n n
kx

n n n j n

f x x n x j x S n k x
   


    

         

 

што значи дека  
 

1
1

( ) ( )k kx
F x f x


   

 

е генераторната функција за низата 1{ ( , )}nS n k 
 .  

 

Прво ќе најдеме експлицитен израз за ( )kf x . За таа цел ќе ја докажеме 

следнава теорема.  

 

9.2. Теорема. За секој природен број k , функцијата ( )kf x  е дадена со  
 

1

( )

(1 )
( ) ,k

k

xp x
k

x
f x


      (1) 

 

каде ( )kp x  е полином со целобројни коефициенти, deg 1kp k   и неговиот во-

дечки коефициент е 1.  
 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по k . Ако 1k  , тогаш  
 

2

1
1

(1 )
1 0 0

( ) ( 1) ( ) ,n n n n x
n

x
n n n

f x nx x n x x x
  




  

        

 

што значи дека тврдењето важи и во овој случај 1( ) 1p x  .  
 

Нека претпоставиме дека теоремата важи за некој природен број k . 

Јасно,  
 

' 1 1

1

( ) k n
k

n

f x n x


 



  , 

 

и затоа имаме  
 

1 '
1

1

( ) ( )k n
k k

n

f x n x xf x







  . 

Според тоа,  
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'

1 2

'
1

2 2

( ) (1 )( ( ) ( )) ( 1) ( )
1

(1 ) (1 )

(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )

(1 ) (1 )

( ) ( ) '

,

k k k k

k k

k k k

k k

xp x x p x xp x k xp x
k

x x

kx p x x x p x xp x

x x

f x x x

x

 



 

   


 

  

 

  

  

 

каде  
 

'
1( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )k k kp x kx p x x x p x     . 

 

Од претпоставката имаме дека 1( ) ...k
kp x x   , па ако замениме во претходното 

равенство добиваме  
 

1 2
1( ) (1 )( ...) (1 )[( 1) ...] [ ( 1)] ... ...k k k k

kp x kx x x x k x k k x x 
               

 

што значи дека ( )kp x  е полином со целобројни коефициенти, deg 1kp k   и не-

говиот водечки коефициент е 1.  
 

Конечно, тврдењето на теоремата следува од принципот на математичка 

индукција.   

 

9.3. Ако се земе предвид дека за секој природен број k  функцијата  
 

1
1

( ) ( )k kx
F x f x


   

 

е генераторна за низата 1{ ( , )}nS n k 
 , тогаш од теорема 9.2 непосредно следува 

точноста на следнава теорема.  

 

Теорема. За секој природен број k  генераторната функција на низата 

1{ ( , )}nS n k 
  е  

 

2

( ) 1

(1 )
0

( ) ( ) ( )k

k

xp x n k n
k k k

x
n

F x xp x x



 




   ,    (2) 

 

каде ( )kp x  е полином со целобројни коефициенти, deg 1kp k   и неговиот во-

дечки коефициент е 1.  

 

9.4. Забелешка. Од доказот на теорема 9.2 непосредно следува дека низа-

та полиноми 1{ ( )}k kp x 
  е определена со равенствата  

 

'
1 1( ) 1, ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )k k kp x p x kx p x x x p x     .  (3) 

 

Ако ги искористиме равенствата (3), тогаш последователно добиваме 
 

1

2

2
3

2 2 3 2
4

( ) 1

( ) (1 ) 1 (1 ) 1' 1

( ) (1 2 )(1 ) (1 )(1 ) ' 4 1

( ) (1 3 )( 4 1) (1 )( 4 1) ' 11 11 1

p x

p x x x x x

p x x x x x x x x

p x x x x x x x x x x x



       

        

           

      (4) 

 

9.5. Пресметување на членовите на низата 1{ ( , )}nS n k 
 . Нека  
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( ) ( ) ( )1 2
1 2 1

( ) ...
k k kk k

k k k
p x x a x a x a 

 
     .   (5) 

 

Од (5) следува  
 

( )( ) ( )1 2
11 2

2 2 2 2 2

( )

(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )
1

( ) ( )1 2
1 1 11 1

0 0 0

( ) ( , ) ...

         ( ) ( ) ... ( ) .

kk kk kk
k k

k k k k k

xax a x axp xn x
k

x x x x x
n

k kn n n n n k n
k k kk

n n n

F x S n k x

x a x a x

 


    



    


  
  
  

  

      

   



  

 

 

Според тоа,  
 

( ) ( )1 2
1 1 11 1

( , ) 1 2 ... ( ) ( ) ... ( )
k kk k k n n n k

k k kk
S n k n a a  

  
        .  (6) 

 

Сега, ако се земе предвид (3) можеме да ги пресметаме вредностите на ( , )S n k . 

Така, на пример, користејќи ги формулите (4) добиваме  
 

( 1)1
2 2

( ,1) 1 2 ... ( )
n nnS n n

      ,  

( 1)(2 1)2 2 2 1 2
3 3 6

( ,2) 1 2 ... ( ) ( )
n n nn nS n n

          и  

( 1)3 3 3 1 2 3 2
4 4 4 2

( ,3) 1 2 ... ( ) 4( ) ( ) [ ]
n nn n nS n n

          .  

 

 

 

10. БЕРНУЛИЕВИ ПОЛИНОМИ  

И БЕРНУЛИЕВИ БРОЕВИ  
 

10.1. Нека 0m   е цел број и ( )x
m  е полиномот  

 

( 1)...( 1)

!
( )

x x x mx
m m

  
 . 

 

Јасно, полиномот ( )x
m  е од m ти степен и неговиот водечки коефициент е една-

ков на 1
!m
 и неговите корени се 0,1,2,..., 1m . Нека 1k   и (5) е експлицитниот 

израз на полиномот kp  даден во 9.5. Да означиме  
 

( ) ( )1 1
1 111 1

( ) ( ) ( ) ... ( )
x k kx x k

k k kk k
B x a a  

  
        (1) 

 

и за 0k   да ставиме 0( ) 1B x x  . Полиномите ( ), 0,1,2,...kB x k   ги нарекуваме 

Бернулиеви полиноми. Очигледно  
 

21 1
1 2 2 2

1 3 21 1 1
2 3 3 3 2 6

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

x

x x

B x x x

B x x x x

  

    
 

1 4 4 3 21 1 1
3 4 4 4 4 2 4
( ) ( ) 4( ) ( ) .x x xB x x x x        

 

Понатаму, ако се има предвид равенството (6) од 9.5 добиваме дека  
 

( , ) 1 2 ... ( 1)k k k
kS n k n B n         (2) 
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за секој 1n   и за секој 0k  .  

 

10.2. Теорема. За секој цел број 0k   степенот на полиномот ( )kB x  е 

1k   и неговиот водечки коефициент е еднаков на 1
1k

.  

Доказ. Од 0( ) 1B x x   следува дека тврдењето е точно за 0k  . Поната-

му, степенот на секој од полиномите 1 1
1 11

( ), ( ),..., ( )
x x x k

k kk
  
 

 е 1k  , па од (1) сле-

дува дека и степенот на полиномот ( )kB x  е 1k   и коефициентот пред мономот 

1kx   е еднаков на  
 

(1)( ) ( )1
1 1( 1)! ( 1)!

[1 ... ] kpk k
kk k

a a
 

    .  

 

Меѓутоа,  
 

1 1 2 1(1) [1 ( 1)] (1) (1) ( 1) (1) ... ! (1) !k k k kp k p kp k k p k p k            
 

и ако замениме во последното равенство добиваме дека водечкиот коефициент на 

полиномот ( )kB x  е еднаков на  
 

(1)( ) ( ) !1 1
1 1( 1)! ( 1)! ( 1)! 1

[1 ... ] kpk k k
kk k k k

a a
   

      .  

 

10.3. Теорема. (0) 0kB  , ако 1k   и (1) 0kB  , ако 0k  .  
 

Доказ. Непосредно следува од дефиницијата на Бернулиевите полиноми.  

 

10.4. Теорема. ( 1) ( ) k
k kB x B x x   , за секој 0k  .  

 

Доказ. Од равенството (2) следува дека ( 1) ( ) k
k kB n B n n   , за секој 

природен број n . Според тоа, полиномите ( 1) ( )k kB x B x   и kx  примаат еднак-

ви вредности во произволен број точки, па затоа тие се идентични.  

 

10.5. Теорема. 1 1[ ( 1) ( )]' [ ( 1) ( )]k k k kB x B x k B x B x      , за секој 1k  .  
 

Доказ. Од теорема 10.4 непосредно следува  
 

1
1 1[ ( 1) ( )]' ( ) ' [ ( 1) ( )]k k

k k k kB x B x x kx k B x B x
        .  

 

10.6. Забелешка. Пред да преминеме на следното својство на Бернулие-

вите полиноми да забележиме дека ако за полиномот ( )p x  важи  
 

( ) ( 1)p x p x  , 
 

тогаш ( ) constp x  .  

 

10.7. Теорема. За секој 1,2,3,...k   постои реален број kb  таков, што  
 

'
1( ) ( )k k kB x kB x b  . 
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Доказ. Од теорема 10.5 имаме  
 

' '
1 1( 1) ( 1) ( ) ( )k k k kB x kB x B x kB x       

 

и ако ставиме  
 

'
1( ) ( ) ( )k k kp x B x kB x  , 

 

добиваме дека полиномот ( )kp x  ги задоволува условите од забелешка 9.6. Спо-

ред тоа, за секој 1,2,3,...k   постои реален број kb  таков што ( )k kp x b , т.е.  
 

'
1( ) ( )k k kB x kB x b  .  

 

10.8. Ако искористиме дека (1) 0kB  , ако 0k  , од теорема 9.7 добиваме 

дека  
' (1)k kb B     (17) 

за секој 1,2,3,...k  .  
 

Да ставиме 0 1b  . Броевите kb , 0,1,2,3,...k   ги нарекуваме Бернулиеви 

броеви. За првите неколку Бернулиеви броеви имаме  
 

1 1
0 1 2 32 6

1, , , 0,...b b b b    . 

 

 

 

11. КАТАЛАНОВИ БРОЕВИ  
 

11.1. Пример. На кружницата се дадени 2n  точки. На колку начини овие 

точки можат да се разбијат на n  парови така што меѓу n те тетиви определени 

со овие парови точки не постојат две кои се сечат?  
 

Решение. Со na  да го означиме бараниот број разбивања, а точките на 

кружницата да ги означиме со 1 2 3 2, , ,..., nA A A A , во ист редослед како што се по-

ставени на кружницата. Точката 1A  може, при дадените услови со тетива да се 

поврзе само со една од точките 2 4 2 2 2, ,..., ,n nA A A A  (точки со парни индекси), 

бидејќи во спротивно, од секоја страна на тетивата која излегува од 1A  ќе има не-

парен број точки, па барем една тетива ќе ја сече тетивата од 1A .  
 

Да го определиме бројот на различните начини на поврзувања на точките, 

кога 1A  е поврзана со точката 2kA . Од едната страна на тетивата 1 2kA A  има 

2 2 2( 1)k k    точки и тие можат да се поврзат на 1ka   начин. Од другата страна 

на тетивата 1 2kA A  се наоѓаат 2( )n k  точки и тие можат да се поврзат на n ka   

начини. Од принципот на производ следува дека бројот на поврзувањата на 

точнике со n  тетиви, при кои точката 1A  е поврзана со точкта 2kA  е еднаков на 

1k n ka a  . Понатаму, ако сумираме по k  од принципот на збир следува дека  
 

0 1 1 2 1 2 1 1 0... ...n n n k n k n na a a a a a a a a a a            ,  (1) 
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Јасно, 0 1 1a a  . Нека  
 

2 3
2 3( ) 1 ...g x x a x a x      

 

е генераторна функција на низата 0{ }k ka 
 . Тогаш,  

 

0

2 2 3 2 3
2 3 2 3

1
0 0 0 1 1 0 0 1 1 2 2 1 1 0

( ) ( ) 12 3
1 2 3 4

[ ( )] [1 ...][1 ...]

            ( ) ... ( ... )

            ...

n
n n n n

g x a g x

x x

g x x a x a x x a x a x

a a a a a a x a a a a a a a a x

a a x a x a x


   

 

        

        

      

 

 

т.е.  
2[ ( )] ( ) 1x g x g x  .    (2) 

 

Квадратната равенка (2) ја решаваме по ( )g x  и добиваме  
 

1 1 4

2
( ) x

x
g x   .      (3) 

 

Но, 0 1a  , па затоа (0) 1g   и како 1 1 4

20
lim 1

x

xx

 


 , а 1 1 4

20
lim

x

xx

 


   добиваме 

дека  
 

1 1 4

2
( )

x

x
g x  

       (4) 
 

е генераторна функција на низата 0{ }k ka 
 .  

 

Ќе го определиме коефициентот пред kx  во развојот на функцијата (4). 

За таа цел ќе ја користиме обопштената Њутнова биномна формула, според која  
 

2 2 11 1 1 1 1 2 1 4 1
2 2 2 2 2 2 2 2
( 1)( 2)...( 1) ...1/2

! !
1 1

1 3 5 ... (2 3) 1 3 5 ... (2 3)2 1 2 3... ( 1)1
! ( 1)! ( 1)!

1 1

(1 4 ) 1 ( 1) 4 1 4

                1 2 1

        

k

k

k k k k k k

k k
k k

k k kk k k

k k k k
k k

x x x

x x

      

 

  

 
 

     

   

 

 

1 3 5 ... (2 3) 2 4 5... (2 2) (2 2)!1 1
( 1)! ( 1)! ( 1)! ( 1)!

1 1

(2 2)! 2 21 1
1( 1)! ( 1)!

1 1

        1 2 1 2

                1 2 1 2 ( )

k k kk k

k k k k k k
k k

k k k k
kk k k k

k k

x x

x x

  

   
 

 
 

 

   

   

 

 

 

па затоа  
2 21

1
1

1 1 2 ( )
1 1 4 2 2 1 21 1

12 2 1
1 0

( ) ( ) ( ) .

k k
kk

k

x
x k k i i

k ix x k i
k i

g x x x






 
   

 
 


      

Според тоа,  
21

1
( )n

n nn
a


 , 0,1,2,...n  .    (5) 

 

11.2. Коментар. a) Како што можеме да видиме решението на проблемот 

на тетиви е низата Каталанови броеви, која всушност ја добивме решевајќи го 

проблемот на загради. Првите неколку членови на оваа низа се:  
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1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, ...  
 

б) Користејќи ја формулата (5) ќе добиеме поедноставна рекурзија со чија 

помош поедноставно можеме да ги пресметуваме Каталановите броеви. Имено, од 

формулата (5) непосредно следува дека  
 

4 2
1 2

n
n nn

a a
 
  

 

в) Покрај триангулацијата и 

проблемот на загради, друга важна 

реализација на Каталановите броеви е 

поврзана со патиштата на Дик. Имено, 

да ја разгледаме целобројната решетка 

во првиот квадрант на Oxy  рамнината. 

Пат на Дик ја нарекуваме секоја не-

прекината искршена линија со цело-

бројни темиња, која се состои од век-

тори (1,1)a  и (1, 1)b  и која почнува од 

координатниот почеток и завршува на 

Ox  оската (цртеж 3). Притоа, делот од 

искршената линија кој се состои од еден вектор a  или b  го нарекуваме чекор во 

патот на Дик, а бројот на чекорите од кои е составен патот на Дик го нарекуваме 

должина на патот на Дик.  
 

Во врска со патот на Дик точно е следново тврдење, чиј доказ го оставаме 

на читателот за вежба.  
 

Бројот на патиштата на Дик со должина 2n  е еднаков на n от Ка-

таланов број na .  
 

г) Пат на Моцкин се де-

финира исто како и пат на Дик, 

само што во овој случај се вклу-

чува и хоризонталниот вектор 

(1,0)c , цртеж 2. Бројот на пати-

штата на Моцкин составени од n  

вектори го означуваме со nm . По-

четните членови на низата на 

Моцкин се 

0 1 2 31, 1, 2, 3m m m m    . 

Пресметајте неколку следни членови на оваа низа и обидете се да ги определите 

нејзината диференцна равенка и генераторна функција.  

 

На крајот од овој дел ќе се осврнеме на примената на Каталановите 

броеви во проучувањето на некои структури кои се од интерес за информатиката. 

За таа цел, прво ќе ги разгледаме таканаречените добри низи.  

 

11.3. Дефиниција. За низата нули и единици со должина 2n  ( 2n -низа) над 

азбуката {0,1}  ќе велиме дека е урамнотежена ако содржи n  нули и n  единици.  
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За урамнотежената 2n -низа над азбуката {0,1}  ќе велиме дека е добра 

ако во ниту еден нејзин почетен дел нема повеќе нули од единици. Во спротивно 

ќе велиме дека 2n -низата е лоша.  

 

11.4. Пример. Низата 110001 е лоша, бидејќи во нејзиниот почетен дел 

11000 има повеќе нули од единици.  

 

11.5. Теорема. Бројот на добри 2n -низи над азбука {0,1}  е 21
1

( )n
n nn

C


 .  
 

Доказ. Прво да забележиме дека бројот на урамнотежени 2n -низи е 

еднаков на 
2( )n
n . Ќе го определиме бројот на лошите низи меѓу урамнотежените 

2n -низи. Во секоја лоша низа може да се забележи првата нула со која се нару-

шува условот низата да е добра (во почетниот дел кој завршува со оваа нула има 

повеќе нули од единици). Ако во овој почетен дел ги замениме нулите со единици 

и единиците со нули добиваме 2n -низа со 1n  единица и 1n  нула, Од друга 

страна, за секоја 2n -низа со 1n  единица и 1n  нула може да се изврши обрат-

ната постапка на замена и да се најде лошата низа од која е добиена почетната 

низа. На пример, низата 001011101101 е добиена од низата 110100001101 со 

замена на нулите и единиците во почетниот дел со должина 7. Од принципот на 

еднаквост следува дека бројот на лошите 2n -низи е еднаков на 
2

1( )
n

n . Конечно, од 

принципот на исклучување следува дека бројот на добрите 2n -низи е  
 

(2 )! (2 )! (2 )! (2 )!22 21 1
1 ! ! ( 1)!( 1)! ! ! 1 1 ! ! 1

( ) ( ) [1 ] ( )
n n n nnn nn

n n nn n n n n n n n n n n n
C      

        .  

 

11.6. Пример. Пред билетарница стојат 2n  лица. Секоја од нив сака да 

купи по еден билет кој чини 50 денари. Меѓу лицата во редот точно n  лица имаат 

по 50 денари, а останатите имаат по една банкнота од по 100 денари. На почетокот 

касата на билетарницата е празна. Колкав е бројот на распоредите на лицата така 

што продавачката може да врати кусур на секое лице кое купува билет?  
 

Решение. На секое лице при купувањето на билетот може одма да и се 

врати потребниот кусур ако и само ако за секое лице кое има 100 денари бројот на 

лицата кои се во редот пред неа и имаат по 50 денари е поголем од бројот на 

лицата кои се во редот пред неа и имаат по 100 денари. Ако на секое лице кое има 

50 денари му го придружиме бројот 1, а на останатите бројот 0, добиваме 2n -низа 

од нули и единици, која е добра. Според теорема 11.5 бројот на добрите 2n -низи е 

nc . Бидејќи n те лица со 50 денари можат да се распоредат на n те места во 

секоја добра низа на !n  начини и истото важи за n те лица со 100 денари, 

заклучуваме дека бараниот број распореди е еднаков на  
 

(2 )!21
1 1

! ! ( ) ! !
nn

n nn n
C n n n n

 
  .  

 

11.7. Коменатар. При изучувањето на информационите структури често 

пати разгледуваме линеарни списоци во кои вклучувањето, исклучувањето и во-

општо кажано пристапот во истите може да се врши само според определени 

правила. Линеарниот список во кој пристапот е можен само на еден крај на списо-
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кот го нарекуваме стек. Процесот на влегување во потпрограмите и излегување 

од нив при реализирање на некоја програма, е сличен на процесот на функ-

ционирање на стекот. Исто така, стековите често пати се појавуваат и во врска со 

алгоритмите со рекурзивен карактер, што само по себе укажува на значењето на 

стекот.  
 

Аналогијата на стекот и преместувањето на ва-

гоните по железничките колосеци која ја предложил Е. 

Дејкстра помага да се свати механизмот на стекот.  

 

11.8. Пример. Да претпоставиме дека вагоните 

, , ,A B C D  (цртеж 5) се наоѓаат на влезот на Стекот и 

дека истите можат да се движат само на начин покажан 

со стрелките. Нека последователно ги извршиме след-

ниве операции:  
 

1) A  влегува во стекот,   2) B  влегува во стекот,  

3) B  излегува од стекот,  4) C  влегува во стекот,  

5) D  влегува во стекот,   6) D  излегува од стекот,  

7) C  излегува од стекот и  8) A  излегува од стекот.  
 

Како резултат на овие операции, првобитниот распоред на вагоните ABCD  на 

влезот во стекот се менува во распоредот BDCA .  

 

11.9. Коментар. Низата операции 1)-8) од пример 10.8 може да се запише 

како збор 110111000, каде 0 ја заменува наредбата: “премести го вагонот од стекот 

на излезот”, а 1 ја заменува наредбата: “премести го вагонот од влезот внатре во 

стекот”. Притоа се подразбира дека наредбата се оснесува на единствениот вагон 

на кој истата може да се примени. Некои зборови, како низи наредби немаат сми-

сол, бидејќи може да се случи да не постои вагон на кој наредбата може да се 

примени. На пример, не може да се реализира низата наредби 10100110.  

 

11.10. Дефиниција. За урамнотежената 2n -низа ќе велиме дека е стек-

остварлив ако операциите зададени со таа низа можат да се реализираат со помош 

на стек.  

 

11.11. Јасно, стек-остварливата низа мора да биде урамнотежена, бидејќи 

колку вагони што влегуваат во стекот, исто толку мора да излегуваат.  
 

Логично е да се запрашаме кои 2n -низи се стек-остварливи? Лесно се 

гледа дека урамнотежената 2n -низа е стек-остварлива ако и само ако меѓу кои би-

ло k  први членови на низата нема повеќе нули од единици. Навистина, не може 

од стек на излез да се преместат повеќе вагони отколку што претходно од влезот 

се преместени во стекот. Значи, точна е следнава теорема.  

 

Теорема. 2n -низа над азбуката {0,1}  е стек остварлива ако и само ако е 

добра.  

 

11.12. Две различни стек-остварливи низи обавезно даваат различен по-

редок (пермутација) на вагоните на излезот од стекот. Имено, ако две низи имаат 
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први r  членови исти, а потоа во едната следува 1, а во другата 0, тоа значи дека 

двата распореди на вагоните добиени со реализација на овие низи ќе се разлику-

ваат барем во едно место.  
 

Опишаната постапка на менување на редоследот на вагоните со помош на 

стек може да се разгледува како постапка на сортирање, т.е. добивање на некоја 

пермутација од n  елементи (распоред на излезот од стекот) од основната перму-

тација (распоред навлезот на стекот). Во таа смисла ја имаме следнава дефиниција.  

 

Дефиниција. Пермутацијата која може да ја добиеме од основната пер-

мутација со претходно опишаната постапка ја нарекуваме стек-сортабилна.  

 

11.13. Теорема. Бројот на стек-сортабилните пермутации од n  елементи е  
 

21
1

( )n
n nn

C


 . 
 

Доказ. Видовме дека секоја стек-остварлива 2n -низа дава една стек-сор-

табилна пермутација, а дека различните низи даваат различни пермутации. Спо-

ред тоа, бројот на стек-сортабилните пермутации од n  елементи е еднаков на бро-

јот на стек-остварливите 2n -низи. Од теорема 11.11 следува дека овој број е една-

ков на добрите 2n -низи. Конечно, тврдењето следува од теорема 11.5.  

 

11.14. Пример. а) Постојат 5 добри 6-низи: 111000, 110100, 110010, 101100 

и 101010 на кои соодветствуваат следниве пет пермутации на елементите на 

множеството {1,2,3}: 321, 231, 213, 132 и 123 соодветно. Единствена пермутација на 

ова множество која не е стек-сортабилна е 312.  
 

б) Има 14 добри 8-низи:  
 

11110000, 11101000, 11100100, 11100010, 11011000, 11010100, 11010010,  

11001100, 11001010, 10111000, 10110100, 10110010, 10101100 и 10101010  
 

на кои му соодвествуваатследниве 14 пермутации на елементите на множеството 

{1,2,3,4}:  
 

4321, 3421, 3241, 3214, 2431, 2341, 2314, 2143, 2134, 1432, 1342, 1324, 1243 и 1234 
 

соодветно.  

 

 

 

ЗАДАЧИ  
 

1. Нека генераторната функција 2 3 4
1 2 3 4( ) ...g t b t b t b t b t      е таква што 

1 0b  . Докажете дека десната инверзија ( )h u  и левата инверзија ( )f s  се сов-

паѓаат. Оваа заедничка инверзија ја означуваме со 1( )g t .   
 

2. Докажете дека не постои генераторна функција ( )g x  таква што ( ) 1xg x  .  
 

3. Нека низите за генераторните функции  

0

( ) i
i

i

g x a x




  , 0 0a   и 
1

( ) i
i

i

f x b x




  , 1 0b   
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се целобројни. Кои услови треба да ги исполнуваат низите 0{ }n na 
  и 1{ }n nb 

 , 

за да соодветните низи на генераторните функции 1
( )g x

 и 1( )f x  се целоброј-

ни.  
 

4. Најдете ја генераторната функција за низата 0{ }n na 
  зададена со:  

a) 0 11, 5a a   и  2 12 4n n na a a   , 0n  ,  

b) 0 1 2 3 2 13, 9, 29, 9 26 24n n n na a a a a a a        , 0n  ,  

c) 0 1 2 11, 0, 2 3 1n n na a a a a      , 0n  .  
 

5. Нека ,a rR . Докажете дека генераторната функција на низата 0{ }n
nar 
  е 

, 1
( ) a

a r rx
g x


 .  

 

6. За природниот број n  со nA  да го означиме множеството {1,2,..., }n . Нека 

( )f n  е бројот од подмножествата од nA  кои не содржат два ниту едни два по-

следователни елементи. Најдете формула за ( )f n .  
 

7. За низата Фибоначиеви броеви докажете дека важи :  

a) 2 2
1 1 ( 1)k k kf f f    , за 1k   и  

b) 
1

5 1

2
lim n

n

f

fn 




 .  

 

8. Докажете дека секој природен број на едниствен начин може да се претстави 

во видот 1 1 2 2 2 2 ...a f a f a f   , каде , 1,2,3,...kf k   се Фибоначиевите брое-

ви, а секој од броевите , 1,2,3,...ka k   е еднаков на нула или единица, при 

што во збирот има конечно многу единици и два последователни членови на 

низата 1{ }k ka 
  не можат да бидат еднакви на единица.  

 

9. Најдете ја генераторната функција на низата чиј k  ти член е 22ka k .  
 

10. Пресметајте го збирот 2

1

2
n

k

k


 .  

 

11. Со помош на генераторни функции решете ги диференцните равенки:  

a) 0 11, 2 3 , за 1n
n na a a n    ,  

b) 0 12, 3 2 , за 1n
n na a a n    , 

c) 0 11, 2 2 , за 1n
n na a a n    ,  

d) 0 12, 3 , за 1n na a a n n    ,  

e) 0 11, 2 2 , за 1n
n na a a n n      

f) 0 1 1 11, 0, 4 4 , за 2n n na a a a a n      ,  

g) 0 1 1 11, 3, 7 10 , за 2n n na a a a a n      ,   

h) 0 1 1 11, 8, 6 9 2 , за 2n
n n na a a a a n       ,  

i) 0 1 1 10, 6 9 2 , за 2n
n n na a a a a n n        ,  
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j) 0 1 2 3 2 12, 0, 2, 6 11 6n n n na a a a a a a         .  
 

12. Најдете ја генераторната функција на низата на Лукас, задача XXV 9.  
 

13. Најдете ја генераторната функција чиј k  ти коефициент го дава бројот на 

целобројните решенија на равенката:  

a) 1 2 3 4 2 4, 0 2, 0 4e e e e k e e        ,  

b) 1 2 3 4 ,e e e e k     каде 1e  е парен, 2e  е непарен и 4 4e  ,  

c) 1 2 3 4 ,e e e e k     каде ie i , за секој i , 

d) 1 2 3 4 ,e e e e k     каде 3ie  , за секој i ,  

e) 1 2 3 42 2e e e e k    .  
 

14. Нека 1

1

( )

( )
( )

P s

Q s
g s   и 2

2

( )

( )
( )

P s

Q s
h s   се рационални генераторни функции, зададе-

ни со заемно прости дропки и нека 
( )

( )
( )( )

P s

Q s
g h s   е нивниот производ на 

Адамар, запишан како нескратлива дропка. Што може да се каже за полино-

мот ( )Q s , ако се познати полиномите 1( )Q s  и 2 ( )Q s ?  
 

15. Најдете ја генераторната функција која може да се искористи за пресметување 

за бројот на начините за вадење на k  топчиња од:  

a) 4 црвени, 3 плави, 6 портокалови и 2 зелени тошчиња,  

b) 6 црвени, 5 плави, 4 портокалови и 3 зелени топчиња,  

c) 7 црвени, 5 плави, 8 портокалови и 4 бели топчиња, ако мора да се избере 

непарен број зелени и црвени топчиња, а парен број портокалови и бели 

топчиња,  

d) 6 црвени, 12 црни, 7 бели и 10 плави топчиња, ако мора да се изберат 

најмалку 4 црни топчиња и парен број плави топчиња.  
 

16. Најдете ја генераторнаа функција која може да се искористи за наоѓање на 

бројот на начините на потполнување на сума од k  денари, со корстење на 

монети од 1, 2, 5 и 10 денари.  
 

17. Искористете ја генераторната функција за да го најдете бројот на начините на 

кои k  коцки за играње може да се фрлат за да се добие збир n .  
 

18. За 8n  , поштарината од n  денари секогаш може да се плати со користење 

на поштенски марки од 5 и 3 денари. Искористете ја генераторната функција 

за да го најдете бројот на начините за намирување на поштарина од n  денари 

исклучиво со поштенски марки од 3 и 5 денари.  
 

19. Определете го коефициентот пред:  

a) 7x  во развојот на генераторната функција 2 3 5( ) ( )f x x x x   ,  

b) 20x  во развојот на генераторната функција 4 8 16 3( ) ( ...)f x x x x    ,  

c) 12x  во развојот на генераторната функција 2 3 4 4( ) ( ...)f x x x x    ,  

d) 10x  во развојот на генераторната функција  

2 3 4 5 5 10( ) ( )(1 )f x x x x x x x      , 

e) 10x  во развојот на генераторната функција 
4

5(1 )
( ) x

x
f x


 ,  
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f) 17x  во развојот на генераторната функција 
4

51
( ) x

x
f x


 ,  

g) 12x  во развојот на генераторната функција 
2

3

1 2
( ) x

x x
f x 

 
 ,  

h) 12x  во развојот на генераторната функција 
3 2

4

3

(1 )
( ) x x

x
f x 


 ,  

i) 12x  во развојот на генераторната функција 
3 4

1

(1 )
( )

x
f x


 ,  

20. Искористете ја генераторната функција за на наоѓање на бројот на начините 

за избор на 10 топчиња од 20 црвени, 20 бели и 20 плави топчиња, ако:  

a) се избира најмалку едно топче од секоја боја,  

b) се избира парен број црвени и парен број плави топчиња.   
 

21. Најдете ја генераторната функција за наоѓање на бројот на распоредите на 10 

истоветни топчиња во 6 истоветни кутии.  
 

22. Најдете ја генераторната функција за наоѓање на бројот на разбивањата на 

бројот n  на различни непарни цели броеви.  
 

23. Најдете ја генераторната функција за наоѓање на бројот на разбивањата на 

бројот n  на различни парни цели броеви.  
 

24. Нека претпоставиме дека спортист учествува во 3 натпреварувања. Во секое 

натпреварување може да освои 1, 2, 3, 4 или 5 бодови. Најдете ја генератор-

ната функција за наоѓање на бројот на начините за освојување на n  бодови.  
 

25. Ако несреќите се класифицираат според денот во неделата кога се случуваат, 

најдете ја генераторната функција која може да се искористи за опишување на 

бројот на различните начини за класифицирање на n  различни несреќи.  
 

26. Најдете ја генераторната функција за наоѓање на бројот на начините за фор-

мирање на десетцифрени зборови од цифрите 0, 1 и 2 ако:  

a) цифрата 0 мора да се појави најмалку двапати во бројот,  

b) цифрата 1 може да се појави најмногу трипати, а цифрата 2 најмногу 

четирипати,  

c) цифрата 1 може да се појавува парен број пати, а цифрата 0 непарен број 

пати.  
 

27. Најдете ја експоненцијалната генераторна функција која се користи за опи-

шување на бројот на начините за боење на шаховска 8 8  табла со бела, цр-

вена и црна боја, ако со бела боја мора да се обојат непарен број полиња.  
 

28. Искористете ја експоненцијалната генераторна функција за да најдете колку 

има nцифрени броеви чии цифри се непарни, при што цифрите 1 и 3 се по-

јавуваат барем по еднаш.  
 

29. Искористете ја експоненцијалната генераторна функција за да најдете колку 

има n цифрени броеви чии цифри се непарни, при што сите цифри се поја-

вуваат барем по еднаш, а цифрата 5 се појавува парен број пати.  
 

30. Искористете ја генераторната функција за најдете колку начини има да 30 

лица се сместат во 3 различни хотелски соби, ако во секоја соба мора да има 

барем по едно лице.  
 

31. Искористете ја генераторната функција за најдете колку начини има да 30 

лица се сместат во 3 различни хотелски соби, ако во секоја соба мора да има 

парен број лица.  
 



 254 

32. Искористете ја експоненцијалната генераторна функција за да најдете на 

колку различни начини 9 различни пенкала може да се поделат на 4 студенти, 

при што првиот и вториот студент мораат да добијат барем по едно пенкало.  
 

33. Најдете ја експоненцијалната генераторна функција за низата ,ka k  0,k   

1,2,... .  
 

34. Најдете ја експоненцијалната генераторна функција за низата !,ka k  0,k   

1,2,... .  
 

35. Докажете дека за секој природен број m  важи 
2

1mH m  .  

36. Докажете дека за 2n   важи 11 1
( 1) 1

2

2 n
n

H
kk k n n

k

H 

 


   .  

37. Најдете го бројот на низите со должина 2n : 1 2 2, ,..., na a a  со елементи од мно-

жеството { 1,1}  такви, што 
2

1

0
n

k
k

a


  и 
1

0
m

k
k

a


  за 1 2m n  .  

 

38. Најди го бројот на низите со должина n  чии елементи се цели броеви 

1 2, ,..., na a a  такви што 1 21 ... na a a     и 1 21, 2,..., na a a n   .  
 

39. Шаховската фигура топ треба да помине од левото долно во десното горно 

аголно поле на шаховска табла со димензија n n . Притоа топот може да се 

движи само од лево надесно и од долу нагоре. Колку различни патишта посто-

јат за остварување на целта ако во ниту еден момент топот не може да застане 

над дијагоналата која ги поврзува почетното и крајното поле?  
 

40. Докажете дека бројот на начините на кои 2n  точки кои лежат на хоризонтална 

права можат да се поврзат со дисјунктни лаци, така да секој лак поврзува по две 

точки и лежи над другите точки е еднаков на n от Каталанов број na .   
 

41. Докажете дека бројот на редење на еднакви монети на 

рамнината, така да првиот ред содржи n  монети е една-

ков на n от Каталанов број na .   
 

42. Дали пермутацијата 325641 е стек-сортабилна?  
 

43. На цртеж 6 е даден 2-стек, составен од два стека, при 

што излезот на едниот е влез во другиот стек.  

a) Пермутацијата 3124 не е стек сортабилна, т.е. не 

може да се добие со помош на стек од пермутаци-

јата 1234. Докажете дека таа може да се добие со 

помош на 2-стек.  

b) Докажете дека секоја пермутација од 4 

елементи може да се добие со помош на 2-

стек.  
 

44. На цртеж 7 даден е 3-стек, составен од три сте-

ка, при што излезот на првиот стек е влез на 

вториот стек, а излезот на вториот стек е влез 

на третиот стек. Докажете дека пермутацијата 

63182574 може со помош на 3-стек да се добие 

од основната пермутација 12345678.  
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XXIX ГЛАВА  

ГРАФОВИ  
 

 

 

1. ПОИМ ЗА ГРАФ. ИЗОМОРФНИ ГРАФОВИ  
 

1.1. Дефиниција. Граф G  ја нарекуваме подредената тројка ( , , )V E   

каде:  
 

- { }V v  е множество елементи кои ги нарекуваме темиња на графот,  

- { }E e  е множество елементи кои ги нарекуваме ребра на графот, при 

што V E  , и  

-   е функција на инциденција која на секое ребро e E  му придру-

жува подреден или неподреден пар темиња, т.е. на секое ребро e E  

му придружува подреден пар темиња 1 2( , )v v  или множество темиња 

1 2{ , }v v .  
 

Темињата 1v  и 2v  ги нарекуваме краеви (врвови) на реброто e . Унијата 

V E  ја нарекуваме множество елементи на графот G . Според бројот на елемен-

тите графовите ги делиме на конечни и бесконечни.  

 

1.2. Пример. а) На цртеж 1 е 

даден граф G  со темиња 1 2 3 4 5, , , ,v v v v v  

и ребра 1 2 3 4 5, , , ,e e e e e . Функцијата на 

инциденција   за графот G  е дадена 

со:  
 

1 1 2( ) { , }e v v  , 2 2 3( ) { , }e v v  , 

3 3 4( ) { , }e v v  , 4 4 2( ) { , }e v v   

и 5 1 5( ) { , }e v v  .  
 

б) На цртеж 2 е даден граф 1G  

со темиња 1 2 3 4 5, , , ,v v v v v  и ребра 1,e  

2 3 4 5 6, , , ,e e e e e . Функцијата на инци-

денција   за графот 1G  е дадена со:  
 

1 1 2( ) ( , )e v v  , 2 2 3( ) ( , )e v v  , 

3 4 3( ) ( , )e v v  , 4 2 4( ) ( , )e v v  ,  

5 5 1( ) ( , )e v v   и 6 5 5( ) ( , )e v v  .  

 

1.3. Забележуваме дека во пример 1.2 а) функцијата на инциденција на 

секое ребро му придружува множество темиња, а додека во пример 1.2 б) на секое 

ребро функцијата на инциденција му придружува подреден пар темиња. Ова 

всушност е и причината за следнава класификација на ребрата и на графовите.  
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Дефиниција. Нека ( , , )G V E   и e E . Ако 1 2( ) ( , )e v v  , т.е. ( )e  е 

подреден пар темиња, тогаш реброто e  го нарекуваме ориентирано или лак кој 

што излегува од темето 1v  и влегува во темето 2v . Ако 1 2( ) { , }e v v  , т.е. ( )e  е 

множество темиња, тогаш реброто e  го нарекуваме неориентирано.  
 

Графот на кој сите ребра му се ориентирани (неориентирани) го нареку-

ваме ориентиран (неориентиран) граф.  

 

1.4. Забелешка. а) На секој граф ( , , )G V E   можеме да му го придру-

жиме соодветниот неориентиран граф ˆ ˆ( , , )G V E  , каде ̂  на секое ребро му ги 

придружува истите темиња како и  , но сега сликите се множества темиња.  
 

б) Графот G  од пример 1.2 а) е неориентиран граф, а додека графот 1G  

од пример 1.2 б) е ориентиран граф. Притоа, соодветниот неориентиран граф Ĝ  

всушност е графот G  на кој е додадено реброто 6e  чии врвови се совпаѓаат.  

 

1.5. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е граф. Темињата кои не се инци-

дентни со ниту едно ребро ги нарекуваме изолирани темиња на графот.  
 

Темињата кои се инцидентни само со едно ребро на графот ги нарекуваме 

завршни (висечки) темиња.  
 

Реброто на кое краевите му се совпаѓаат го нарекуваме лупа (петља).  
 

За две темиња ќе велиме дека се соседни, ако тие се инцидентни на едно 

исто ребро.  
 

За две ребра ќе велиме дека се гранични, ако тие се инцидентни со едно 

исто теме.  
 

Ребрата на кои им соодветствува еден ист подреден пар (или множество) 

темиња ги нарекуваме кратни (паралелни) ребра и се означуваат со индекси 

(цртеж 3). Графот во кој постојат паралелни ребра го нарекуваме мултиграф. Ако 

во еден мултиграф најголемиот број паралелни ребра е s , тогаш графот го наре-

куваме s  граф.  
 

За графот G  ќе велиме дека е прост ако тој не содржи паралелни ребра и 

лупи.  

 

 

 

 

 

 

 

 

1.6. Често пати е важно да знаеме кои графови ги сметаме за суштински 

различни, а кои графови нема да ги разликуваме. Обично, како и во многу други 

случаи во математиката тоа е поврзано со поимот изоморфизам. Така ја имаме 

следнава дефиниција.  
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Дефиниција. За графовите 1 1 1 1( , , )G V E   и 2 2 2 2( , , )G V E   ќе велиме 

дека се изоморфни ако постојат биекции 21:f VV   и 21:g E E  кои ја запазу-

ваат инциденцијата, т.е. такви што за секое 1e E  од равенството 1 1 2( ) { , }e v v   

(односно 1 2( ) ( , )e v v  ) следува равенството 2 1 2( ( )) { ( ), ( )}g e f v f v   (односно  

2 1 2( ( )) ( ( ), ( ))g e f v f v  ). Притоа велиме дека графот 1G  изоморфно се пресли-

кува во графот 2G .  
 

Изоморфното преслику-

вање на графот G  во самиот себе 

го нарекуваме автоморфизам.  

 

1.7. Пример. а) Графови-

те G  и H  дадени на цртеж 3.1 се 

изоморфни. Навистина, преслику-

вањето на темињата зададено со 

( ) 'f x x  е биекција кое ја запа-

зува инциденцијата (проверете!).  

б) Графовите на цр-

теж 3.2 се изоморфни, 

бидејќи пресликување-

то на темињата зададе-

но со ( ) 'f x x  е биек-

ција кое ја запазува 

инциденцијата. Нави-

стина, за секој пар ин-

декси ,i k , ( i k ) не-

посредно можеме да 

провериме дека паро-

вите темиња ,i kv v  и ' ',i kv v  се или двата соседни или двата несоседни темиња.  

 

1.8. Коментар. Во многу случаи изоморфните графови не ги разликуваме, 

т.е. графовите ги разгледуваме со точност до изоморфизам. Сепак, ако кое било 

теме или ребро на графот поседува различна индивидуалност, тогаш при срамну-

вањето на два графа таа индивидуалност ја земаме во предвид.  

 

 

 

2. МАТРИЧНО ЗАДАВАЊЕ НА ГРАФОВИ   
 

2.1. Дефиниција. Нека G  е ориентиран граф со n  темиња и m  ребра, кој 

не содржи лупи. Матрицата [ ]ij n mA a   определена со  

1, ако e почетно теме за реброто ,

1, ако e крајно теме за реброто ,

0, ако не е инцидентен со реброто ,

i j

ij i j

i j

v e

a v e

v e
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ја нарекуваме матрица на инциденција на графот G . Редовите на матрицата на 

инциденција ги нарекуваме вектори на инцидентност за графот G .  

 

2.2. Забелешка. Ако графот G  е неориентиран, тогаш матрицата A  на 

инциденција на G  може да се дефинира на следниов начин:  
 

1, ако e инцидентно теме со реброто ,

0, ако не е инцидентно теме со реброто .

i j

ij
i j

v e
a

v e


 


 

 

2.3. Пример. а) Матрицата на 

инциденција за графот 1G  претставен 

на цртеж 4 е:  

1 0 0 0 1

1 1 0 1 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 1

А

 
 

 
   
 

 
 
 

 

 

 

б) Согласно забелешка 2.2 ма-

трицата на инциденција на графот G  

даден на цртеж 5 е:  
 

1 0 0 0 1 0

1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1

А

 
 
 
 
 
 
 
 

.  

 

2.4. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е произволен ориентиран граф со n  

темиња и без паралелни ребра. Матрицата [ ]ij n nB b   определена со  
 

1, ако ( , ) ,

0, во останатите случаи,

i j
ij

v v E
b


 


 

 

ја нарекуваме матрица на соседство на графот G .  

 

2.5. Забелешка. Ако графот G  е неориентиран, тогаш матрицата A  на 

сосоедство на G  може да се дефинира на следниов начин:  
 

1, ако { , } ,

0, во останатите случаи.

i j
ij

v v E
b


 


 

 

2.6. Пример. За графот зададена на цртеж 6 матрицата на соседство е:  
 



 259 

0 1 0 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

1 0 0 0 1

B

 
 
 
 
 
 
 
 

.  

 

2.7. Коментар. Јасно, во случај 

на прост граф матриците на инциден-

ција и соседство еднозначно го задаваат графот.  

 

 

 

3. ВИДОВИ ГРАФОВИ. ПОДГРАФОВИ      
 

3.1. Дефиниција. Комплетен 

граф го нарекуваме графот без пара-

лелни ребра и лупи во кој секои две те-

миња се соседни. Комплетниот неори-

ентиран граф со n  темиња го означу-

ваме со nK . Комплетниот граф 1K  го 

нарекуваме тривијален граф.  
 

На цртеж 7 е даден комплетните графови  2 3,K K  и 4K .  

 

3.2. Дефиниција. За графот ( , , )G V E   ќе велиме дека е биполарен (2-

хроматски), ако множеството темиња V  може да се разбие на две подмножества 

1V  и 2V  такви што 1 2V V   и 1 2V V V   и секое ребро поврзува теме од 1V  

со теме од 2V  (не постојат две темиња од едно исто iV  кои се поврзани со ребро). 

Класите 1V  и 2V   ги нарекуваме хроматски класи. Биполарните графови обично 

ги означуваме со 1 2( , , )G V V E    или 1 2( , , , )G V V E  .  
 

За биполарниот граф ќе велиме дека е комплетно биполарен ,m nK  ако 

множеството 1V  содржи m  темиња, множеството 2V  содржи n  темиња и за секои 

две темиња 1v V  и 2'v V  се поврзани со ребро.  

  

3.3. Забелешка. а) 

Графот прикажан на 

цртеж 8 е биполарен, 

но не е комплетно би-

поларен.   
 

б) На сличен начин 

може да се дефинира 

r  хроматски граф, 

2r  . Деталите ги ос-

таваме на читателот за 
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вежба. На пример, графот прикажан на цртеж 9 е 3-хроматски.  

 

3.4. Дефиниција. n димензионален единичен куб го нарекуваме графот 

се сите низи од нули и единици со должина n , а ребрата ги поврзуваат само 

темињата кои се разликуваат во едно место.  
 

 

На цртеж 10 графички е прикажан случајот за 3n  , а на цртеж 11 за 

4n  .  

  

3.5. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е граф. Графот ( ', ', ')H V E   го на-

рекуваме подграф на графот G , во ознака H G , ако ' , 'V V E E   и '  е 

рестрикција на   над множеството 'E .  

 

 

За подграфот ( ', ', ')H V E   на графот ( , , )G V E   ќе велиме дека е 

вистински подграф ако множествата 'V  и 'E  се вистински подмножества на мно-

жествата V  и E , соодветно.  

 

3.6. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е граф. Нека 'V V  и 'E  е мно-

жеството ребра во G  кои се инцидентни само со темињата од 'V . Тогаш, графот 

( ', ', ')H V E   го нарекуваме подграф на графот G  генериран од темињата во 

'V .  
 

Нека 'E E  и 'V  е множеството темиња во G  кои се инцидентни само 

со ребрата од 'E . Графот ( ', ', ')H V E   го нарекуваме подграф на графот G  

генериран од ребрата 'E .  

 

3.7. Пример. а) Да го разгледаме графот од пример 2.5 (цртеж 6). Под-

графот H  генериран од темињата 1 2 3 4' { , , , }V v v v v  е даден на цртеж 12.  
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б) На цртеж 13 е даден подграфот 1H  на графот G  од пример 2.5 генери-

ран од ребрата  1 2 3' { , , }E e e e .  

 

3.8. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е граф. Графот ( , ', ')G V E   го на-

рекуваме комплемент на графот G  ако ( , ) 'i jv v E  (односно { , } 'i jv v E ) се-

когаш кога ( , )i jv v E  (односно { , }i jv v E ).  

 

3.9. Забелешка. Според дефиниција 3.8 две темиња се соседни во компле-

ментот G  ако и само ако не се соседни во G . На цртеж 14 е даден неориентира-

ниот граф G  и неговиот комплемент G .  

 

 

 

4. СТЕПЕН НА ТЕМЕ. РЕГУЛАРЕН ГРАФ   
 

4.1. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е граф. Подграфот ( )Z v  кој се со-

стои од сите ребра инцидентни на темето v  го нарекуваме ѕвезда на темето v .  
 

За графот без лупи степен deg( )v  на темето v  го нарекуваме бројот на 

ребрата во ѕвездата ( )Z v .  

 

4.2. Теорема. Нека ( , , )G V E   е произволен неориентиран граф. Тогаш:   
 

а) deg( ) 2

i

i
v V

v m


 , каде m  е бројот на ребрата на графот;  

 

б) бројот на темињата со непарен степен е парен број.  
 

Доказ. а) Точноста на тврдењето следува од фактот дека секое ребро е 

инцидентно со точно две темиња.  
 

б) Без ограничување на општоста можеме да земеме дека темињата со па-

рен степен се 1 2, ,..., kv v v , а темињата со непарен степен се 1 2, ,...,k k nv v v  . Тогаш, 

од тврдењето под а) имаме  
 

1 1 1

2 deg( ) deg( ) deg( )
n k n

i i i
i i i k

m v v v
   

     .   (1) 
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Јасно, првата сума на десната страна на (1) е парен број, па затоа и 
1

deg( )
n

i
i k

v
 

  е 

парен број. Но, во последната сума сите собирци се непарни броеви, па затоа бро-

јот на собирците мора да е парен број, што и требаше да се докаже.  

 

4.3. Забелешка. а) Во секој граф со n  темиња, за степенот на било кое 

теме v  важи 0 deg( ) 1v n   . Јасно, во комплетен граф nK , важи deg( ) 1v n  , 

за секое теме v . Затоа, од теорема 3.11 а) следува дека бројот на ребрата во ком-

плетниот граф nK  е  
 

( 1)

2

n n
m


 . 

 

Понатаму, најмалиот степен на теме во графот G  ќе го означуваме со 

( )G , а најголемиот со ( )G .  
 

б) За секое висечко теме v  во графот G  е исполнето deg( ) 1v  , а додека 

за секое изолирано теме w  во G  важи deg( ) 0w  .  

 

4.4. Дефиниција. Графот ( , , )G V E   во којшто сите темиња имаат ед-

наков степен k  го нарекуваме регуларен граф со степен k .  

 

4.5. Пример. а) Комплетниот граф nK  е регуларен 

граф со степен 1n .  
 

б) Графот G  прикажан на цртеж 14.1 е регуларен 

граф со степен 3k  .  

 

4.6. Нека ( , , )G V E   е ориентиран граф. Реброто ( , )i jv v  го нарекуваме 

излезно за темето iv  и влезно за темето jv . Со deg ( )iv
  да го означиме бројот 

на излезните ребра, а со deg ( )iv
  бројот на влезните ребра за темето iv . Јасно,  

 

1) deg( ) deg ( ) deg ( )i i iv v v    и  

2) deg ( ) deg ( )

i i

i i
v V v V

v v m 

 

   , каде m  е бројот на ребрата.  

 

4.7. Теорема. Во секој прост граф ( , , )G V E   постојат барем две раз-

лични темиња v  и 'v  такви што deg( ) deg( ')v v .  
 

Доказ. Јасно, тврдењето на теоремата е точно ако G  има барем две изо-

лирани темиња.  
 

Нека сега претпоставиме дека G  има најмногу едно изолирано теме и не-

ка 1 2, ,..., kv v v  се неговите неизолирани темиња. Но, G  е прост граф, па затоа  

1 deg( ) 1iv k   , за 1,2,...,i k . Конечно, од принципот на Дирихле следува дека 

постојат две различни темиња v  и 'v  такви што deg( ) deg( ')v v .  
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5. ОПЕРАЦИИ НАД ГРАФОВИ  
 

5.1. Дефиниција. Нека 1 1 1( , )G V E  и 2 2 2( , )G V E  се произволни гра-

фови. Унија на графовите 1G  и 2G  го нарекуваме графот   
 

1 2 1 2 1 2( , )G G V V E E     
 

Ако 1 2V V  , тогаш пресек на графовите 1G  и 2G  го нарекуваме 

графот  

1 2 1 2 1 2( , )G G V V E E    . 
 

Ако 1 2V V  , тогаш графот 3 1 2G G G   определен со 3 1 2( ,G V V   

1 2 1,2)E E E   каде 1,2 1 2{{ , }| , }E u v u V v V    го нарекуваме соединување на 

графовите 1G  и 2G .  

 

5.2. Пример. На цртеж 14.2 а) се дадени графови G  и H . Нивната унија 

е прикажана на цртеж 14.2 б), а нивното соединување е прикажано на цртеж 14.2 

в).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.3. Дефиниција. Нека 1 1 1( , )G V E  и 2 2 2( , )G V E  се произволни гра-

фови. Ако 1 2V V  , тогаш графот 3 1 2 3( , )G V V E   во којшто две темиња 

1 1 1( , )z x y  и 2 2 2( , )z x y  се соседни ако и само ако 1 1x y  и 2x  е соседно со 

2y , или 1x  е соседно со 1y  и 2 2x y  го нарекуваме производ на графовите 1G  и 

2G .  

5.4. Пример. На цртеж 14.3 а) се дадени графови G  и H , а на цртеж 14.3 

б) е прикажан нивниот производ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.5. Дефиниција. Нека 1 1 1( , )G V E  и 2 2 2( , )G V E  се произволни гра-

фови. Ако 1 2V V  , тогаш лексикографски производ (композиција) 1 2[ ]G G  на 
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графовите 1G  и 2G  е графот 3 1 2 3( , )G V V E   во којшто две темиња 1 1 1( , )z x y  

и 2 2 2( , )z x y  се соседни ако и само ако 1x  е соседно со 1y , или 1 1x y  и 2x  е 

соседно со 2y .  

 

5.6. Пример. На цртеж 14.4 а) се дадени графови G  и H , а на цртеж 14.4 

б) е прикажан лексикографскиот производ [ ]G H .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.7. Дефиниција. Нека 1 1 1( , )G V E  и 2 2 2( , )G V E  се произволни гра-

фови. Ако 1 2V V  , тогаш силен производ (конјукција) 1 2G G  на графовите 

1G  и 2G  е графот 3 1 2 3( , )G V V E   во којшто две темиња 1 1 1( , )z x y  и 

2 2 2( , )z x y  се соседни ако и само ако 1x  е соседно со 1y  и 2x  е соседно со 2y .  

 

5.8. Пример. На цртеж 14.5 а) се дадени графови G  и H , а на цртеж 14.5 

б) е прикажана конјукцијата G H .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.9. Дефиниција. Разликата на графовите 1 1( , )G V E  и 2 2( , )G V E  е 

графот 3 1 2( , \ )G V E E . Притоа ја прифаќаме ознаката 3 1 2\G G G .  

 

5.10. Забелешка. Покрај унијата и пресекот на гра-

фови, често пати се користи и операцијата отстранување 

на теме v  од графот ( , , )G V E   и притоа се добива под-

графот H  од G  кој е генериран од темињата ' \{ }V V v , 

што значи подграфот H  се добива од G  со отстранување 

на темето v  и инцидентните со него ребра. На цртеж 14.6 е 

даден подграфот H  кој се добива од графот G  од пример 

1.7 а) со отстранување на темето e .  
 

Исто така, се користи и операцијата отстранување 
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на ребро e  од  графот ( , , )G V E   и притоа се добива подграф 1H  од G  кој е 

генериран од ребрата ' \{ }E E e , значи подграфот 1H  се добива од G  со 

отстранување на реброто e  (крајните темиња на реброто не се отстрануваат од 

графот). На цртеж 14.7 е даден подграфот 1H  кој се добива од графот H  од 

пример 3.7 а) со отстранување на реброто 4e .  
 

Под преклопување на две те-

миња v  и 'v  ќе ја подразбираме опера-

цијата со која темињата v  и 'v  се заме-

нуваат со ново теме *v , така што сите 

ребра на графот G  кои се инцидентни 

со темињата v  и 'v  стануваат инцид-

ентни со новото теме *v .  

 

 

 

6. ВЕРИГИ И ЦИКЛУСИ  
 

6.1. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е граф. Низата темиња и ребра  
 

0 1 2 3 11 2 3 ...
n ni i i i i n iv e v e v e v v e v


   (1) 
 

ја нарекуваме пат (ориентирана верига) од темето 
0i

v  до темето 
ni

v  ако 

1
( ) ( , )

k kk i ie v v


 , за 1,2,...,k   n . Темето 
0i

v  го нарекуваме почеток на патот, 

тежмето 
ni

v  крај на патот, а бројот n  го нарекуваме должина на патот. За оз-

начување на патот од темето 
0i

v  до темето 
ni

v   ќе ја користиме ознаката 
0

[ , ]
ni iv v .  

 

Ќе велиме дека патот 
0

[ , ]
ni iv v  поминува последователно низ темињата 

0 1 2 3 1,, , , ..., ,
n ni i i i i iv v v v v v


 по ребрата 1 2 3, , ,..., ne e e e .  

 

6.2. Коментар. Општо зборувано средните темиња и ребра во низата (1) 

може да се повторуваат. Секое ребро од патот може да биде ориентирано (задол-

жително од 
1ki

v


 кон 
ki

v ) или неориентирано.  

 

6.3. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е граф. Низата темиња и ребра во G  

кои формираат пат во соодветниот неориентиран граф ја нарекуваме верига во G .  

 

6.4. Пример. За графот G  од пример 2.5 низата 1 1 2 4 4 3 3v e v e v e v  е пат во 

G . Јасно, оваа низа е и верига во G . Низата 4 3 3 2 2 1 1v e v e v e v  е верига во графот G  

од пример 2.5, но не е пат во G . Навистина, оваа низа темиња и ребра формира 

пат во соодветниот неориентиран граф, меѓутоа графот G  е ориентиран и притоа 

важи 2 2 3 3 2( ) ( , ) ( , )e v v v v   , па од дефиниција 6.1 следува дека разгледуваната 

низа не е пат во G .  
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6.5. Забелешка. a) Непосредно од дефинициите 6.1 и 6.3 следува дека се-

кој пат е верига, но не е секоја верига пат (пример 6.4). Јасно, последното не е 

точно за неориентираните графови, во кои поимите пат и верига се совпаѓаат.  
 

б) Ако низата (1) е верига, тогаш очигледно и нејзината инверзија   

1 3 2 1 03 2 1...
n ni n i i i i iv e v v e v e v e v


 

е верига. Во понатамошните разгледувања овие вериги нема да ги разликуваме и 

ќе зборуваме за верига меѓу темињата 
0i

v  и 
ni

v .  

 в) Во неориентираните графови наместо терминот пат ќе го користиме и 

терминот маршрута.  

 

6.6. Дефиниција. Ако за низата (1) важи 
0 ni iv v , 0n  , тогаш веригата 

(патот) односно множеството циклични пермутации  

1 1 0 11 1 2... ...
k k n ki k i i n i i k iv e v v e v e v e e v

     (2) 

го нарекуваме контура (циклус) со должина n .  
 

Лупите се контури и циклуси со должина 1.  

 

6.7. Дефиниција. За патот, веригата, контурата и циклусот ќе велиме дека 

е прост (елементарен) ако секое негово ребро (теме и ребро) припаѓа на низата 

(1) само еднаш (во записите на контурата и циклусот последното теме го читаме 

само еднаш).  
 

Јасно, елементарниот пат, верига, контура и циклус е подграф од графот G .  

 

6.8. Пример. Во графот G  прика-

жан на цртеж 15 низата  
 

1 1 2 2 3 3 4 4 2 5 6 6 1v e v e v e v e v e v e v  (3) 
 

формира циклус со почетно и крајно теме 

1v . Јасно, овој циклус е прост бидејќи секое 

негово ребро припаѓа само еднаш на низата 

(3). Меѓутоа, темето 2v  се јавува двапати во 

низата (3), па затоа согласно дефиниција 6.7 

овој циклус не е елементарен. Понатаму, 

циклусот (3) во себе го содржи циклот  
 

2 2 3 3 4 4 2v e v e v e v   (4) 
 

кој е елементарен и ако истиот го испуштиме од циклусот (3) добиваме нов цик-

лус 1 1 2 5 6 6 1v e v e v e v  кој исто така е елементарен.  
 

Патот 1 1 2 2 3 3 4 4 2v e v e v e v e v  во графот G  е прост пат од 1v  до 2v , но не е еле-

ментарен бидејќи во него темето 2v  се јавува двапати. Меѓутоа, ако од овој пат го ис-

пуштиме циклот (4) го добиваме патот 1 1 2v e v  кој е елементарен пат од 1v  до 2v .  

 

6.9. Проверката на елементарноста на патот, веригата, контурата или цик-

лусот се упростува ако се земе предвид дека во низата (1) реброто може да се пов-

тори само кога во неа се повторува теме или кога низата (1) е од видот   
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0 1 01 1i i iv e v e v .     (5) 
 

Ако веригата 
0

[ , ]
ni iv v , различна од (5) не е елементарна, тогаш некое теме 

ki
v  во 

низата (1) се појавува најмалку двапати. Делот од низата (1) меѓу две последова-

телни појавувања на темето 
ki

v  е циклус и после исфрлањето на овој дел од ни-

зата (1) повторно добиваме верига со краеви 
0i

v  и 
ni

v . Повторувајќи ја постапката 

додека е можно, после конечен број чекори добиваме елементарна верига со крае-

ви 
0i

v  и 
ni

v  или верига од видот (5), која ја заменуваме со елементарна верига 

составена од темето 
0i

v . Според тоа, точна е следнава лема.  
 

Лема. Секоја верига 
0

[ , ]
ni iv v  содржи елементарна подверига со истите 

краеви. Проста, но не елементарна верига содржи елементарен циклус. Простиот, 

но не елементарен циклус кој минува низ реброто e  (темето v ) содржи елемента-

рен подциклус кој минува низ реброто e  (темето v ).  
 

 

 

7. СВРЗАНОСТ   
 

7.1. Нека ( , , )G V E   е произволен граф и на множеството V  да ја раз-

гледаме релацијата  
 

~ 'v v  ако и само ако постои верига [ , ']v v  во G .  (1) 
 

Јасно, со (1) е дефинирана релација на еквиваленција на множеството V . Имено, 

бидејќи [ , ]v v  е верига во G  добиваме дека ~v v , за секој v V , т.е. релацијата ~  

е рефлексивна. Понатаму, ако [ , ']v v  е верига во G , тогаш од дефиниција 4.3 сле-

дува дека [ ', ]v v  е верига во G , што значи дека ако ~ 'v v , тогаш ' ~v v , т.е. рела-

цијата ~  е симетрична. Конечно, ако ~ 'v v  и ' ~ ''v v , тогаш постојат вериги 

[ , ']v v  и [ ', '']v v  во G . Но, согласно со дефиниција 6.3, тогаш и [ , '']v v  е верига во 

G , па затоа ~ ''v v , т.е. релацијата ~  е транзитивна.  
 

Множеството темиња V  на графот G  го разбиваме на класи на аквива-

ленција, кои ги нарекуваме компоненти на сврзаност на графот G . Јасно, за се-

кои две темиња кои припаѓаат на иста компонента на сврзаност постои верига која 

ги содржи, а за темиња кои припаѓаат на различни компоненти на сврзаност не 

постои верига која ги содржи.  
 

7.2. Дефиниција. За графот ( , , )G V E   ќе велиме дека е сврзан ако има 

само една компонента на сврзаност, т.е. ако за секои , 'v v V  во G  постои верига 

[ , ']v v .  
 

Јасно, компонентите на сврзаност на графот G  се максимално сврзливите 

подграфови на графот G .  

 

7.3. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   и , 'v v V . Бројот  
 



 268 

( , ') min ( , ')d v v L v v     (2) 
 

каде ( , ')L v v  е должината на веригата [ , ']v v , а минимумот се зема по сите вериги 

[ , ']v v  го нарекуваме растојание меѓу темињата v  и 'v .  

 

7.4. Забелешка. Очигледно, минимумот во (2) се достигнува на елемен-

тарните вериги од v  до 'v . 

 

7.5. Лема. Ако ( , , )G V E   е сврзан граф, тогаш:  
 

1) ( , ') 0d v v  , за секои , 'v v V  и ( , ') 0d v v   ако и само ако  за 'v v ,  

2) ( , ') ( ', )d v v d v v , за секои , 'v v V  и  

3) ( , '') ( , ') ( ', '')d v v d v v d v v  , за секои , ', ''v v v V ,  
 

што значи дека ( , )V d  е метрички простор.  
 

Доказ. Непосредно следува од дефинициите 7.2, 7.3 и својствата на мини-

мумот. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.   

 

7.6. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е сврзан граф. Бројот  
 

( ) max{ ( , ) | , }d G d u v u v V   
 

го нарекуваме дијаметар на графот G .  

 

7.7. Теорема. Нека ( , , )G V E   е произволен сврзан граф. Секои две еле-

ментарни вериги со максимална должина имаат заедничко теме.  
 

Доказ. Нека 1[ , ]kv v  и ' '
1[ , ]kv v  се две 

елементарни вериги со максимална должина  
 

' '
1 1([ , ]) ([ , ]) 1k kL v v L v v k   , 

 

(во елементарна верига темињата не се повто-

руваат). Нека претпоставиме дека тие немаат 

заедничко теме (види цртеж 16).  
 

Графот G  е сврзан, па затоа за темињата 1[ , ]i kv v v  и 
' '
1[ , ]j kv v v  постои 

верига [ , ]i jv v , за која согласно лема 6.9 можеме да сметаме дека е елементарна. 

Понатаму, без ограничување на општоста можеме да сметаме дека должините на 

елементарните ригите 1[ , ]iv v  и 
'[ , ]j kv v  се поголеми или еднакви на 1

2
( 1)k  . Сега   

 

' '
1 1

1 1
2 2

([ , ] [ , ] [ , ]) ([ , ]) ([ , ]) ([ , ])

( 1) ([ , ]) ( 1)

([ , ]) ( 1),

i i j j k i i j j k

i j

i j

L v v v v v v L v v L v v L v v

k L v v k

L v v k

    

    

  

 

што значи дека најдовме елементарна верига  
'

1[ , ] [ , ] [ , ]i i j j kv v v v v v   
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со должина поголема од максималната, а тоа е противречност. Конечно, од добие-

ната противречност следува тврдењето на теоремата.  

 

7.8. Дефиниција. За реброто e  на графот G  ќе велиме дека е циклично 

ако тоа припаѓа најмалку на еден елементарен циклус. За реброто e  на графот G  

ќе велиме дека е ациклично ако тоа не е циклично.  

 

7.8. Теорема. Ако од сврзан граф G  отстраниме циклично ребро e , то-

гаш добиениот подграф 1H  е сврзан.  
 

Доказ. а) Нека e  е произволно циклично ребро во графот G  со краеви u  

и v . Во елементарен циклус краевите u  и v  на секое ребро e  се поврзани со ве-

рига [ , ]A u v  која не го содржи реброто e  и се состои од останатите ребра во 

циклусот.  
 

Нека 1v  и 2v  се произволни темиња во графот G . Но, графот G  е сврзан, 

па затоа во G  постои верига 1 2[ , ]v v . Можни се следниве случаи:  
 

1) ако реброто e  не се содржи во веригата 1 2[ , ]v v , тогаш 1 2[ , ]v v  е верига 

во подграфот 1H , и  
 

2) ако реброто e  се содржи во веригата 1 2[ , ]v v , тогаш истото го заме-

нуваме со веригата [ , ]A u v  и повторно добиваме верига во подграфот 1H .    
 

Конечно, секои две темиња 1v  и 2v  во подграфот 1H  се сврзани со верига, што 

значи дека 1H  е сврзан.  

 

7.9. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е граф. За темето v  ќе велиме дека е 

зглобно теме за графот G  ако со неговото отстранување се добива подграф H  

кој има поголем број на компоненти на сврзаност од G .  
 

За сврзаниот граф G  ќе велиме дека е неразделив ако тој нема зглобни те-

миња. За сврзаниот граф G  ќе велиме дека е разделив ако има барем едно зглобно 

теме. Максималниот неразделив подграф на разделивиот граф G  го нарекуваме 

блок на G .   

 

7.10. Пример. Графот G  прикажан на цртеж 17 а) е разделив и тој има 

два блока (кои?). Негово единствено зглобно теме е 4v . Графот H  прикажан на 

цртеж 17 б) е неразделив.  
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7.11. Теорема. Нека ( , , )G V E   е сврзан граф со најмалку три темиња. 

Следниве тврдења се еквивалентни:  
 

1) темето v  е зглобно за графот G ,  

2) постои разбивање на множеството \{ }V v  на две непразни подмноже-

ства U  и W , U W V   такви што за секој u U  и w W  темето v  

лежи на секоја верига [ , ]u w , и  

3) постојат темиња 'v  и ''v , различни од v , такви што секоја верига 

[ ', '']v v  го содржи темето v .  
 

Доказ. 1)  2). Бидејќи v  е зглобно теме, добиваме дека подграфот H  

кој се добива со отстранување на темето v  нема да биде сврзан и има најмалку 

две компоненти на сврзаност. Нека U  е множеството темиња од една компонента 

на сврзаност на H , а W  е множеството од останатите темиња на H . Тогаш, 

секои две темиња u U  и w W  лежат во различни компоненти на сврзаност на 

H  и не постои верига [ , ]u w  во H . Но, бидејќи графот G  е сврзан, добиваме 

дека постои верига [ , ]u w  во G , што значи дека секоја верига [ , ]u w  во поминува 

низ v .  
 

2)  3). Од 2) следува дека постои разбивање на множеството \{ }V v  на 

две непразни подмножества U  и W , U W V   такви што за секој u U  и 

w W  веригата [ , ]u w  го содржи v . Сега доволно е да земеме произволно теме 'v  

од U  и произволно теме ''v  од W .  
 

3)  1). Од 3) следува дека постојат темиња 'v  и ''v , различни од v такви 

што секоја верига [ ', '']v v  го содржи темето v . Јасно, по отстранувањето на v  од 

G , во добиениот подграф H  нема да постои верига [ ', '']v v , што значи дека H  не 

е сврзан граф. Но, тоа значи дека темето v  е зглобно за графот G .  

 

7.12. Теорема. Секој нетривијален сврзан граф содржи барем две темиња 

кои не се зглобни.  
 

Доказ. Јасно, тврдењето е точно за сврзан граф со две темиња. Нека прет-

поставиме дека тврдењето е точно за секој нетривијален сврзан граф со најмногу 

1n  теме, 2n  . Да разгледаме сврзан граф G  со n  темиња. Можни се два 

случаи.   
 

а) Ако графот G  нема зглобни темиња, тогаш тврдењето е докажано.  
 

б) Нека во графот G  темето v  е зглобно и нека 1 2, ,..., kG G G  се компо-

нентите на сврзаност на графот \{ }G v . Можни се следниве случаи:  
 

1) Ако некоја од компонентите iG  е тривијален граф, тогаш неговото 

единствено теме не е зглобно.  
 

2) Нека iG  е произволна нетривијална компонента. Од индуктивната 

претпоставка следува дека во iG  постојат барем две темиња 'v  и ''v  кои не се 

зглобни. Јасно, ако едно од темињата 'v  и ''v  не е соседно со темето v , тогаш тоа 
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не е зглобна точка за графот G , а ако темињата 'v  и ''v  се соседни со темето v  во 

G , тогаш тие не се зглобни точки во G  (зошто?).  
 

Конечно, од 1) и 2) следува дека секоја компонента на сврзаност на 

\{ }G v  има најмалку едно теме кое не е зглобна точка за G  и како \{ }G v  има нај-

малку две компоненти на сврзаност заклучуваме дека G  има најмалку две темиња 

кои не се зглобни.  
 

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека секој не-

тривијален сврзан граф содржи барем две темиња кои не се зглобни.  

 
 

7.13. Дефиниција. Нека ( , , )G V E  . За реброто e  со краеви u  и v  ќе 

велиме дека е мост-ребро ако со неговото отстранување добиваме подграф H  во 

кој не постои верига [ , ]u v .  

 

7.14. Пример. Графот прикажан на цр-

теж 18 има четири мост-ребра и тоа: 1 6 7, ,e e e  и 

11e .  

Да забележиме дека за овој граф зглобни 

темиња се: 4 5 7, ,e e e  и 9e .  

 

7.15. Теорема. Нека ( , , )G V E   е сврзан граф и e  е ребро со краеви u  и 

w . Следниве тврдења се еквивалентни:  

1) e  е мост-ребро,  

2) реброто e  е ациклично,  

3) по отстранувањето на реброто e  од графот G  се добива подграф H  

кој има точно две компоненти на сврзаност: една на која припаѓа 

темето u  и друга на која припаѓа темето w ,  

4) во графот G  постојат две темиња 'v  и ''v  такви што секој верига 

[ ', '']v v  го содржи реброто e .  
 

Доказ. 1)  2). Нека e  не е ациклично ребро, т.е. во G  нека постои еле-

ментарен циклус кој го содржи e . Но, тоа значи дека по неговото отстранување ќе 

се добие подграф H  во кој постои верига [ , ]u w , што значи дека e  не е мост-

ребро.  
 

2)  3). Во графот G  нека со U  го означиме множеството темиња што 

го содржи темето u  и сите темиња што се поврзани со верига со темето u  која не 

минува низ реброто e , а со W  - множеството темиња што го содржи темето w  и 

сите темиња што се поврзани со верига со темето w  која не минува низ реброто 

e . Ако v U V  , тогаш веригата [ , ], ,[ , ]v u e w v  е циклус, кој согласно лема 6.9 со-

држи елементарен циклус кој минува низ реброто e , што противречи на фактот 

дека реброто e  е ациклично. Значи, U W  , ,U W   и U W V  . От-

тука и од конструкцијата на множествата U и W следува дека со отстранувањето 

на реброто e  од графот G  се добива подграф H  кој има точно две компоненти 

на сврзаност: една на која припаѓа темето u  и друга на која припаѓа темето w .  
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3)  4). Според 3) графот \{ }H G e  има точно две компоненти на свр-

заност. Компонентата во која лежи темето u  да ја означиме со 1G , а компонен-

тата во која лежи w  со 2G . Меѓу кое било теме 1'v G  и кое било теме 2''v G  

секоја верига во G  го содржи реброто e .  
 

4)  1). Според 4) постојат темиња 'v  и ''v  такви што секој верига 

[ ', '']v v  го содржи реброто e , што значи дека темињата u  и w  припаѓаат на секоја 

верига [ ', '']v v . Понатаму, од 4) следува дека со отстранувањето на реброто e  од 

графот G  се добива подграф \{ }H G e  во кој не постои верига [ ', '']v v , па затоа 

\{ }H G e  нема да постои и верига [ , ]u w , бидејќи во спротивно [ ', ],[ , ],[ , '']v u u w w v  

ќе биде верига во G  која не го содржи реброто e . Според тоа, e  е мост-ребро.  

 

7.16. Забелешка. Од теорема 7.15 следува дека кај сврзаните графови по-

имите ациклично ребро и мост-ребро се совпаѓаат.  

 

7.17. Последица. Нека G  е граф со најмалку едно ребро и со ( )k G  да го 

означиме бројот на компонентите на сврзаност на графот G .  
 

а) Ако e  е мост-ребро во графот G , тогаш ( \{ }) ( ) 1k G e k G  ,  

б) Ако e  е циклично ребро во графот G , тогаш ( \{ }) ( )k G e k G .  
 

Доказ. а) Непосредно следува од теорема 7.15.  
 

б) Непосредно следува од теорема 7.8.  

 

7.17. На крајот од оваа точка ќе докажеме едно тврдење во врска со свр-

заноста на произволен граф G  и неговиот комплемент G .  
 

Теорема. Ако графот G  не е сврзан, тогаш неговиот комплемент G  е 

сврзан граф.  
 

Доказ. Нека G  не е сврзан граф и нека u  и v  се произволни темиња во 

G . Ако тие припаѓаат на различни компоненти на сврзаност на G , тогаш од 

дефиниција 3.8 следува дека тие се соседни во G , т.е. тие се поврзани со верига 

со должина 1 во G . Ако пак тие припаѓаат на иста компонента на сврзаност на G , 

тогаш земаме теме w  кое припаѓа на друга компонента на сврзаност на G . Сега, 

повторно од дефиниција 3.8 следува дека темињата u  и w  и темињата w  и v  се 

соседни во G , па затоа u  и v  се поврзани со верига со должина 2 во G .  

 

7.18. Биполарните графови имаат низа специфични својства, карактери-

стични само за нив, што е полезно при решавање на практични проблеми кои се 

опишуваат токму со овие графови. Во следната теорема ќе дадеме едно такво свој-

ство на биполарните графови.  
 

Теорема. Неориентираниот нетривијален граф ( , )G V E  е биполарен 

ако и само ако не содржи циклус со непарна должина.  
 

Доказ. Нека G  е биполарен граф со класи X  и Y , т.е.  
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X Y   и X Y V  . 
 

Да претпоставиме дека постои циклус со непарна должина 1 2 3 1... kv v v v v  кој поч-

нува од темето 1v X  (при означувањето на циклот ребрата се испуштени). Јасно, 

второто теме 2v  од циклусот припаѓа на Y , третото теме 3v  припаѓа на X  итн. 

Според тоа, темињата со непарни индекси припаѓаат на X , а темињата со парни 

индекси припаѓаат на Y . Претпоставката дека постои циклус со непарна должина 

повлекува дека темето 1v  треба да припаѓа на Y , што противречи на фактот дека 

1v X  и X Y  .  
 

За да го докажеме обратното тврдење, без ограничување на општоста мо-

жеме да земеме дека графот G  е сврзан (ако G  не е сврзан, тогаш можеме секоја 

компонента да ја разгледуваме оодделно). Земаме произволно теме 1v V  и со X  

да го означиме множеството темиња во G  кои се на парно растојание од 1v , а со 

Y  го означуваме множеството останати темиња. Според тоа, за секој пар темиња 

од X  постои верига со парна должина, не постојат две темиња од X  кои се 

соседни и кое било теме од Y  е на непарно растојание од темето 1v , т.е. меѓу нив 

најкусиот пат е со непарна должина. Нека претпоставиме дека во Y  постојат со-

седни темиња u  и w . Но, тогаш 1 1[ , ],[ , ],[ , ]v u u w w v  е циклус со непарна должина, 

што е противречност.  

 

 

 

8. ДРВА  
 

8.1. Дефиниција. Сврзаниот граф ( , )G V E  го нарекуваме ацикличен 

ако сите негови ребра се ациклични.  
 

Ацикличниот сврзан граф го нарекуваме др-

во.  
 

Ацикличниот граф со две или повеќе компо-

ненти на сврзаност го нарекуваме шума, а неговите 

компонентите на сврзаност ги нарекуваме дрва на 

шумата.  

 

8.2. Пример. а) Гра-

фот прикажан на цртеж 19 е 

дрво.  
 

б) Графот прикажан 

на цртеж 20 е шума со три 

дрва.  

 

8.3. Теорема. Нека G  е граф со n  темиња и m  ребра. Следниве тврдења 

се еквивалентни:  
 

a) G  е дрво,  
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b) G  е граф во кој секои две темиња постои единствена елементарна ве-

рига, која ги поврзува тие темиња,  

c) G  е сврзан граф со 1m n   ребро,  

d) G  е ацикличен граф со 1m n   ребро,  

e) G  е ацикличен граф и при поврзување на кои било две негови несо-

седни темиња се добива граф со точно еден елементарен цикл.  
 

Доказ. а)  b). Нека меѓу темињата 'v  и ''v  постојат две различни 

елементарни вериги. Тогаш, некое ребро e  од едната верига не припаѓа на другата 

верига. Тргнуваме по првата верига на обете страни од реброто e  до првото пре-

сретнување со втората верига во темињата u  и w , т.е. ја земаме максималната 

подверига од првата верига која го содржи e  и не содржи темиња од втората 

верига (освен u  и w ). Делот [ , ]u w  од првата верига, заедно со делот [ , ]w u  од 

втората верига формира елементарен цикл, што е противречност.  
 

b)  c). Бидејќи меѓу секои две темиња постои единствена елементарна 

верига, која ги поврзува тие темиња, заклучуваме дека графот G  е сврзан. Оста-

нува да докажеме дека овој сврзан граф има точно 1m n  ребро.  
 

Очигледно, тврдењето е точно за граф G  со 1, 2 или 3 темиња. Нека прет-

поставиме, дека тврдењето е точно за граф со 1n  теме и да разгледаме граф со 

n  темиња.  
 

Нека e  е произволно ребро од G  и да го разгледаме графот \{ }G e . Спо-

ред условот реброто e  е единствениот пат меѓу неговите краеви, па затоа во гра-

фот \{ }G e  тие нема да бидат сврзани. Понатаму, графот \{ }G e  ќе биде двоком-

понентен, бидејќи во спротивно графот G  нема да биде сврзан. Со 1G  и 2G  да ги 

означиме компонентите на графот \{ }G e  и нека тие имаат 1n  и 2n  темиња и 1m  и 

2m  ребра, соодветно. Од индуктивната претпоставка следува 1 1 1m n   и  

2 2 1m n   и како 1 2n n n   и  1 2 1m m m    добиваме  
 

1 2 1 21 ( 1) ( 1) 1 1m m m n n n          . 
 

Конечно, тврдењето следува од принципот на математичка индукција.  
 

c)  d). Нека G  е сврзан граф со 1m n   ребро, но во него постои еден 

елементарен циклус. Ако од графот G  отстраниме едно ребро e , тогаш согласно 

теорема 7.8 добиениот граф \{ }H G e  ќе биде сврзан и ацикличен, т.е. ќе биде 

дрво со n  темиња. Сега од претходно докажаното следува дека бројот на ребрата 

на H  ќе биде 1n . Но, G  има 1n  ребро, па затоа \{ }H G e  ќе има 2n . 

Според тоа, добиваме 1 2n n   , т.е. 0 1  , што е противречност. Од добиената 

противречност следува дека G  е ацикличен граф.  
 

Забелешка. Ако претпоставиме дека G  содржи , ( 1)k k   елементарни 

циклуси, тогаш после k  отстранувања на циклично ребро добиваме дрво *H  со 

n  темиња за кое важи ( 1) 1n k n    , т.е. 0k  , што значи дека G  е ацикличен.  
 

d)  e). Со 1 2, ,..., kH H H  да ги означиме компонентите на графот G  и 

нека за секој 1,2,...,i k  компонентата iH  има im  ребра и in  темиња. Но, iH  е 
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компонента, па по дефиниција таа е сврзана и како G  е ацикличен граф добиваме 

дека секоја компонента iH  е ацикличен граф, т.е. таа е дрво. Од претходно дока-

жаното следува дека 1i im n  , за 1,2,...,i k , па затоа  

1 1

( 1)
k k

i i
i i

m m n n k
 

      . 

 

Од друга страна 1m n  , што значи 1n k n   , т.е. 1k  . Значи графот G  е 

еднокомпонентен и е ацикличен, т.е. е дрво. Конечно, од претходно докажаното 

следува дека меѓу секои две темиња 'v  и ''v  постои единствена елементарна ве-

рига, која ги поврзува тие темиња. Ако на графот G  го додадеме реброто ( ', '')v v  

добиваме дека тој содржи точно еден елементарен цикл.  
 

e)  a). По претпоставка G  е ацикличен граф, па затоа доволно е да дока-

жеме дека тој е сврзан. Нека претпоставиме дека G  има најмалку две компоненти 

на сврзаност. Тогаш за секои две темиња 'v  и ''v  кои припаѓаат на различни ком-

поненти на сврзаност нема да постои верига која ги поврзува, па затоа со додава-

ње на реброто ( ', '')v v  нема да се формира циклус во G , што противречи на прет-

поставката. Според тоа, G  е еднокомпонентен (сврзан) граф и како по претпо-

ставка тој е ацикличен, добиваме дека G  е дрво.  

 

8.4. Теорема. Ако G  е дрво со 1n   темиња, тогаш постојат барем две 

висечки темиња.  
 

Доказ. Според теорема 8.3 дрвото G  има 1n  ребро. Ако , 1,2,...,iv i n  

се темињата на G , тогаш од теорема 4.2 следува  
 

1

deg( ) 2( 1) 2 2
n

i
i

v n n


    .   (1) 

 

Понатаму, бидејќи G  е дрво, тој е сврзан граф, па затоа сите темиња имаат степен 

поголем или еднаков на 1. Со k  да го означиме бројот на висечките темиња, кои 

имаат степен 1. Без ограничување на општоста можеме да земеме дека тоа се те-

мињата , 1,2,...,iv i k . Јасно, останатите n k  темиња ќе имаа степен поголем 

или еднаков на 2, па од (1) ќе следува  
 

1 1

2 2 deg( ) deg( ) 2( ) 2
n n

i i
i i k

n v k v k n k n k
  

          , 

 

т.е. 2k  , што и требаше да се докаже.  

 

8.5. Нека G  е дрво. Избираме произволно те-

ме 0v  кое го нарекуваме корен на дрвото или теме со 

нулти ред. Соседните темиња ги нарекуваме темиња 

од прв ред (цртеж 21) итн. – темињата, соседни на те-

мињата од ( 1)i   от ред кои не се означени како те-

миња на ниту еден од претходните редови ги нареку-

ваме темиња од i  ти ред. Јасно, бројот на редот се 

совпаѓа со растојанието меѓу неговите темиња и коре-



 276 

нот на дрвото. Понатаму, од теорема 8.3 следува дека секое теме од i  от ред е 

сврзано со ребро со точно едно теме од ( 1)i   от ред (цртеж 21). Ваквото прет-

ставување може непосредно да се искористи за докажување на претходната 

теорема. Обидете се истото самостојно да го направите.  
 

Воведувањето на поимот корен на дрвото G  ни овозможува да воведеме 

делумно подредување на темињата на G . Притоа за темињата v  и w  важи v w , 

ако v w  и елементарната верига од коренот до темето w  го содржи темето v . 

Јасно, при ваквото делумно подредување коренот 0v  е единствен минимален еле-

мент, а сите висечки (завршни) темиња се максимални елементи. Понатаму, секое 

теме v  еднозначно определува кореново поддрво vG , распнато на множествато 

темиња { | }w v w . Во секое поддрво vG  можеме да определиме темиња кои се 

непосредно потчинети на коренот на поддрвото, т.е. темиња такви што iv u  и не 

постои теме iw  такво што i iv w u  . За секое такво теме iu  определуваме гран-

ка 
ivuG  на поддрвото vG , како кореново поддрво со корен v  распнато на мно-

жеството темиња { } { }iv w u  . Јасно, секое поддрво vG  може да се добие од не-

говите гранки со операцијата спојување на темиња.  

 

8.6. Во следната теорема ќе го определиме 

бројот на таканаречените обележени (означени) дрва 

со n  темиња, т.е. на бројот на дрвата чии темиња се 

разликуваат по некакви ознаки (цртеж 22).  

 

Теорема (Кејли). Бројот на обележени (озна-

чени) дрва со n  темиња изнесува 2nn  .  
 

Доказ*. Да разгледаме дрва со n  темиња ну-

мерирани со броевите 1,2,3,...,n . Нека 1i  е темето кое 

има најмал број меѓу висечките темиња на дрвото и 1k  е единственото теме сосед-

но на 1i . Од дрвото ќе го отстраниме темето 1i  и реброто 1 1( , )i k . Во остатокот на 

дрвото нека 2i  е одново теме кое има најмал број меѓу висечките темиња, а 

2 2( , )i k  е единственото на него инцидентно ребро кое го отстрануваме. Постап-

ката ја продолжуваме се до отстранување на реброто 2 2( , )n ni k  , после што ќе 

остане само едно ребро. Ставаме 1 2 3 2( , , ,..., )nI i i i i   и 1 2 3 2( , , ,..., )nK k k k k   (за 

дрвото дадено на цртеж 22.1 имаме (2,3,5,7,8,9,1,4)I   и 

(3,4,4,8,10,1,4,6)K  ).  
 

Слогот 1 2 3 2( , , ,..., )nI i i i i  , а заедно со него и сло-

гот 1 2 3 2( , , ,..., )nK k k k k   го определуваме еднозначно по 

дадено дрво, при што во првиот слог сите темиња се различ-

ни, а во вториот тоа не е задолжително. Уште повеќе, на се-

кој слог 1 2 3 2( , , ,..., )nK k k k k  ,1 , 1,2,..., 2mk n m n     со-

одветствува некое дрво, кое може да биде конструирано на 

следниов начин.  
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Нека 1i  е најмалиот од броевите {1,2,3,..., }M n  кој не се содржи во сло-

гот K  (таков број постои бидејќи K  содржи најмногу 2n  различни броеви). Ги 

поврзуваме со ребро темињата 1i  и 1k , во слогот K  го прецртуваме бројот 1k  и 

во множеството M  го прецртуваме бројот 1i . Од множеството 1 1\{ }M M i  из-

бираме најмал број 2i  кој не припаѓа на 1 2 3 2( , ,..., )nK k k k  , ги поврзуваме 2i  и 

2k , ги прецртуваме 2i  од 1M  и 2k  од 1K  итн.  
 

Лесно се гледа дека за секој 1,2,..., 2m n   меѓу ребрата конструирани 

после mот чекор нема ребра инцидентни со темето mi  и има барем едно ребро 

инцидентно со темето mk . Ако го земеме предвид погоре изнесеното и го разгле-

даме процесот на конструкција во обратен ред, со индукција по m  може да се 

докаже дека со оваа конструкција добиваме дрво, при што на секој чекор присо-

единуваме ребро со ново крајно теме. Аналогно, со индукција во која процесот на 

конструкција се разгледува во правиот смер може да се докаже дека на ова дрво 

му соодветствува еден слог K .  
 

На крајот, на различни дрва, очигледно не може да му соодветствува еден 

ист пар слогови ( , )I K , па затоа по парот ( , )I K  дрвото го добиваме еднозначно. 

Но, ако ' ''I I , тогаш и ' ''K K . Имено, ако m  е најмалиот број за кој ' ''
m mi i , 

да речеме ' ''
m mi i , тогаш '

mi  не е во ' '
2( ,..., )m nk k  , но е во ' '

2( ,..., )m nk k  . Затоа на 

различни дрва му соодветствуваат различни слогови K .  
 

Конечно, множеството означени дрва е еквивалентно со множеството сло-

гови 1 2 3 2( , , ,..., )nK k k k k  ,1 , 1,2,..., 2mk n m n    , т.е. со множеството варија-

ции со повторување од n  елементи од класа 2n , па затоа тоа содржи 2nn   еле-

менти.  

 

8.7. Дефиниција. Нека ( , )G V E  е произволен граф. За дрвото ( , '),H V E  

'E E , доколку истото постои, ќе велиме дека е покривно дрво за графот G .  

 

8.8. Теорема. Ако ( , )G V E  е сврзан граф, тогаш постои барем едно по-

кривно дрво ( , ')H V E  на G .  
 

Доказ. Ако сврзаниот граф е ацикличен, тогаш тој е дрво, па значи е по-

кривно дрво на самиот себе.  
 

Нека претпоставиме дека сврзаниот граф G  не е ацикличен. Ако реброто 

e  е циклично, тогаш со негово отстранување добиваме подграф ' ( , \{ })H V E e  

на G , кој согласно теорема 7.8 е сврзан граф. За графот повторно имаме две 

можност: да биде ацикличен или цикличен. Ако 'H  е ацикличен, тогаш 'H  е ба-

раното покривно дрво. Ако 'H  не е ацикличен, тогаш после конечен број пати от-

странување на циклично ребро, согласно теорема 7.8 добиваме ацикличен сврзан 

граф ( , ')H V E , 'E E  и тоа е бараното покривно дрво.  

 

8.9. Забелешка. Во претходната теорема ја докажавме егзистенцијата на 

покривно дрво за сврзан граф. Но, како што ќе видиме за даден сврзан покривното 
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дрво не е единствено. Навистина, за графот G  од цртеж 23 на цртежите 24 и 25 се 

дадени две негови различни покривни дрва H  и 1H .  
 

 
 

8.10. Теорема. Нека G  е сврзан граф со n  темиња. Подграфот H  е по-

кривно дрво за графот G  ако и само ако H  е ацикличен и има 1n  ребро.  
 

Доказ. Ако подграфот H  е покривно дрво за графот G , тогаш H  е дрво 

со n  темиња, па затоа тој е ацикличен и има 1n  ребро.  
 

Нека H  е ацикличен и има 1n  ребро. Доволно е да докажеме дека H  е 

сврзан граф со n  темиња. Нека 1 2, ,..., kH H H  се компоненти на сврзаност на H , 

кои имаат 1 2, ,..., kn n n  темиња, соодветно и нека H  има 'n  темиња. Од ациклич-

носта на H  следува дека компонентите на H  се ациклични графови и како по 

дефиниција се сврзани добиваме дека секоја компонента е дрво. Според тоа, за 

секој 1,2,...,i k  компонентата iH  има 1in   ребро. Но, според условот бројот на 

ребрата на H  е 1n  добиваме  
 

1 1

1 ( 1) '
k k

i i
i i

n n n k n k
 

        , 

 

и како 'n n  и 1k   последното равенство е можно ако и само ако 'n n  и 1k  . 

Според тоа, H  е сврзан ацикличен подграф на G  со n  темиња, што значи дека 

H  е покривно дрво за G .  

 

8.11. Јасно, секој подграф на покривно дрво H  е ацикличен подграф на 

даден граф G . Логично е да се запрашаме дали секој ацикличен подграф на G  е 

подграф на некое покривно дрво за H . Одговорот на поставеното прашање е 

позитивен, т.е. точна е следнава теорема.  

 

Теорема. Ако подграфот T  на сврзаниот граф G  е ацикличен, тогаш T  е 

подграф на некое покривно дрво H  на графот G .  
 

Доказ. Нека 'G  е покривно дрво на графот G . Да го разгледаме графот 

'H G T  . Бидејќи H  ги содржи сите темиња на G  и 'G  е дрво, заклучуваме 

дека H  е сврзан.  
 

Ако H  е ацикличен, тогаш тој е покривно дрво за G , па од дефиницијата 

на H  следува дека T  е подграф на H .  
 

Нека претпоставиме дека H  содржи циклус  . Подграфот T  е аци-

кличен, па затоа барем едно ребро e  од циклусот   не се содржи во T . Од H  да 
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го отстраниме реброто кое не се содржи во T . Вака добиениот граф ' \{ }H H e  е 

сврзан, ги содржи сите темиња на H  (и на G ) и T  е негов подграф. Ако 'H  е 

ацикличен, тогаш тој е покривно дрво за G  и T  е подграф од 'H . Во спротивно, 

постапката ја продолжуваме и после конечно многу пати отстранување на цик-

лично ребро наоѓаме покривно дрво на кое T  е подграф.  

 

8.12. Дефиниција. Нека ( , )G V E  е сврзан граф и H  е произволно по-

кривно дрво за G . Ко-дрво *H  на покривното дрво H  го нарекуваме подграфот 

на G  со множество темиња V  кој ги содржи само оние ребра на G  кои не при-

паѓаат на H .  

 

8.13. Теорема. Ако ( , )G V E  е сврзан граф и C  е елементарен циклус 

во G , тогаш C  содржи барем едно ребро од секое ко-дрво на графот G .  
 

Доказ. Нека C  е произволен елементарен циклус во графот G . Да прет-

поставиме дека постои ко-дрво *H  кое не содржи циклично ребро. Тогаш под-

графот \ *G H  ќе го содржи циклусот C . Но, \ *G H H , што значи дека дрвото 

H  содржи циклус, што е противречност.  

 

8.14. Теорема. ( , )G V E  е сврзан граф и C  е произволно множество 

ребра од G . Множеството C  е елементарен циклус ако и само ако тоа е мини-

мално множество од ребра кое содржи барем по едно ребро од секое ко-дрво *H .  
 

Доказ. Нека C  е елементарен циклус. Според теорема 8.13 C  содржи 

барем едно ребро од секое ко-дрво на G . Ќе докажеме дека C  е минимално мно-

жество со тоа својство. Нека 'C  е вистинско подмножество од C . Но, C  е еле-

ментарен циклус, па затоа C  е ацикличен подграф и според теорема 8.11 постои 

покривно дрво H  такво што 'C H . Но, *H H  , па затоа ' *C H  .  

Значи, множеството 'C  не содржи барем едно ребро од секое ко-дрво *H  на гра-

фот G , па затоа C  е минимално множество со тоа својство.  
 

Обратно, нека C  е минимално множество од ребра кое содржи барем по 

едно ребро од секое ко-дрво *H . Јасно, множеството C  не е ациклично. Нависти-

на, во спротивно согласно теорема 8.11 ќе постои покривно дрво H  такво што 

C H , што ќе значи дека *C H  , а тоа противречни на претпоставката дека 

C  содржи барем по едно ребро од секое ко-дрво *H . Според тоа, C  содржи ба-

рем еден елементарен циклус. Ќе докажеме дека C  е елементарен циклус, т.е. де-

ка не постои вистинско подмножество на C  со тоа својство. Нека претпоставиме 

дека 'C  е вистинско подмножество на C  кое е елементарен циклус. Тогаш од 

првиот дел од доказот следува дека 'C  е минималното множество ребра, кое 

содржи барем по едно ребро од секое ко-дрво *H , што противречи на претпостав-

ката дека C  е минималното множество со тоа својство.  
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9. ЦИКЛОМАТИЧЕН БРОЈ НА ГРАФ   
 

9.1. Дефиниција. Цикломатичен број на графот ( , )G V E  го нарекуваме 

бројот  
 

( ) ( ) ( ) ( )c G m G n G k G    
 

кадешто ( )m G  е бројот на ребрата на графот, ( )n G  е бројот на темињата на 

графот и ( )k G  е бројот на компонентите на сврзаност на графот.  

 

9.2. Теорема. За цикломатичниот број на графот \{ }G e  што се добива со 

отстранување на реброто e  на графот ( , )G V E  важи 
 

( ), ако е мост-ребро на ,
( \{ })

( ) 1, ако  е циклично ребро на . 

c G е G
c G e

c G е G


 


 

 

Доказ. Навистина ако e  е мост ребро на G , тогаш од теорема 7.17 а) 

следува ( \{ }) ( ) 1k G e k G  , па затоа:  
 

( \{ }) ( \{ }) ( \{ }) ( \{ }) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ).c G e m G e n G e k G e m G n G k G c G          
 

Ако e  е циклично ребро на G , тогаш од теорема 7.17 б) следува ( \{ }) ( )k G e k G , 

па затоа  
 

( \{ }) ( \{ }) ( \{ }) ( \{ }) ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1,c G e m G e n G e k G e m G n G k G c G          
 

што и требаше да се докаже.  

 

9.3. Теорема. а) Цикломатичниот број ( )c G  на произволен граф ( , )G V E  

е ненегативен број, т.е. ( ) 0c G  .  
 

б) Цикломатичниот број ( )c G  на граф ( , )G V E  е еднаков на нула ако и 

само ако во G  не постојат циклуси.  
 

Доказ. а) Нека со 0G  го означиме графот што се добива од G  со отстра-

нување на сите ребра од G . За цикломатичниот број на графот 0G  важи 
 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0c G m G n G k G n G n G       . 
 

Сега нека последователно отстрануваме по едно ребро од графот G . Во секој че-

кор, според теорема 9.2, цикломатичниот број на новодобиениот граф останува 

ист или се намалува за 1, во споредба со претходниот чекор. Од друга страна, во 

последниот чекор го добиваме графот 0G  за кој како што видовме важи 0( ) 0c G  , 

па затоа 0( ) ... ( ) 0c G c G   .  
 

б) Нека во G  не постои ниту еден циклус, т.е. нека сите негови ребра се 

мост-ребра. Тогаш, од теорема 9.2 следува дека при последователно отстранување 

на едно по едно ребро од графот G  цикломатичниот број на новодобиените гра-

фови не се менува. Но, во оваа постапка на крајот ќе го добиеме графот 0G , за кој 

според а) важи 0( ) 0c G  . Конечно, 0( ) ... ( ) 0c G c G   .  
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Обратно, нека ( ) 0c G  . Нека во G  постои циклус и нека e  е едно негово 

ребро. Тогаш, од теорема 9.2 и од претходното равенство следува  
 

( \{ }) ( ) 1 1 0c G e c G     , 
 

што противречи на тврдење под а). Според тоа, во G  постои циклус.  

 

9.4. Последица. Ако графот ( , )G V E  е дрво, тогаш ( ) 0c G  .  
 

Доказ. Графот G  е ацикличен сврзан граф, па од теорема 9.3 б) следува 

( ) 0c G  .  

 

9.5. Коментар. Нека имаме произволен граф ( , )G V E  со ( )m G  ребра, 

( )n G  темиња и ( )k G  компоненти на сврзаност. Нека 1 2 ( ), ,..., k GH H H  се покрив-

ните дрва за компонентите на сврзаност кои се добиваат после отстранувањето на 

цикличните ребра од компонентите на сврзаност на графот G  и нека секое од нив 

содржи , 1,2,..., ( )im i k G  ребра и , 1,2,..., ( )in i k G  темиња. Јасно,  
 

( )

1

( )
k G

i
i

n G n


  . 

 

Според теорема 8.3 за секое дрво , 1,2,..., ( )iH i k G  важи 1i im n  , па затоа  
 

( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( )
k G k G

i i
i i

m n k G n G k G
 

     . 

 

Значи, бројот на цикличните ребра кои ги отстрануваме во процедурата за добива-

ње шума покривни дрва на графот G  е   
 

( )

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k G

i
i

m G m m G n G k G c G


     , 

т.е. тој е еднаков на цикломатичниот број на графот G .  

 

9.6. Пример. За графот G  прикажан на цртеж 26 а) имаме ( ) 8m G  , 

( ) 5n G   и ( ) 1k G  . Според тоа неговиот цикломатичен број е   
 

( ) ( ) ( ) ( ) 8 5 1 4c G m G n G k G       , 

Според коментар 9.5, за да добие покривна шума (во случајот покривно дрво) од 

G  треба да отстраниме 4 циклични ребра. Едно покривно дрво на G  е графот G  

прикажан на цртеж 26 б).  
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10. РАЗДЕЛУВАЧКИ МНОЖЕСТВА. ПРЕСЕЦИ  
 

10.1. Дефиниција. Нека ( , )G V E  е произволен граф. Бројот  
 

( ) ( ) ( )r G n G k G   
 

го нарекуваме ранг на графот G .  
 

Очигледно, ( ) ( ) ( )r G c G m G  .  

 

10.2. Забелешка. Според коментар 9.5 рангот на графот за произволен 

граф ( , )G V E  е еднаков на бројот на ребрата на произволна шума покривни дрва 

на графот G .  

  

10.3. Пример. За графот прикажан на цртеж 26 а) имаме ( ) 5 1 4r G    , а  

за графот прикажан на цртеж 26 б) имаме ( ) 5 1 4r H    , што значи дека тие 

имаат исти рангови, што е и логично бидејќи рангот не зависи од бројот на ребра-

та.  

 

10.4. Дефиниција. Нека ( , )G V E  е произволен сврзан граф. Множеството 

ребра A E , чиешто отстранување го зголемува бројот на компонентите на свр-

заност на графот G  го нарекуваме разделувачко множество за G .  
 

За разделувачкото множество S  ќе велиме дека елементарно разделувач-

ко множество за графот G  ако не постои вистинско подмножество на S  кое е 

разделувачко за G .  

 

10.5. Пример. Очигледно множеството 2 3 6 7 8{ , , , , }A e e e e e  е разделувач-

ко множество за графот G  прикажан на цртеж 26 а). Меѓутоа A  не е елементарно 

разделувачко множество, бидејќи 3 6 7 8{ , , , }S e e e e  е разделувачко вистинско под-

множество од A . Лесно се гледа дека множеството S  е елементарно разделувач-

ко множество за графот G .  

 

10.6. Теорема. Нека ( , )G V E  е произволен сврзан граф. Множеството S  

е елементарно разделувачко множество ако и само ако  
 

(1) S  се состои од минималниот број ребра со чие отстранување од гра-

фот G  истиот се разбива на граф со две компоненти на сврзаност 1H  

и 2H .  
 

Доказ. Нека е исполнет услов (1). Тогаш S  е разделувачко множество и 

како се состои од минималниот број ребра со чие отстранување од графот G  

истиот се разбива на граф со две компоненти на сврзаност 1H  и 2H  заклучуваме 

дека тоа е елементарно разделувачко множество.  
 

Нека S  е елементарно разделувачко множество, т.е. нека S  се состои од 

минималниот број ребра со чие отстранување графот \G S  не е сврзан. Ќе до-

кажеме дека \G S  има две компоненти на сврзаност. Нека претпоставиме дека 



 283 

\G S  има три компоненти на сврзаност: 1 2 3, ,H H H  и со 1S  да ги означиме ре-

брата чии темиња се во 1H  и 2H , со 2S  - ребрата чии краеви се во 2H  и 3H  и со 

3S  - ребрата чии краеви се во 3H  и 1H . Јасно, i kS S  , за i k  и 

2 31S S SS   . Ако 1S   , тогаш 2 3S S  е вистинско подмножество од S  и 

притоа подграфот 2 3\ ( )G S S  нема да биде сврзан, што противречи на претпо-

ставката за минималноста на множеството S . Според тоа, \G S  има две компо-

ненти на сврзаност.  

 

10.7. Теорема. Нека ( , )G V E  е сврзан граф и v V . Множеството од сите 

ребра кои се инцидентни со v  е елементарно разделувачко множество ако и само 

ако v  не е зглобно теме за G .  
 

Доказ. Нека множеството од сите ребра кои се инцидентни со v  е еле-

ментарно разделувачко множество. Според теорема 10.6 ова множества ребра го 

разбива графот G  на два сврзани подграфа 1H  и 2H , кои се генерирани од мно-

жествата темиња { }v  и \{ }V v , соодветно. Јасно, бидејќи подграфот 2H  е сврзан, 

за секои две негови темиња постои верига која не го содржи темето v , па од тео-

рема 7.11 следува дека v  не е зглобно теме за G .  
 

Обратно, нека v  не е зглобно теме за сврзаниот граф G . Тогаш од теоре-

ма 7.11 следува дека за секои две темиња од G , различни од v , постои верига која 

не го содржи темето v . Но, тоа значи дека графот 2H  генериран од множеството 

темиња \{ }V v  по дефиниција е сврзан и како графот 1H  генериран од множе-

ството { }v  е сврзан, добиваме дека множеството од сите ребра инцидентни со v  е 

разделувачко множество за графот G  и тоа е елементарно разделувачко множе-

ство за G  (зошто?).   

 

10.8. Теорема. Ако S  е елементарно разделувачко множество за сврза-

ниот граф G , тогаш S  содржи барем едно ребро од секое покривно дрво на G .  
 

Доказ. Нека претпоставиме дека постои покривно дрво H  на G  такво 

што елементарното разделувачко множество S  на G  не содржи ниту едно ребро 

од H . Тогаш \H G S , па затоа \G S  е сврзан граф, што противречи на дефи-

ниција 10.4.  

 

10.9. Теорема.  Нека S  е произволно множество ребра на сврзаниот граф 

G . Тогаш S  е елементарно разделувачко множество ако и само ако S  е мини-

мално множество ребра кое содржи барем по едно ребро од секое покривно дрво 

H  на G .  
 

Доказ. Нека S  е елементарно разделувачко множество за сврзаниот граф 

G . Од теорема 10.8 следува дека S  содржи барем едно ребро од секое покривно 

дрво на G . Ќе докажеме дека S  е минималното множество со тоа својство. Нека 

'S  е вистинско подмножество на S  со истото својство. Тогаш подграфот \ 'G S  

на G  не содржи ниту едно покривно дрво H  на G , што значи дека не е сврзан, 

што противречи на претпоставката дека S  е елементарно разделувачко множе-
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ство, т.е. минимално множество ребра чиешто отстранување го зголемува бројот 

на компонентите на сврзаност на G .  
 

Обратно, нека S  е минимално множество ребра кое содржи барем по ед-

но ребро од секое покривно дрво H  на G . Тогаш, подграфот \G S  нема да содр-

жи покривно дрво на G , па затоа нема да биде сврзан. Нека сега претпоставиме 

дека S  не е елементарно разделувачко множество. Тогаш постои негово вистин-

ско подмножество 'S , кое ќе биде елементарно разделувачко и согласно првиот 

дел од доказот 'S  ќе биде минимално множество ребра кое содржи барем по едно 

ребро од секое дрво H  на G , што противречи на претпоставката за минималност 

на .S .  

 

10.10. Теорема. Нека ( , )G V E  е сврзан граф. Секој елементарен циклус 

C  и секое елементарно разделувачко множество S  на G  имаат парен број заед-

нички ребра.  
 

Доказ. Со 'H  и ''H  да ги означиме компонентите на \G S , кои имаат те-

миња 'V  и ''V , соодветно.  
 

Ако C  е подграф на некоја од компонентите на сврзаност 'H  или ''H , 

тогаш \C G S , па затоа C S  , што значи дека S  на G  немаат, т.е. имаат 

нула заеднички ребра.  
 

Нека S  и C  имаат заеднички ребра. Тогаш без ограничување на општо-

ста можеме да земеме дека ' 'v V  е почетокот и крајот на циклусот. Тргнувајќи 

по циклусот од темето 'v  ќе стигнеме до ребро заедничко за S  и C , па кога ќе 

поминеме по тоа ребро ќе дојдеме до теме во множеството ''V . Но, елементар-

ниот циклус, чии ребра по дефиниција се различни, треба да заврши во почетното 

теме ' 'v V , па затоа за да дојдеме до теме од множеството 'V  мора да поминеме 

по ребро заедничко за S  и C . Според тоа, S  и C  мора да имаат парен број заед-

нички ребра.  

 

10.11. Дефиниција. Нека ( , )G V E  е произволен граф и нека за множе-

ствата темиња ', ''V V V  важи ' '' , ' ''V V V V V    . Множеството *E E  

такво што за секое ребро *e E  едното теме припаѓа на 'V , а другото на ''V  го 

нарекуваме пресек на графот G  соодветен на множествата темиња 'V  и ''V  и 

притоа ја користиме ознаката ', ''V V .  

 

10.12. Пример. Да го разгледаме графот 

прикажан на  цртеж 27. За множествата темиња  
 

1 2 3 4' { , , , }V v v v v  и 5 6 7'' { , , }V v v v  
 

пресекот на графот е  
 

6 7 8 9', '' { , , , }V V e e e e .  

 

10.13. Поимот пресек е тесно поврзан со поимот елементарно разделувач-

ко множество. Имено, може да се докаже следнава теорема.  
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Теорема. а) Пресекот ', ''V V  на сврзаниот граф ( , )G V E  е елементарно 

разделувачко множество за графот G , ако подграфовите 'H  и ''H  генерирани од 

множествата темиња 'V  и ''V , соодветно, се сврзани графови.  
 

б) Ако S  е елементарно разделувачко множество за сврзаниот граф G , а 

'V  и ''V  се темињата на компонентите на \G S , тогаш ', ''S V V .  

 

10.14. Со поимот покривна шума H  на граф G  тесно е поврзан поимот 

фундаментална (базна) фамилија циклуси придружена на H . Таа се дефинира на 

следниов начин: ако на H  додадеме некое ребро од графот G  кое не се содржи 

во H , тогаш според теорема 8.3 е) добиваме единствен елементарен циклус. Мно-

жеството од сите елементарни циклуси кои ги добиваме со додавање на секое 

ребро од G , кое не се содржи во H , го нарекуваме фундаментална (базна) фами-

лија циклуси придружена на H .  
 

Според коментар 9.5, бројот на ребрата од графот G  кои можеме да ги 

додадеме во претходната постапка е еднаков на цикломатичниот број ( )c G  на 

графот G , што значи дека секоја фундаментална фамилија циклуси има ( )c G  еле-

менти. Нека графот G  има ( )m m G  ребра. Ако со C  ја означиме фундаментал-

ната фамилија циклуси, т.е. ако  
 

1 2 3 ( ){ , , ,..., }c GC C C CC , 
 

тогаш секој друг циклус на графот G , кој не припаѓа на C , може да се изрази 

како линеарна комбинација на циклусите од C . За таа цел доволно е секој фунда-

ментален циклус , 1,2,..., ( )iC i c G  да за претстави како mдимензионален век-

тор, во кој j  тата координата е еднаква на 1, ако j  тото ребро припаѓа на ци-

клусот и 0 во спротивен случај. Тогаш, користејќи го собирањето по модул 2, се-

кој елементарен циклус може да се запише како збир по модул 2 од базните 

циклуси.  

 

10.15. Пример. Да го разгледаме графот G  од пример 9.6 и неговото 

покривно дрво H  (цртеж 26). За овој граф имаме ( ) 4c G  , што значи дека фун-

даменталната фамилија циклуси придружена на H  има четири елементи и тие се 

прикажани на цртеж 28 и кои се добиваат со додавање на секое од цикличните 

ребра: 5 6, ,e e  7e  и 5e .   
 

Графот G  има осум ребра, па затоа четирите вектори соодветни на фун-

даменталната фамилија циклуси се:  
 

1 (1,1,0,0,1,0,0,0)C  ,  

2 (0,1,1,0,0,1,0,0)C  ,  

3 (0,0,1,1,0,0,0,1)C   и  

4 (0,1,1,1,0,0,1,0)C  .  
 

Понатаму, елементарниот цик-

лус составен од ребрата 1 5 6, ,e e e  
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и 3e  може да се запише како збир по модул два на 1C  и 2C . Навистина 
 

1 2 (1,1,0,0,1,0,0,0) (0,1,1,0,0,1,0,0)

(1 0,1 1,0 1,0 0,1 0,0 1,0 0,0 0)

C C  

        
 

(1,0,1,0,1,1,0,0).   

 

10.16. Забелешка. а) Како што рековме, бројот на елементите на секоја 

фундаментална фамилија циклуси е еднаков на ( )c G , но истиот зависи од покрив-

ното дрво H . Имено, при избор на друго покривно дрво добиваме друга фунда-

ментална фамилија циклуси со ( )c G  елементи  
 

б) Постојат графови во кои можат 

да се најдат ( )c G  независни елементарни 

циклуси, но кои не се добиваат со додавање 

на ребро кон покривно дрво на графот. Вак-

вата фамилија независни циклуси не ја сме-

таме за фундаментална. Еден таков пример 

е даден на цртеж 29, во кој имаме ( ) 9c G   

независни елементарни циклуси, но кои не 

може да се добијат од ниту едно покривно 

дрво.  
 

в) Во 10.14 рековме дека секој еле-

ментарен циклус може да се претстави како 

збир на фундаментални циклуси. Меѓутоа, 

не секој збир на фундаментални циклуси дава елементарен циклус. На пример, 

збирот  
 

1 3 (1,1,0,0,1,0,0,0) (0,0,1,1,0,0,0,1) (1,1,1,1,1,0,0,1)C C    , 
 

соодветствува на циклусот 1 5 2 3 4 8, , , , ,e e e e e e , кој не е елементарен (зошто?).  

 

 

 

11. СВОЈСТВА НА МАТРИЦИТЕ НА  

ИНЦИДЕНЦИЈА И СОСЕДСТВО  
 

11.1. Нека ( , , )G V E   е произволен прост неориентиран граф. Од забе-

лешка 2.5 непосредно следува дека матрицата B  на соседство на графот G  е си-

метрична. Меѓутоа, ако G  е прост ориентиран граф, тогаш од дефиниција 2.4 

следува дека неговата матрица на соседство не мора да биде симетрична. Пона-

таму, согласно дефиниција 4.1 за секое теме iv V  неговиот степен deg( )iv  е 

еднаков на збирот на елементите на i  тата редица.  

 

Во коментар 2.7 рековме дека во случај на прост граф матрицата на сосед-

ство B  еднозначно го задава графот G . Јасно, ова се однесува на обележените 

(означените) графови. Меѓутоа, матрицата на соседство B  еднозначно го опреде-

лува графот G  со точност до изоморфизам. Навистина, ако ги промениме ознаки-
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те на темињата на графот G , тогаш добиваме нова матрица на соседство 'B B . 

Меѓутоа, со помош на конечен број елементарни трансформации матрицата 'B  

може да се добие од матрицата B , што значи дека матрицата на соседство B  

еднозначно го определува графот G  со точност до изоморфизам.  

 

11.2. Теорема. Нека ( , , )G V E   е обележен неориентиран прост граф со 

матрица на соседство B . Тогаш елементот 
( )k
ijb  на матрицата 

( )
[ ]

kk
ijB b  е една-

ков на бројот на патиштата со должина k  меѓу темињата iv  и jv , i j  на графот 

G .  
 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по k .  
 

Јасно, тврдењето важи за 1k  . Нека претпоставиме дека тврдењето е 

точно за k s .  
 

Ако графот G  има n  темиња, тогаш од дефиницијата на производ на ма-

трици имаме 1s sB B B  , па затоа  
 

( 1) ( ) ( ) ( )
1 21 2 ...

s s s s
j j njij ini ib b b b b b b


    , за , 1,2,...,i j n .   

 

Да ги разгледаме темињата iv  и jv . Нека 
1 2
, ,...,

pt t tv v v  се темињата кои во G  се 

соседни со темето jv . Тогаш  
 

1, {1,2,..., }

0, {1,2,..., }.rt j

r p
b

r p


 


    (1) 

 

Јасно, секој па со должина 1s   од темето iv  до темето jv  може да се претстави 

како пат со должина s  од темето iv  до едно од темињата 
1 2
, ,...,

pt t tv v v  и пат со 

должина 1 од едно од темињата 
1 2
, ,...,

pt t tv v v  до темето jv , и обратно. Според тоа, 

бројот на патиштата со должина 1s   од темето iv  до темето jv  е еднаков на 

збирот на броевите на патиштата со должина s  од темето iv  до темињата 

1 2
, ,...,

pt t tv v v , односно  

 

1 2

( 1) ( ) ( ) ( )
...

p

s s s s
ij it it it

b b b b


    .   (2) 

 

Конечно, од (1) и (2) последователно добиваме  
 

1 21 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( 1)
1 21 2

... ...

...

pp p

s s s s s s
t j t j t jit it it it it it

s s s s
j j njin iji i

b b b b b b b b b

b b b b b b b


      

    

 

 

т.е. тврдењето важи за 1k s  , па од принципот на математичка индукција сле-

дува дека важи за секој природен број k .  

 

11.3. Пример. За графот G  зададен со цртеж 30 матрицата на соседство е  
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0 1 1 1

1 0 1 0

1 1 0 1

1 0 1 0

B

 
 
 
 
 
 

. 

 

Имаме  
 

3

4 5 5 5

5 2 5 2

5 5 4 5

5 2 5 2

B

 
 
 
 
 
 

 

и како 
(3)
14 5b   од претходната теорема следува дека бројот на патиштата со 

должина 3 меѓу темињата 1v  и 4v  е еднаков на 5. Кои се тие патишта?   

 

11.3. Последица. Нека ( , , )G V E   е обележен неориентиран прост граф 

со матрица на соседство B . Тогаш елементот 
(2)
iib  на матрицата 

(2)2 [ ]ijB b  е ед-

наков на степенот на темето iv  на графот G .  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 11.2.  

 

11.4. Последица. Ако ( , , )G V E   е обележен неориентиран сврзан 

прост граф со матрица на соседство B , тогаш растојанието меѓу темињата iv  и 

jv , i j , е еднаков на најмалиот природен број k  таков што елементот 
( )k
ijb  на 

матрицата 
( )

[ ]
kk

ijB b  е различен од нула.  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 11.2.  

 

11.5. Во претходните разгледувања се осврнавме на некои својства на 

матрицата на соседство B , за која видовме дека еднозначно го определува графот 

G  со точност до изоморфизам. Може да се покаже дека и матрицата на инциден-

ција A  дава комплетна информација за графот G , т.е. дека таа го определува со 

точност до изоморфизам.  

 

11.6. Дефиниција. Нека ( , , )G V E   е обележен неориентиран прост 

граф со n  темиња и m  ребра. Графот ( )L G  во којшто темиња се ребрата на гра-

фот G , а две темиња во ( )L G  се соседни ако соодветните ребра во G  се инци-

дентни со исто теме го нарекуваме ребрен граф 

соодветен на G .  

 

11.7. Пример. За графот G  од цртеж 31 

а) соодветниот ребрен граф ( )L G  е зададен на 

цртеж 31 б).   
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11.8. Доказот на следнава теорема нема да го презентираме, бидејќи исти-

от излегува надвор од рамките на нашите разгледувања.  

 

Теорема. Нека ( , , )G V E   е обележен неориентиран прост граф со n  

темиња и m  ребра. За матрицата на инциденција A  на графот G  и матрицата на 

соседство ( ( ))B L G  на ребрениот граф ( )L G  соодветен на графот G  важи  
 

( ( )) 2T
mB L G A A E  , 

 

каде mE  е единична матрица од m ти ред.  

 

11.9. Од дефиниција 2.1 и забелешка 2.2 следува дека секоја колона на 

матрицата на инциденција содржи два ненулти елементи 1 и 1  ако графот е ори-

ентиран и две единици ако графот е неориентиран. Според тоа, секој ред на ма-

трицата на инциденција може да се определи со останатите 1n  редови, што 

значи дека редовите на матрицата се линеарно зависни и секои 1n  редови дава-

ат целосна информација за матрицата на инциденција.  

 

Дефиниција. Секоја подматрица од 1n  редови CA  на матрицата на ин-

циденција A  ја нарекуваме пресечена матрица на инциденција и таа е соодветна 

на она теме, чиј ред е отстранет од матрицата A . Јасно е дека  
 

rang rang 1CA A n   . 

 

11.10. За пресечените матрици на инциденција точна е следнава теорема, 

која ќе ја прифатиме без доказ.  

 

Теорема. Точни се следниве тврдења:  
 

a) Ако G  е дрво, тогаш детерминантата на секоја пресечена матрица на 

инциденција е еднаква на 1 .  

b) Ако G  е сврзан граф со n  темиња, тогаш рангот на неговата матрица 

на инциденција е 1n , т.е. rang 1A n  .  

c) Ако G  е сврзан граф со n  темиња и k  компоненти на сврзаност, 

тогаш рангот на неговата матрица на инциденција е n k , т.е. 

rang A n k  .  

d) Колоните на матрицата на инциденција, соодветни на ребрата на 

прост (елементарен) циклус, се линеарно зависни.  

e) Нека G  е граф со n  темиња. Квадратната подматрица од ( 1)n  ви 

ред на произволна пресечена матрица на инциденција е несингуларна 

ако и само ако ребрата соодветни на колоните на подматрицата фор-

мираат покривно дрво.  

f) Нека G  е сврзан неориентиран граф и CA  е произволна пресечена 

матрица на инциденција за ориентираниот граф *G , добиен со про-

изволна ориентација на ребрата на G . Тогаш бројот на покривните 

дрва на графот G  е ( ) det( )T
C CG A A  .  
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11.11. Пример. Да го разгледаме графот G  прикажан на цртеж 32, за кој 

на цртеж 33 е даден графот *G  добиен со произволна ориентација на ребрата на 

G . Матрицата на инциденција на графот *G  е:  
 

1 0 1 0 1

1 1 0 0 0

0 1 0 1 1

0 0 1 1 0

A

 
 

 
   
 

 

, 

 

а додека пресечената матрица на инциденција соодветна на те-

мето 4v  е:  
 

1 0 1 0 1

1 1 0 0 0

0 1 0 1 1

CA

 
 

 
 
    

 и 

1 1 0

0 1 1

1 0 0

0 0 1

1 0 1

T
CA

 
 


 
 
 

 
  

.  

 

Според тоа,  
 

3 1 1

1 2 1

1 1 3

T
C CA A

  
 

  
 
   

 ,  

 

па затоа бројот на покривните дрва на графот G  ( ) det( ) 8T
C CG A A    и тие се:  

1 2 3 1 2 4 1 3 4 1 3 5 1 4 5{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },e e e e e e e e e e e e e e e   

2 3 4 2 3 5{ , , }, { , , }e e e e e e  и 2 4 5{ , , }e e e .  

 

 

 

12. ОЈЛЕРОВИ ГРАФОВИ  
 

12.1. Кенигзберг, град во Источна Прусија, се наоѓа на две реки и на два 

острови. Островите биле поврзани меѓу себе и со бреговите на реките со седум 

мостови, како што е прикажано на цртеж 34. Жителите на градот си го поставу-

вале прашањето:  

Дали може жител на градот, трг-

нувајќи од дома (од кое било место 

, ,A B C  или D ) да го премине секој 

од седумте мостови само еднаш и 

да се врати дома?  
 

Одговорот на поставеното прашање го дал 

Леонар Ојлер во 1736 година и истиот е по-

врзан со прашањето за егзистенција на циклус во неориентиран граф кој поминува 

низ секое ребро точно еднаш.  
 

Во врска со претходно изнесеното ја имаме следнава дефиниција.  
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Дефиниција. Ојлеров циклус во неориентираниот граф G  е циклус кој-

што минува низ секое ребро само еднаш.  
 

Ако постои Ојлеров циклус, којшто ги содржи сите ребра на графот G , 

тогаш за G  ќе велиме дека е Ојлеров граф.  
 

Отворената верига, која не минува двапати низ едно исто ребро ја наре-

куваме Ојлерова отворена верига.  

 

12.2. Теорема (Ојлер). Сврзаниот неориентиран граф G  е Ојлеров ако и 

само ако сите негови темиња имаат парни степени.  
 

Доказ. Нека сврзаниот неориентиран граф G  е Ојлеров, т.е. нека постои 

Ојлеров циклус Q  кој ги содржи сите ребра на G . Ако се движиме по Q , тогаш 

секогаш кога по некое ребро “влегуваме ” во некое теме, за “излегување” користи-

ме друго ребро. Бидејќи поминуваме по сите ребра и тоа само по еднаш, 

заклучуваме дека сите темиња на графот мора да имаат парни степени.  
 

Обратно, нега G  е сврзан граф во којшто сите темиња имаат парни степе-

ни. Земаме произволно теме iv  во графот iG G  и да се “движиме” произволно 

по различни ребра од графот. После извесен број чекори одново ќе се вратиме во 

темето iv . Имено, претпоставката дека ќе се најдеме во друго теме и не можеме да 

се вратиме во темето iv , противречи на претпоставката дека сите темиња на сврза-

ниот граф имаат парен степен. Со други зборови ќе најдеме циклус ( ,..., )i i iQ v v  

кој содржи различни ребра на графот iG .  
 

Ако ребрата на iQ   се сите ребра на iG , тогаш G  е Ојлеров граф,   
 

Ако циклусот iQ  не ги содржи сите ребра на iG , тогаш од натамошните 

разгледувања од iG  ги испуштаме ребрата на iQ . Понатаму, избираме теме is  од 

циклусот iQ , инцидентно се некое од неотстранетите (неиспуштените) ребра на 

iG . Јасно, бидејќи графот е сврзан и сите негови темиња се со парен степен, по-

стои барем едно такво теме is . Ставаме i iv s  и ја повторуваме претходната 

постапка, со што после конечен број чекори графот G  го разбиваме на k  циклуси 

кои немаат заеднички ребра 

(цртеж 35). Очигледно Ој-

леровиот циклус кој ги со-

држи сите ребра на G  мо-

жеме да го опишеме на 

следниов начин:  
 

- тргнуваме од темето 1v  и се движиме по циклусот 1Q  се додека не 

стигнеме до темето 1s ,  
 

- од 1s  се движиме по 2Q  додека не стигнеме до темето 2s  итн. додека 

не стигнеме до темето 1ks   и  се движиме по циклусот kQ ,  
 

- по неопишаниот дел на циклусот 1kQ   доаѓаме до темето 1ks   итн. се 

движиме по неопишаните делови на претходните циклуси додека не 
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стигнеме до темето 1s , за да конечно 

по неопишаниот дел на 1Q  стигнеме во 

темето 1v .  

 

12.3. Пример. а) Графот G  од цртеж 36 ги 

исполнува условите од теорема 12.2, па затоа тој е 

Ојлеров. Еден Ојлеров циклус, којшто ги содржи 

сите ребра на графот G  е, на пример, циклусот:  
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 2 4 9 7 5 3 1( )Q v v v v v v v v v v v v v v v v . 
 

Обидете се Ојлеровиот циклус Q  да го добиете кори-

стејќи го алгоритамот опишан во претходната теорема.  
 

б) Графот G  даден на цртеж 37 не е Ојлеров 

граф. Имено, две темиња од овој граф имаат непарен 

степен, па од претходната теорема следува дека тој не е 

Ојлеров.  

 

12.4. Теорема. Нека G  е сврзан граф со 2 0k   темиња со непарен сте-

пен. Тогаш постојат k  Ојлерови отворени независни вериги (немаат заеднички 

ребра) кои го покриваат G  (секое ребро од G  припаѓа на една од тие вериги). 

Притоа k  е најмалиот број со тоа својство.  
 

Доказ. Нека s  е најмалиот број независни Ојлерови вериги, кои го 

покриваат G  и нека 1 2{ , ,..., }sU U U U  е едно минимално покривање на G .  
 

Нека претпоставиме дека 1U  е циклус. Оттука 

следува дека 1U  не може да има заедничко теме со дру-

гите вериги , 1iU i  . Навистина, ако допуштиме, дека 

циклусот 1U  има заедничко теме со веригата 2U  (цртеж 

38), тогаш очигледно веригата 3 4 1 4 2( , , , , )v v v v v  е исто 

така Ојлерова и ако ги замениме 1U  и 2U  со оваа верига ќе добиеме покривање на 

G  со ( 1)s  -на верига, што е противречност на минималноста на s . Според тоа, 

ако претпоставиме, дека 1U  е циклус, добиваме дека овој циклус нема заеднички 

темиња со останатите вериги , 1iU i  . Но, тоа значи дека нема ребра за кои 

едното теме е во 1U , а другото е во останатите вериги. Според тоа, бидејќи G  е 

сврзан графот и U  е покривка на G , добиваме дека сите ребра на G  се наоѓаат 

во 1U , што според теорема 12.2 и фактот дека G  има 2 0k   темиња со непарен 

степен не е можно.  
 

Според тоа, 1 2, ,..., sU U U  се отворени вериги во 

G .  
 

Ќе докажеме дека меѓу веригите 1 2, ,..., sU U U  

две по две немаат заедничко крајно теме. Навистина, 
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ако допуштиме дека веригите 1U  и 2U  имаат заедничко крајно теме, земаме 

1 2*U U U  , цртеж 39, и како *U  е Ојлерова верига, со замена на 1U  и 2U  со 

*U  ќе добиеме покривање на G  со ( 1)s  -на верига, што е противречност на 

минималноста на s .  
 

Ќе докажеме дека секоја верига поврзува темиња со непарен степен. На-

вистина, кај секоја отворена верига за почетното теме бројот на “излезните” ребра 

е за 1 поголем од бројот на “влезните” ребра, а за секое крајно теме на отворената 

верига важи обратното. Од досега изнесното добиваме 2 2k s , т.е. k s .   

 

12.5. Последица. Нека G  е сврзан граф со две темиња со непарен степен, 

тогаш графот G  се покрива со една Ојлерова отворена верига.  
 

Доказ. Непосредно следува од теорема 12.4.  

 

12.6. Пример. Графот G  претставен на 

цртеж 40 ги исполнува условите на последица 

12.5. Имено, темињата 1v  и 8v  се единствени 

кои имаат непарен степен, па затоа во него по-

стои Ојлерова отворена верига која го покрива. 

На пример, таква е веригата:  
 

1 2 3 4 1 5 6 8 5 3 7 8( )U v v v v v v v v v v v v .  

 

12.7. Ќе ја формулираме аналогната на теоремата 12.2, која се однесува на 

ориентирани графови.  

 

Теорема. Ориентираниот сврзан граф G  содржи покривен Ојлеров цик-

лус (Ојлерова верига) ако и само ако за броевите deg ( )iv
  на излезните ребра и 

deg ( )iv
  на влезните ребра за темето iv  се исполнети условите:  

а) за циклус: deg ( ) deg ( )i iv v  , за секое теме iv ,  

б) за верига: deg ( ) deg ( )i iv v  , за секој ,i s t , deg ( ) deg ( ) 1s sv v    

и deg ( ) deg ( ) 1t tv v   , каде со sv  и tv  се означени почетното и крајното теме 

на Ојлеровата верига, соодветно.   

 

12.8. Пример. Ориентираниот граф G  

претставен на цртеж 41 ги задоволува условите од 

теорема 12.7 б). Притоа, 1v  е почетното, а 8v  крај-

ното крајното теме на Ојлеровата верига  
 

1 2 3 4 1 4 1 5 6 8 5 3 7 8( )U v v v v e v v v v v v v v v .  

 

12.9. Коментар. Ојлеровите вериги се од интерес за компаниите кои во 

големите градови разнесуваат пошта, наплаќаат смеки, одржуваат улици во зим-

ски услови итн. На пример, поштарот најрационално ќе ја разнесе поштата во 

својот реон ако низ секоја улица помине само еднаш. Понатаму, организатор на 



 294 

големи изложби, за да ги доведе посетителите до секој експонат по еднаш треба 

да определи Ојлерова верига во графот определен со изложбениот простор, во кој 

изложените експонати ќе бидат темиња.  

 

 

 

13. ХАМИЛТОНОВИ ГРАФОВИ  
 

13.1. Дефиниција. За графот G  ќе велиме дека е Хамилтонов граф, ако 

постои елементарен циклус, кој минува низ сите темиња на графот G . Таквиот 

циклус се нарекува Хамилтонов циклус.  
 

Елементарната верига (пат, маршрута) која ги содржи сите темиња на G  

ја нарекуваме Хамилтонова верига (пат, маршрута) на графот G .  

 

13.2. Пример. Трговски патник тре-

ба да обиколи 20 градови за кои заедно со  

сообраќајниците се распоредени како на цр-

теж 42. Во текот на патувањето патникот во 

секој град треба да се помине само еднаш и 

на крајот да се врати во појдовниот град. Да-

ли е тоа можно?  
 

Очигледно, ако одговорот на поста-

веното прашање е позитивен, тогаш треба да 

покажеме дека графот од цртеж 42 е Хамил-

тонов. Во случајот станува збор за рамнин-

ско претставување на правилен додекаедар 

(полиедар со 20 темиња, 30 рабови и 12 стра-

ни), при што е добиен Хамилтонов граф и бараниот Хамилтонов циклус е  
 

(1,8,9,18,19,20,16,17,7,6,15,14,13,12,11,10,2,3,4,5,1)U  .  

 

13.3. Забелешка. а) Очигледно, ако графот G  е Хамилтонов, тогаш тој е 

сврзан. Понатаму, ако во графот G  постојат две темиња u  и v  за кои постои 

единствен елементарен пат, тогаш е јасно дека графот не е G  не е Хамилтонов.  
 

б) Интуицијата упатува на заклучокот дека граф со “доволно многу реб-

ра” има Хамилтонов циклус. Така, на пример, комплетниот граф nK , 3n   има 

Хамилтонов циклус, при што може да се докаже дека во комплетниот граф nK , 

3n   има 
( 1)!

2

n
 Хамилтонови циклуси.  

 

в) За Хамилтоновите графови не постои едноставна и елегантна каракте-

ризација, како што е тоа случај со Ојлеровите графови. Така, на пример, ако G  е 

граф со 3n   темиња и ако за секои две несоседни темиња u  и v  во G  е испол-

нето неравенството  
 

deg( ) deg( )v u n  , 
 

тогаш G  е Хамилтонов граф. Меѓутоа, овој услов не е потребен. Имено, може да 

се докаже дека графот на движењето на шаховската фигура коњ на шаховската 
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табла кој има 64n   темиња е Хамилтонов, иако за секои несоседни темиња u  и 

v  е исполнето неравенството deg( ) deg( ) 16v u  .  

 

13.4. Теорема (Оре). Ако во свр-

заниот граф G  постои најдолг елемента-

рен пат   
 

0 1 1 2 2 3 3 1( ... )k k kP v e v e v e v v e v , 
 

со должина 2k   и ако  
 

0deg( ) deg( ) 1kv v k   ,  (1) 
 

тогаш G  е Хамилтонов граф.  
 

Доказ. Прво ќе докажеме дека во G  постои елементарен циклус C  со 

должина 1k   којшто ги содржи сите темиња од P  и само нив.  
 

Бидејќи P  е најдолг елементарен пат, крајните темиња 0v  и kv  можат да 

бидат соседни само со темиња од P . Ако 2k  , од 0 2deg( ) deg( ) 3v v   следува 

дека темињата 0v  и 2v  се соседни, па бараниот елементарен циклус е триаголни-

кот со темиња 0 1,v v  и 2v . Нека 3k  . Ако темињата 0v  и kv  се соседни, тогаш 

нема што да се докажува. Нека претпоставиме дека темињата 0v  и kv  не се со-

седни и дека за секој , 2 1j j k    важи или 1jv   не е соседно со kv  или jv  не е 

соседно со 0v . Ако 0v  е соседно со 
1 2
, ,...,

si i iv v v , каде 1,..., {2,3,..., 1}si i k  , 

тогаш 0deg( ) 1v s  . Меѓутоа, од претпоставката следува дека kv  не е соседно со 

1 21 1 1, ,...,
si i iv v v   , па затоа deg( ) 2 1 1kv k s k s       , (зошто?). Значи,  

 

0deg( ) deg( ) 1 1 1kv v s k s k k         , 

што противречи на (1). Аналогно се разгледува случајот кога kv  е соседно со 

1 2
, ,...,

si i iv v v . Според тоа, постои , 2 1j j k    таков што 1jv   е соседно со kv  и 

jv  е соседно со 0v .  
 

Од досега изнесеното следува дека елементарниот циклус C  формиран 

од делот на P  меѓу 0v  и 1jv  , реброто 1( , )j kv v , делот на P  меѓу kv  и jv  и 

реброто 0( , )jv v  има должина 1k   и ги содржи сите темиња од P  и само нив, 

цртеж 43.  
 

Ќе докажеме дека најдениот елементарен циклус C  ги содржи сите те-

миња на G . Навистина, ако C  не ги содржи сите темиња од G , тогаш од сврза-

носта на C  следува дека за некое теме u  кое не припаѓа на C  постои ребро e , 

чиј еден крај е темето u , а другиот крај е некое теме v  кое лежи во C . Тогаш, ако 

од елементарниот циклус C  отфрлиме едно од двете ребра кои се инцидентни со 

v  и на негово место го додадеме реброто e , ќе добиеме елементарен пат со 

должина 1k  , што противречи на условот на теоремата. Според тоа, сите темиња 

на G  се содржат во елементарниот циклус C , па затоа G  е Хамилтонов граф.   
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13.5. Последица. Нека G  е сврзан граф со 3n   темиња таков што за 

секои две несоседни темиња u  и v  во G  е исполнето неравенството  
 

deg( ) deg( )v u n  .     (2) 
 

Тогаш G  е Хамилтонов граф.  
 

Доказ. Нека u  и v  се почетното и крајното теме на најдолгиот елемен-

тарен пат во графот G  чија должина е k . Бидејќи најдолгиот елементарен пат во 

граф со n  темиња има должина помала или еднаква на 1n  добиваме 1k n  . 

Но, тогаш  
 

deg( ) deg( ) 1v u n k    , 
 

што значи дека е исполнет условот (1) од теорема 13.4, па затоа G  е Хамилтонов 

граф.   

 

13.6. Последица (теорема на Дирак). Нека G  е сврзан граф со 3n   те-

миња таков што за секое теме v  од G  важи 1
2

deg( )v n . Тогаш G  е Хамилтонов 

граф.  
 

Доказ. Нека u  и v  се произволни темиња во сврзаниот граф G . Тогаш 

од условот следува дека  
 

1 1
2 2

deg( ) deg( )v u n n n    , 
 

т.е. исполнет е условот (2) од последица 13.5, па затоа G  е Хамилтонов граф.   

 

13.7. Пример. а) Лесно се проверува дека 

графот G  од цртеж 44 ги исполнува условите од 

последица 13.5. Имено, графот има 6n   темиња 

и несоседни темиња се парот 1 и 3, парот 1 и 4, 

парот 1 и 5 и како  
 

deg(1) 2 , а deg(3) deg(4) deg(5) 4    
 

добиваме за несоседните темиња 1 и v  во G  важи  
 

deg(1) deg( ) 2 4 6u n     .  
 

т.е. исполнет е условот (2). Според тоа, графот G  е Хамилтонов и еден Хамилто-

нов циклус за дадениот граф е циклусот (1,6,5,4,3,2,1)C  . 
 

б) Графот G  прикажан на цртеж 45 има 6 

темиња и за степенот на произволно негово теме v  

важи  
 

6 1
2 2

deg( ) 3v n   , 
 

па од последица 13.6 следува дека G  е Хамилтонов 

граф. Еден Хамилтонов циклус за дадениот граф е 

циклусот  
 

* (1,5,2,4,3,6,1)C  . 
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в) За графот G  прикажан на цртеж 46 се ис-

полнети условите на теорема 13.4  и тоа за најдолгиот 

елементарен пат (1,2,5,6,7,4,3,8)P  , па затоа тој е 

Хамилтонов. Еден Хамилтонов циклус за G  е  

(1,3,8,7,6,5,4,2,1)C  .  

 

13.8. Ќе разгледаме една интересна примена 

на ориентираните графови во организација на работа. 

За таа цел ќе го разгледам следнава ситуација.   
 

Една занаетчиска задруга треба да ја замени столаријата во n  станови и 

истите да ги молериса, а располага со една екипа молери и една екипа столари. Од 

разбирливи причини молерите не можат да отпочнат со работа во стан во којшто 

столарите претходно не ја завршиле својата работа. Нека за 1,2,...,i n  столарите 

и молерите во i  тиот стан треба да работат ia  и ib  часови соодветно. Логично е 

да се запрашаме, по кој редослед треба да работат столарите за да целокупната 

работа биде завршена во најкус временски период?  
 

Може да се докаже дека столарите треба да работат прво во i  от стан, а 

потоа во j  тиот стан ако и само ако  
 

min{ , } min{ , }i j j ia b a b ,    (3) 
 

а во спротивно екипата молери ќе денгуби отколку што тоа е потребно.  
 

Сега да формираме ориентиран граф со темиња , 1,2,...,iv i n  во кој ре-

брото ( , )i jv v  постои ако е исполнет условот (3). Може да се докаже дека одре-

дувањето на редот на работата во становите се сведува на наоѓање Хамилтонов 

пат во овој ориентиран граф.  

 

Пример. Столарите и молерите треба да уредат 

пет станови за кои времетраењата на активностите се:  
 

1 2 3 4 53, 15, 2, 13, 4a a a a a      и  

1 2 3 4 57, 7, 12, 5, 10b b b b b      денови.  
 

Ако го искористиме условот (3) го добиваме соодветниот 

граф (цртеж 47). Единствен Хамилтонов пат за дадениот 

граф е: 3 1 5 2 4v v v v v , што значи дека уредувањето ќе отпочне 

од третиот стан, па потоа ќе се уредуваат редоследно првиот, петтиот, вториот и 

четвртиот стан.  

 

 

 

14. ПЛАНАРНИ ГРАФОВИ  
 

14.1. Дефиниција. За графот G  ќе велиме дека е планарен ако може да се 

нацрта во рамнина така што ниеден пар различни ребра да не се сечат надвор од 

теме на графот.  
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14.2. Пример. Графот 

G  претставен на цртеж 48 е 

планарен граф, бидејќи како 

што може да се види на цртеж 

49 тој може да се претстави така 

што се исполнети условите од 

дефиниција 14.1.  

 

14.3. Дефиниција. За графот G  ќе велиме дека може да се смести сло-

бодно на површината S  ако може да се нацрта на површината S  така што ниеден 

пар негови различни ребра да не се сечат надвор од теме, при што, на различни 

темиња од графот G  им се придружени различни точки од површината S .  

 

14.4. Теорема. Графот G  може да се смести слободно на рамнина ако и 

само ако може да се смести слободно на сфера.  
 

Доказ. Да ги разгледаме сферата S  

и рамнината   кои се допираат во точка која 

ја нарекуваме јужен пол. Дијаметралната точ-

ка N  на јужниот пол ја нарекуваме северен 

пол. Пресликувањето меѓу \{ }S N  и рамни-

ната   определено со: на произволна точка 

A  од сферата и придружуваме точка 'A  од 

рамнината и обратно, каде 'A  е пресекот на 

правата NA  со рамнината   е биекција, цр-

теж 50. Притоа за точката 'A  ќе велиме дека 

е стереографска проекција на точката A  врз рамнината.  
 

Нека 'G  е слободно сместување на графот G  на сферата S . Нека сфе-

рата S  и рамнината   се допираат така што северниот пол N  на сферата не е 

ниту теме на графот, ниту точка од неговото ребро при сместувањето 'G . Тогаш 

очигледно стереографската проекција на 'G  ќе биде сместување на графот G  врз 

рамнината  , бидејќи сите ребра се сечат само во темиња и пресликувањето меѓу 

точките на \{ }S N  и рамнината   е биекција.  
 

Аналогно се докажува дека ако 'G  е слободно сместување на графот G  

на рамнината  , тогаш графот G  може слободно да се смести и на сферата S .   

 

14.5. Сместувањето на секој планарен граф на рамнината ја дели рам-

нината на области. За областа ќе велиме дека е конечна област, ако има конечна 

плоштина, а во спротивно ќе велиме дека е бесконечна (неограничена) област. 

Јасно, секоја област при сместувањето на планарниот граф на сфера е конечна.  
 

Рамнинска карта го нарекуваме рамнинскиот граф заедно со областите 

кои ги определува. Јасно, секој рамнински граф има точно една неограничена об-

ласт. Понатаму, за множеството ребра кои ограничуваат дадена област ќе велиме 

дека е граница на областа. За областите на рамнинската карта често пати се 

користи терминот земји. За две земји ќе велиме дека се соседни ако нивните гра-

ници имаат заедничко ребро.  
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14.6. Теорема (Ојлер за планарен граф). Сврзан планарен граф со n  те-

миња и m  ребра ја дели рамнината на  

2k m n        (1) 

области. 
 

Доказ. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по бројот на ребрата m  

на графот.  
 

Минималниот број на ребра што го има сврзан граф со n  темиња е 

1m n  , при што графот е дрво. Но, дрвото не ограничува ниту една конечна 

област, па затоа 1k   и како 1 1 2n n     добиваме дека формулата (1) е точна 

за 1m n   ребра.  
 

Нека претпоставиме дека тврдењето е точно за сврзан планарен граф со 

1m  ребро, 1m n   и нека G  е сврзан планарен граф со m  ребра, n  темиња и 

k  области. Но, тогаш цикоматскиот број на графот G  е  
 

( ) 1 1 1 0c G m n m n        , 
 

па од теорема 9.3 б) следува дека G  содржи барем еден циклус. Нека e  е ребро 

кое припаѓа на некој циклус на G . Ако од G  го отстраниме реброто e , тогаш 

бројот на ребрата и бројот на областите на графот \{ }G e  се намалува за еден и 

како графот \{ }G e  е сврзан планарен граф со 1m  ребро, n  темиња и 1k   об-

ласт од индуктивната претпоставка применета на графот \{ }G e  следува  
 

1 1 2k m n     , т.е. 2k m n   . 
 

Според тоа, тврдењето важи за сврзан планарен граф со m  ребра, па од прин-

ципот на математичка индукција следува дека тоа важи за секој сврзан планарен 

граф.   

 

14.7. Последица (Ојлерова формула за конвексен полиедар). Конвек-

сен полиедар со n  темиња и m  рабови има 2k m n    страни.  
 

Доказ. Опишуваме сфера која во внатрешноста го содржи полиедарот. 

Потоа полиедарот го пресликуваме во сферата така што темињата, рабовите и 

страните на полиедарот ги проектираме на сферата со полуправи чии почетни 

точки се наоѓаат во центарот на сферата. На тој начин на сферата добиваме граф 

G  кој има n  темиња и m  ребра и k  области. Понатаму, со помош на стерео-

графската проекција овој граф го пресликуваме во планарен граф со n  темиња и 

m  ребра и k  области. Конечно, тврдењето следува од теорема 14.6.   

 

14.8. Дефиниција. Конвексниот полиедар го нарекуваме правилен ако низ 

секое теме минува еднаков број еднакви рабови и секоја страна има еднаков број 

еднакви рабови.  

 

14.9. Последица. Постојат пет вида правилни полиедри: тетратедар – (4 

темиња, 6 рабови, 4 страни), коцка – (8,12,6), октаедар (6,12,8), додекаедар - 

(20,30,12) и икосоедар (12,30,20).  
 

Доказ. Нека секоја страна има точно r  рабови и нека низ секое теме ми-

нуваат q  рабови. Тогаш  
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2nq m  и 2kr m , 
 

па затоа  
2m
q

n   и 2m
r

k  . 

 

Од Ојлеровата формула 2n m k    последователно добиваме:  
 

2 2

2

2 2

2

(2 2 ) 2

.

m m
q r

qr

r q qr

m

m r q qr qr

m
 

  

  



 

 

Но, , ,m q r  се природни броеви, па затоа 2 2 0q r qr   , односно ( 2)( 2) 4q r    

и како 3r   и 3q   добиваме дека допустливи целобројни решенија на последна-

та неравенка се подредените парови: (3,3), (4,3), (3,4), (5,3) и (3,5), кои соодвет-

ствуваат на петте вида правилни полиедри. Проверете!  

 

14.10. Последица. Ако G  е прост планарен граф со m  ребра и 3n   те-

миња, тогаш 3 6m n  .  
 

Доказ. Нека 1 2{ , ,..., }kO o o o  е множеството области определени со гра-

фот G . Под степен deg( )io  на областа io  ќе го подразбираме бројот на ребрата 

кои ја сочинуваат границата на io , при што мост-ребрата се бројат двапати. 

Имајќи ја предвид аналогијата која постои меќу степен на теме и степен на област, 

лесно де докажува дека  

1

deg( ) 2
k

i
i

o m


 .    (2) 

 

Но, G  е прост планарен граф и 3n  , па затоа deg( ) 3io  , за 1,2,...,i k . Според 

тоа,  
 

1

2 deg( ) 3
k

i
i

m o k


  , т.е. 2
3

k m ,  

 

и ако ја искористиме формулата (1) добиваме  
 

2
3

2m k m n     т.е. 3 6m n  .  

 

14.11. Последица. Гра-

фовите 5K  и 3,3K , цртеж 51, не 

се планарни.  
 

Доказ. За графот 5K  

имаме 5n   и 10m  . Ако 5K  е 

планарен, тогаш од последица 

14.10 следува  
 

10 3 6 3 5 6 9m n       , 
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што е противречност, што значи дека 5K  не е планарен граф.  

За графот 3,3K  имаме 6n   и 9m  . Тогаш од (1) добиваме  
 

2 9 6 2 5k m n       , 
 

т.е. бројот на областите на 3,3K  е 5. Од друга страна во 3,3K  нема циклуси со 

должина помала од 4, па затоа за степенот на секоја област io  важи deg( ) 4io  . 

Сега од (2) и фактот дека 9m   следува  
 

1

2 deg( ) 4
k

i
i

m o k


  , т.е. 91
2 2

5k m   , 

 

што противречи на 5k  . Конечно, од добиената противречност следува дека 

графот 3,3K  не е планарен.  

 

 

 

15. КАРАКТЕРИЗАЦИЈА НА ПЛАНАРНИТЕ ГРАФОВИ  
 

15.1. Покрај графовите 5K  и 3,3K , за карактеризација на планарните гра-

фови од посебен интерес се уште две фамилии графови, кои се добиваат со офор-

мување нови темиња на ребрата на 5K  и 3,3K . Притоа, под додавање на ново 

теме v  на реброто ( , )u w  на графот G  подразбираме замена на реброто ( , )u w  со 

две нови ребра ( , )u v  и ( , )v w  и оваа операција ја нарекуваме потподелба на 

графот G .  

 

15.2. Лема. Графовите кои се добиваат со потподелба на графовите 5K  и 

3,3K  не се планарни.  
 

Доказ. Непосредно следува од фактот дека графовите 5K  и 3,3K  не се 

планарни.  

 

15.3. Следната теорема, чиј доказ излегува надвор од рамките на нашите 

разгледувања и која прв ја објавил Куратовски во 1930 година, а три години пред 

него ја докажал Понтрјагин, но не го публикувал доказот дава полна карактериза-

ција на планарните графови.  

 

Теорема (Понтрјагин-Куратовски). Графот G  е планарен ако и само 

ако како подграф не го содржи ниту графот 5K , ниту графот 3,3K , ниту нивна 

потподелба.  

 

15.4. Пример. а) Графот G  прикажан на цртеж 

52 е добиен со потподелба на графот 3,3K , при што на 

реброто ( , )u w  е додадено темето v . Според теоремата на 

Понтрјагин-Куратовски овој граф не е планарен.  
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б) Графот H  прикажан на цртеж 53 како под-

граф го содржи графот G  од примерот под а). Но, овој 

граф е добиен како потподелба од графот 3,3K , па од 

теоремата на Понтрјагин-Куратовски следува дека гра-

фот H  не е планарен.  

 

15.5. Следната карактеризација на планарните 

графови ја дале Харари, Вагнер и Тат. Пред да ја дадеме 

оваа карактеризација ќе ја воведеме операцијата свиткување на граф, при која се 

отстранува ребро од графот и се идентификуваат темињата на отстранетото ребро 

на графот.  
 

Теорема. Графот G  е планарен ако и само ако не содржи подграф од кој 

со операцијата свиткување може да се добие графот 5K  или графот 3,3K .  

 

15.6. Пример. Графот на Петерсен (цртеж 54) како 

подграф не го содржи ниту графот 5K , ниту графот 3,3K , ни-

ту нивна потподелба, па затоа врз основа на теоремата на 

Понтрјагин-Куратовски не можеме да заклучиме дека тој не е 

планарен. Межутоа со свиткување на ребрата 1 2 3 4, , ,e e e e  и 

5e  од графот на Петерсен се добива графот 5K , па од теоре-

ма 15.5 следува дека графот на Петерсен не е планарен.  

 

 

 

ЗАДАЧИ  
 

1. Докажете дека граф кој содржи најмалку две темиња, содржи и пар различни 

темиња со ист степен.  
 

2. Колку ребра има графот nK ?  
 

3. Колку ребра има графот ,m nK ?  
 

4. Ако е 2m  , за кои вредности на n  графот ,m nK  е дрво?  
 

5. Докажете дека сврзан граф, кој има n  темиња е дрво ако и само ако збирот на 

степените на темињата на графот е 2( 1)n .  
 

6. Докажете дека дрво кое има две темиња со степен 3, мора да има најмалку 

четири темиња со степен 1, но не мора да има пет темиња со степен 1.  
 

7. За графовите 1 1 1 1( , , )G V E   и 2 2 2 2( , , )G V E   ќе велиме дека се хомоморф-

ни ако постојат пресликувања 21:f VV   и 21:g E E  кои ја запазуваат ин-

циденцијата, т.е. такви што за секое 1e E  од равенството 1 1 2( ) { , }e v v   (од-

носно 1 2( ) ( , )e v v  ) следува равенството 2 1 2( ( )) { ( ), ( )}g e f v f v   (односно  

2 1 2( ( )) ( ( ), ( ))g e f v f v  ). Притоа велиме дека графот 1G  хомоморфно се 

пресликува во графот 2G .  
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a) Нека 1G  е сврзан граф, кој хомоморфно се пресликува на графот 2G . До-

кажете дека графот 1 1 2* ( ( ), ( ), )G f V g E   е сврзан.  
 

b) Нека 1G  е комплетен граф, кој хомоморфно се пресликува на графот 2G . 

Докажете дека графот 1 1 2* ( ( ), ( ), )G f V g E   е комплетен.  
 

c) Нека графот 1G  хомоморфно се пресликува на графот 2G . Докажете дека 

ако темето 1v V  има степен p , тогаш темето ( )f v  не мора да има 

степен p  во 1 1 2* ( ( ), ( ), )G f V g E  . Што може да се каже за степенот на 

темето ( )f v  од 1 1 2* ( ( ), ( ), )G f V g E  ? Што може да се каже за степенот 

на ( )f v  како теме од 2G .  
 

8. Докажете дека изоморфните графови 1 1 1 1( , , )G V E   и 2 2 2 2( , , )G V E   има-

ат исти броеви темиња и ребра.  
 

9. Нека 1 1 1 1( , , )G V E   и 2 2 2 2( , , )G V E   се изоморфни графови. Докажете 

дека графот 1G  е сврзан ако и само ако графот 2G  е сврзан.  
 

10. Нека графовите 1G  и 2G  се изоморфни. Докажете дека ако H  е компонента 

на сврзаност на графот 1G , тогаш сликата 'H  при изоморфизмот е компонен-

та на сврзаност на графот 2G .  
 

11. Нека 1 1 1 1( , , )G V E   и 2 2 2 2( , , )G V E   се изоморфни графови и нека степе-

нот на темето 1v V  во 1G  е еднаков на p . Докажете дека степенот на темето 

( )f v  во 2G  е еднаков на p .  
 

12. Нека 1G  и 2G  се графови и нека 1B  и 2B  се нивните матрици на соседство. 

Докажете дека графовите 1G  и 2G   се изоморфни ако и само ако постои пер-

мутација P  таква што 1
2 1 1

TB PB P PB P  .  
 

13. Нацртајте го графот G  за кој матрицата на инциденција е:  
 

a) 

1 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 0 0 1

1 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 1

A

 
 
 
 
 
 
 
 

,  

 

b) 

1 1 1 0 0 0

1 0 0 0 1 1

0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 1 0

A

 
 
 
 
 
 

.  

 

14. За графовите G  и H  прикажани на цртеж 55 најдете ги матриците на ин-

циденција. Користејќи пресечени матрици на инциденција најдете го бројот 

на покривни дрва за секој од графовите G  и H .  
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15. Нацртајте го графот G  за кој матрицата на соседство е:  
 

a) 

0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 1 1

1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 1

1 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0

B

 
 
 
 

  
 
 
 
  

,  

 

b) 

0 1 0 0 1 0

1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1

1 0 0 1 0 1

0 0 0 1 1 0

B

 
 
 
 

  
 
 
 
  

.  

 

16. За графот G  прикажан на цртеж 56 најдете ја матрицата на соседство, а потоа 

најдете ги бројот на броевите на патишта меѓу темињата со должина 3. Колку 

вкупно патишта со должина 3 содржи графот G ?  
 

17. За графот прикажан на цртеж 57 најдете ја матрицата 

на соседство, а потоа најдете ги бројот на броевите на 

патишта меѓу темињата со должина 3. Колку вкупно 

патишта со должина 3 содржи графот G ?  
 

18. Дали може жител на градот, тргнувајќи од дома (од 

кое било место , ,A B C  или D ) да го премине секој 

од седумте мостови само еднаш и да се врати дома, цртеж 34? 
 

19. Докажете дека со шаховската фигура коњ, правилно движејќи се по шаховска-

та табла, не може да се направи секој дозволен скок точно по еднаш.  
 

20. Ако графот G  е Ојлеров, тогаш неговиот ребрен граф ( )L G  е исто така Ојле-

ров. Докажете!  
 

21. Најдете пример, со кој ќе докажете дека од тоа што ребрениот граф ( )L G  е 

Ојлеров, не следува дека графот G  е Ојлеров.  
 

22. Нека графовите 1G  и 2G  се изоморфни. Докажете дека ако 1G  има Ојлеров 

циклус, тогаш и 2G  има Ојлеров циклус.  
 

23. Ако графот G  е Ојлеров, тогаш неговиот ребрен граф ( )L G  е Хамилтонов. 

Докажете!  
 

24. Ако графот G  е Хамилтонов, тогаш неговиот ребрен граф ( )L G  е исто така 

Хамилтонов. Докажете!  
 

25. Најдете пример, со кој ќе докажете дека од тоа што ребрениот граф ( )L G  е 

Хамилтонов, не следува дека графот G  е Хамилтонов.  
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26. Докажете, дека е можно шаховската фигура коњ, тргнувајќи од некое поле на 

шаховската табла да помине по сите полиња на таблата точно по еднаш и да 

се врати на појдовното поле.  
 

27. Нека G  е сврзан граф со темиња 1 2, ,..., nv v v  за чии степени важи  

1 2deg( ) deg( ) ... deg( )nv v v   . 

Докажете дека, ако од 1
2

deg( )kv k n   следува deg( )n kv n k   , тогаш G  е 

Хамилтонов граф.  
 

28. Нека G  е сврзан граф со темиња 1 2, ,..., nv v v . Докажете дека, ако од 

1
2

1 k n   следува deg( )kv k , тогаш G  е Хамилтонов граф.  
 

29. Нека G  е сврзан граф со темиња 1 2, ,..., nv v v .. Докажете дека, ако од j k , 

deg( ) , deg( ) 1j kv j v k    следува deg( ) deg( )j kv v n  , тогаш G  е Хамилто-

нов граф.  
 

30. Нека G  е сврзан граф со 3n   темиња таков што за секои две несоседни 

темиња u  и v  во G  е исполнето неравенството deg( ) deg( ) 1v u n   . Дока-

жете дека G  е Хамилтонов граф.  
 

31. Докажете дека:  
 

a) Ако графот  G  има мост ребро, тогаш тој не е Хамилтонов граф.  
 

b) Ако компонентите на графот G  добиени со отстранување на мост ребро 

имаат Хамилтонови циклуси, тогаш G  има Хамилтонов пат.  
 

32. Кои од графовите прикажани на цртеж 58 се Хамилтонови. Во случај на 

потврден одговор најдете Хамилтонов циклус.  

 
 

33. Фудбалската топка е сошиена од петаголни и шестаголни парчиња кожа и од 

секое теме излегуваат три раба. Докажете дека бројот на петаголниците е 12 без 

разлика колкав е бројот на шестаголниците. 
 

34. Докажете дека за секој конвексен полиедар збирот на триедрите и триаголните 

страни е поголем или еднаков на 8. 
 

35. Докажете дека секој конвексен полиедар има барем една страна со помалку од 6 

рабови. 
 

36. Нека планарниот граф G  има 12 темиња, при што степенот на секое негово 

теме е еднаков на 3. Колку ребра и колку области има графот G ?  
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37. Нека планарниот граф G  има темиња со степени 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4 и 5. 

Колку ребра и колку области има графот G ?  
 

38. За секој од графовите прикажани на цртеж 58 констатирајте дали е планарен 

или не е планарен. Одговорот да се образложи.  
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

39. Докажете дека кој било граф со четири темиња е планарен.  
 

40. Ако графот G  има пет темиња и едно од темињата има степен 2, тогаш G  е 

планарен граф. Докажете!  
 

41. Користејќи ја математичката индукција, докажете дека дрвото е планарен 

граф.  
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ДОДАТОК А  

ЕДНА КЛАСА ПРОБЛЕМИ НА  

БОЕЊЕ ОД РЕМЗИЕВ ТИП 
 

 

 

1. ВОВЕДНИ ПОИМИ  
 

1.1. Дефиниција. Нека е дадено множеството X . Секое пресликување 

: {1,..., }f X k  го нарекуваме боење на множеството X  во k  бои, а преслику-

вањето f  го нарекуваме функција на боењето.  

 

1.2. Дефиниција. За дадена функција на боење f  дефинираме релација 

  со i j  ако и само ако ( ) ( )f i f j . Јасно,   е релација за еквиваленција, па 

затоа множеството X  е поделено на дисјунктни класи на еквиваленција. За 

множеството ,Y  Y X  ќе велиме дека е монохроматско, ако Y  е подмножество 

на една од класите на еквиваленција, т.е. ако |Yf  е константна функција.  

 

1.2. Коментар. Оваа строго формална дефиниција за боење на множество 

се совпаѓа со нашата интуитивна претстава за поимот боење, па затоа во ната-

мошните разгледувања ќе се користиме токму со интуитивната претстава за боење 

на множество.  
 

Ремзиевата теорија е важна гранка на комбинаториката, која започнала да 

се развива во 1930 година со работите на англискиот математичар Френк П. Рем-

зи. Едноставно кажано нејзината цел и основна замисла е од секое “неправилно” 

боење на некоја структура (точки на правата, рамнината, на произволно множе-

ство и слично)  може да се оддели некоја “правилна”-монохроматска структура, 

доколку почетната структура е доволно голема. Класичен пример на проблем од 

Ремзиев тип е:  
 

 Да се докаже дека во секое боење на страните и дијагоналите на прави-

лен шестаголник со две бои може да се најде монохроматски триагол-

ник.,  
 

чие решение се наоѓа со елементарна примена на принципот на Дирихле. Меѓутоа, 

малку посложениот проблем од истиот тип:  
 

 Да се најде правилен n аголник со најмал број на страни така што при 

секое боење на неговите страни и дијагонали во k  бои постои монохро-

матски триаголник.,  
 

е нерешен проблем. Имено, за 2k   се знае дека 6n  , за 3k   се знае дека 

17n  , но веќе за 4k   се знае само дека 47 53n  , а за поголеми вредности на 

k  не постојат дури ни вакви оценки. Да споменеме само дека ова е прилично 

едноставен проблем во теоријата на Ремзи, која е доста сложена и нуди бројни 

нерешени комбинаторни проблеми.  
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2. БОЕЊЕ ОД РЕМЗИЕВ ТИП ВО ДВЕ БОИ  
 

2.1. Во последниот дел од нашите разгледувања ќе се задржиме на темата, 

а тоа се некои проблеми на боења од Ремзиев тип. Притоа, ќе разгледаме боења 

само на права и во рамнина, со тоа што некои од проблемите ќе ги решаваме ко-

ристејќи боење во простор.  

 

2.2. Лема. Ако права е обоена во две бои, тогаш постои отсечка чии крај-

ни точки и средина се монохроматски.  
 

Доказ. На правата земаме девет тројки на точки чии координати имаат 

вид ( , 1, 2)x x x  , (за девет различни вредности на x ). Секоја тројка на точки 

може да се обои во две бои на 32 8  различни начини и како имаме 9 тројки на 

точки, од принципот на Дирихле следува дека постојат две тројки кои се обоени 

на ист начин. Од друга страна во секоја тројка постојат две монохроматски точки. 

На таков начин добивме четири точки 00 01 10, ,A A A  и 11A  кои се монохроматски, 

да кажеме во бела боја, при што 00 01 10 11A A A A  (цртеж 1).  
 

Нека точките 02A  и 12A  ги избереме така што точките 01A  и 11A  се сре-

дини на отсечките 00 02A A  и 10 12A A , соодветно. Ако било која од овие точки е бе-

ла, тогаш бараната тројка точки е најдена. Ако и двете точки 02A  и 12A  се црни, 

тогаш избираме точка 22A  така што точката 12A  е средина на отсечката 02 22A A . 

Ако точката 22A  е црна, тогаш бараната тројка е 02 12 22( , , )A A A , а ако е бела, то-

гаш бараната тројка е 00 11 22( , , )A A A .  

 

2.3. Лема. Ако рамнина е обоена во две бои, тогаш постои рамнокрак пра-

воаголен триаголник чии темиња се монохроматски.  
 

Доказ. Во рамнината да разгледаме произволна права и на неа да најдеме 

четири монохроматски  точки  
 

00 01 10, ,A A A  и 11A , 

распоредени како во доказот на лема 2.2, да 

кажеме сите се обоени во бела боја. Точките 

02 12,A A  и 22A  ги избираме така што триагол-

ниците 
 

00 01 02 10 11 12,A A A A A A  и 02 12 22A A A  
 

се рамнокраки правоаголни со прави агли во 

темињата 01 11,A A  и 12A , соодветно (цртеж 2). 

Јасно, ако една од точките 02 12,A A  и 22A  е 

бела, тогаш еден од триаголниците  
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00 01 02 ,A A A  10 11 12A A A  и 00 11 22A A A  
 

го задоволува условот на лемата, а во спротивно тоа е триаголникот 02 12 22A A A .   

 

2.4. Лема. Ако рамнина е обоена во две бои, тогаш постои триаголник кој 

е сличен на даден триаголник и чии темиња се монохроматски.  
 

Доказ. Во рамнината да разгле-

даме произволна права и на неа да најде-

ме четири монохроматски точки 00 ,A  

01 10,A A  и 11A , распоредени како во 

доказот на лема 2.2, да кажеме сите се 

обоени во бела боја. Точките 02 12,A A  и 

22A  ги избираме така што триаголниците  
 

00 01 02 10 11 12 02 12 22, ,A A A A A A A A A  
 

се слични на дадениот триаголник, при што распоредот на темињата е суштествен 

(цртеж 3). Јасно, ако една од точките 02 12,A A  и 22A  е бела, тогаш еден од триа-

голниците  
 

00 01 02 10 11 12,A A A A A A  и 00 11 22A A A  
 

го задоволува условот на лемата, а во спротивно тоа е триаголникот 02 12 22A A A .   

 

2.5. Лема. Во секоја од лемите 2.2, 2.3 и 2.4 наместо целата рамнина може 

да се разгледува конечно множество точки (за секоја лема множеството е раз-

лично).  
 

Доказ. Во лема 2.2 четирите монохроматски точки 00 01 10, ,A A A  и 11A , 

кои го задоволуваат условот 00 01 10 11A A A A  се наоѓаат меѓу единаесет последо-

вателни точки со целобројни координати. Навистина, доволно е за x  последо-

вателно да ги земеме вредностите од 1 до 9. Тогаш, точката 22A  од доказот на 

лема 2.2 има координата помала или еднаква на 21. Затоа, условот на лемата оста-

нува на сила ако наместо целата права ги разгледуваме само точките со коорди-

нати од 1 до 21.  
 

Аналогно во лема 2.3 доволно е да се разгледа само целобројна решетка 

со димензија 11 11 , на пример множеството точки од рамнината ( , )x y  со 

целобројни кординати и такви што 1 11x   и 1 11y  .  
 

Во лема 2.4 треба да се разгледа само целобројна решетка со димензија 

11 11 , на пример множеството точки од рамнината ( , )x y  со целобројни корди-

нати и такви што 1 11x   и 1 11y  , во косоаголен координатен систем чии 

оски се паралелни со две страни на дадениот триаголник.  
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3. БОЕЊЕ ОД РЕМЗИЕВ ТИП ВО ПОВЕЌЕ БОИ   
 

3.1. Во натамошните разгледувања ќе претпоставуваме дека е обоена само 

целобројната решетка во рамнината, а не целата рамнина. Под ограничена фигура 

(или област) ќе подразбираме конечно множество точки од целобројната решетка. 

На пример, под квадрат ќе го подразбираме множеството точки од решетката кои 

лежат во внатрешноста на некој квадрат со страни паралелни на линиите на 

решетката. Ако поинаку не е кажано, за множествата ќе претпоставуваме дека се 

конечни, а фигурите (областите) дека се ограничени. За две фигури A  и B  ќе 

сметаме дека се еднакво обоени ако постои биекција :f A B  која го запазува 

боењето, т.е. за секој x A  точките x  и ( )f x  се монохроматски.  
 

Јасно, бидејќи секоја ограничена фигура се состои од конечно многу 

точки добиваме дека бројот на сите можни нејзини боења во k  бои е конечен.  

 

3.2. Лема. Ако рамнина е обоена во три бои, тогаш постои рамнокрак 

правоаголен триаголник чии темиња се монохроматски.  
 

Доказ. Во рамнината да разгледаме доволно голем квадрат (смислата на 

изразот “доволно голем” ќе ја објасниме покасно), чија страна лежи на апцисната 

оска и сите негови транслации долж апсцисата за целоброен вектор. Бидејќи бро-

јот на сите боења на квадратите е конечен, а имаме бесконечно многу квадрати 

добиваме дека меѓу добиените квадрати има два еднакво обоени. Овие квадрати 

да ги означиме со 0  и 1  (цртеж 4).  

 

Аналогно, внатре во квадратот 0  наоѓаме два еднакво обоени квадрати 

00  и 01  кои се со помала димензија и чии страни лежат на апсцисата. Со-

одветните квадрати во квадратот 1  да ги означиме со 10  и 11 . Внатре во ква-

дратот 00  наоѓаме две монохроматски точки 000A  и 001A  кои лежат на апсцис-

ата, да кажеме бели. Од условот за егзистенција на овие точки ги наоѓаме димен-

зиите на претходно споменатите квадрати. Така квадратот 00  мора да има ди-

мензија 4 4 , а квадрот 0  мора да има димензија 16 16(3 1) (3 1)   . Соодветни-
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те парови 010 011 100 101( , ), ( , )A A A A  и 110 111( , )A A  бели точки ќе бидат внатре во 

квадратите 01 , 10  и 11 . Да ги конструираме точките 2ijA , 0 , 1i j   така 

што триаголниците 0 1 2ij ij ijA A A  се рамнокраки и правоаголни. На крајот да кон-

струираме точка 222A , така што триаголникот 022 122 222A A A  е рамнокрак право-

аголен. Ако една од новоконструираните точки е бела, тогаш имаме монохромат-

ски триаголник. Во спротивно, овие точки се обоени во другите две бои и на 

констркцијата од овие точки може да се применат размислувањата од доказот на 

лема 2.3. Навистина, бидејќи квадратите 00  и 01   се еднакво обоени добиваме 

дека точките 002A  и 012A  се монохроматски, па како квадратите 0  и 1  се 

еднакво обоени добиваме дека сите точки 2ijA , 0 , 1i j   се монохроматски.   

 

3.3. Забелешка. Аналогно како во лема 3.2 може да се докаже следното 

тврдење, кое ќе го прифатиме без доказ иако ќе го користиме во натамошните раз-

гледувања:  
 

Ако рамнината е обоена во N  бои, тогаш постои рамнокрак 

правоаголен триаголник чии темиња се монохроматски.  

 

3.4. Лема. Ако рамнина е обоена во N  бои, тогаш постои правоаголник 

чии темиња се монохроматски.  
 

Доказ. Доволно е да разгледаме боење на правоаголен дел од целоброј-

ната решетка со димензии 1( 1) ( 1)NN N    . Имено, при боење во N  бои меѓу 

1N   точка на апсцисата имаме две монохроматски точки. Понатаму, множество-

то од сите пресликувања :f A B , каде | | 1, | |A N B N    има 1NN   елемент, 

па затоа меѓу првите 1 1NN    редови мора да има два еднакво обоени. Во едниот 

од нив се наоѓаат две монохрометски точки, па затоа и точките кои се наоѓаат во 

другиот еднакво обоен ред се монохроматски и тие заедно со првите две точки 

формираат правоаголник чии темиња се монохроматски.  

 

3.5. Лема. Ако рамнина е обоена во две бои, тогаш постои квадрат чии 

темиња се монохроматски.  
 

Доказ. Според лема 2.3 во секој 11 11  квадрат обоен во две бои содржи 

рамнокрак правоаголен триаголник чии темиња се монохроматски. Секој 11 11  

квадрат во две бои може да се обои на 1212  начини. Сега целобројната решетка да 

ја замислиме како решетка во која точките се 11 11  квадрати и секое од 1212  -те 

различни боења да го земеме како една боја со која се бои вака замислената ре-

шетка. Според забелешка 3.3, при ваквото боење постои рамнокрак правоаголен 

триаголник чии темиња се монохроматски. Тоа значи дека постојат три еднакво 

обоени 11 11  квадрати кои се еднакво обоени и кои се распоредени како да се 

темиња на рамнокрак правоаголен триаголник (цртеж 5). Како што рековме, во 

секој од овие три квадрати се наоѓа по еден рамнокрак правоаголен триаголник 

чии темиња се монохроматски. Да земеме во првиот квадрат еден таков триагол-

ник и во останатите два квадрати да ги разгледаме соодветните триаголници. Спо-

ред тоа, добивме три монохроматски рамнокраки правоаголни триаголници, да ка-
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жеме бели: 00 01 02 10 11 12,A A A A A A  и 20 21 22A A A , (цртеж 5). Секој од нив да го до-

полниме до квадрат со точките 03 13,A A  и 23A . Ако една од овие точки е бела, то-

гаш е добиен бараниот квадрат чии темиња се монохроматски. Ако точките 03,A  

13A  и 23A  се црни, тогаш да разгледаме точка 33A  која триаголникот 03 13 23A A A  

го дополнува до квадрат. Ако оваа точка е црна, тогаш бараниот монохроматски 

квадрат е 03 13 23 33A A A A , а ако е бела тогаш тоа е квадратот 00 11 22 33A A A A .   

 

 

3.6. Забелешка. Аналогно како во лема 3.5 може да се докаже следното 

тврдење, кое ќе го прифатиме без доказ иако ќе го користиме во натамошните раз-

гледувања:  
 

Ако рамнината е обоена во N  бои, тогаш постои квадрат чии темиња 

се монохроматски.  

 

3.7. Лема. Ако целобројната решетка во рамнината е обоена во k  бои и 

M  е произволно конечно множество точки од решетката, тогаш постои монохро-

матско множество, слично на множеството M .  
 

Доказ. Нека е дадено конечно множество 0 1{ , ,..., }nM M M M  и приро-

ден број k . Воведуваме ознаки 0 , 1,2,...,i iv M M i n  . Ќе докажеме дека постои 

ограничено множество   такво, што за секое негово боење во k  бои, постои 

монохроматско подмножество 0 1{ , ,..., }nA A A A  , слично на M , т.е. постои 

0   таков што 0 , 1,2,...,iiA A v i n  . Според тоа, наместо сличност докажува-

ме хомотетичност со позитивен коефициент.  
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Доказот ќе го спроведеме со индукција по бројот на точките на мно-

жеството M , кој при нашите ознаки е еднаков на 1n .  
 

База на индукцијата. Нека 1n  , т.е. множеството M  се состои од две 

точки. Правата која минува низ овие две точки содржи бесконечно многу точки од 

решетката. Да рагледаме област која содржи 1k   точка од овие точки на правата. 

Согласно принципот на Дирихле, меѓу овие две точки постојат две монохромат-

ски и тие го формираат множеството A .  
 

Индуктивен чекор. Нека 0 1{ , ,..., }nM M M M  е множество со 1n  точка 

и е дадено боење на рамнината во k  бои. По претпоставка за множеството 

0 1 1' { , ,..., }nM M M M   кое содржи n  точки е исполнето тврдењето на задачата, 

кое важи не само за даденото боење, туку и за секое боење во произволен број 

бои.  
 

Во рамнината последователно избираме области ( ) , 0,1,...,i i k   на след-

ниот начин. (0)  се состои од една точка. За 1i  , користејќи ја областа ( 1)i  

областа ( )i  ја конструираме на следниот начин. Прво ја определуваме областа 
( )' i  така што при секое нејзино боење во 1iN

k   бои ( 1iN   е бројот на точките 

кои се содржат во областа ( 1)i ) постои монохроматско множество слично на 

'M . Потоа ја прошируваме ( )' i  до ( )i  така што при секое вложување на 

множество 0 1{ , ,..., }nA A A A , слично на множеството M , во решетка која го 

содржи множеството ( )' i , при кое ( )
0 1 1{ , ,..., } ' i

nA A A   , е исполнет условот 

( )i
nA  .  

 

Ќе докажеме дека ( )k   е бараното множество. Од секоја фигура ( )i  

ќе избереме точка ( )iF


. Да го разгледаме следното боење на множеството ( )i  

во 1iN
k   бои. Две точки 1F  и 2F  ги боиме во една боја ако почетните боења на 

фигурата ( 1)' i  при транслациите за векторите ( 1) 1iF F
 и ( 1) 2iF F

 се сов-

паѓаат. При таквото боење постои монохроматско множество слично на 'M . Тоа 

значи, дека постои еднакво почетно боење на множествата 
( 1)i
j


 , 0,1,..., 1j n   

кои се добиваат од 
( 1) ( 1)
0
i i 

   со транслација за вектор 0i jM M  за некој 

позитивен број i . Ќе го разгледаме множеството ( 1)i
n
  кое се добива од 

( 1)
0
i

  

со транслација за вектор 0i nM M , за чие боење не можеме ништо да кажеме. Со-

одветно определените точки ( 1)
( 1)

i
j

i
jF 



 , 0,1,2,...,j n  се добиваат од ( 1)iF 

 

со транслации за вектори 0i jM M  и формираат монохроматско множество во 

разгледуваното боење на множеството ( )' i . Бидејќи ( 1)
( )
'i

j

i
F 


 , за 0,1,...,j   

1n , добиваме ( 1)
( )

i
n

iF 
 .  
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Ја применуваме опишаната конструкција на множеството ( )k   и 

добиваме множества , 0,1,...,i i n  . Потоа на истиот начин од нив добиваме 

множества 
1 2 1 2, , 0,1,...,i i i i n  . Продолжувајќи ја постапката конструираме 

( 1)kn  точки 
1 2... ki i iA , 1 2, ,..., 0,1,...,ki i i n . Притоа  

 

1 21 2 1 200...0 ... ...
kk k

i i ii i i i i iA A v v v      . 
 

Точките 
1 2... ki i iA , во која сите индекси се помали од n  ќе ги наречеме основни, а 

оние во кои постои индекс еднаков на n  ќе ги наречеме додадени. По конструк-

ција сите основни точки се обоени во една боја. Ова боја да ја наречеме прва. Да 

разгледаме некоја додена точка 
1 2... ki i iA , при што нејзините индекси кои се ед-

накви на n  се 1 2, ,..., sj j j . Оваа точка да ја означиме nA  и да ги разгледаме 

точките iA , 0,1,..., 1i n   кои се добиваат од точката 
1 2... ki i iA  кога во индексите 

сите броеви n  се заменат со i . Добиеното множество е слично со множеството 

M , бидејќи  
 

1 20 0( ... )
si j j j iA A M M      . 

 

Бидејќи сите точки iA , 0,1,..., 1i n    се монохроматски, ако една од додадените 

точки е обоена во првата боја тогаш монохроматското множество слично на M  е 

најдено. Ако меѓу додадените точки не постои точка обоена во правата боја, 

тогаш го разгледуваме множеството точки 
2... kni iA  во кој првиот индекс е еднаков 

на n . Тие сите се обоени во една боја, која ја нарекуваме втора. Со аналогни расу-

дувања докажуваме дека во случај кога една точка во која еден од индексите, 

освен првиот, е еднаков на n  е обоена во втората боја, тогаш тврдењето е докажа-

но. Продолжувајќи ја постапката, добиваме дека тврдењето е докажано ако барем 

една точка за која првите p  индекси се еднакви на n  е обоена во една од првите 

p  бои. Последното сигурно е точно бидејќи при p k  точката ...nn nA  е обоена во 

една од дадените k  бои.  

 

3.8. Лема. Ако во темињата на целобројната решетка во рамнината распо-

редени се природни броеви, тогаш за секој n  постои квадрат со страни паралелни 

на линиите на решетката, таков што збирот на броевите внатре во квадратот се 

дели со n .  
 

Доказ. Бројот кој се наоѓа во точката со координати ( , )i j  да го означиме 

со ija . Точките од решетката со целобројни координати да ги обоиме во n  бои на 

следниот начин. Боја на точката ( , )k m  го нарекуваме остатокот од делењето на 

бројот 
0 0

( , )
k m

ij
i j

N k m a
 

    со n . Од забелешка 3.6 следува дека постои квадрат 

чии темиња се монохроматски. Нека темињата на тој квадрат имаа координати 
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( , ), ( , ), ( , )k m k l m k m l   и ( , )k l m l  . Тогаш, збирот на броевите во квадратот 

чии темиња се ( 1, 1), ( , 1), ( 1, )k m k l m k m l       и ( , )k l m l   е еднаков на  
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )N k l m l N k l m N k m l N k m        
 

и тој се дели со n .  

 

3.9. Забелешка. Претходната лема е дводимензионална аналогија на 

добро познатиот проблем:  
 

За множество составено од n  природни броеви постои подмножество 

чиј збир на елементи се дели со n .  
 

чие решавање се сведува на користење на принципот на Дирихле.  

 

3.10. На крајот од нашите разгледувања, користејќи ја лема 3.7 ќе решиме 

поопшта задача, која се однесува на боење на целата рамнина.  

 

Лема. Ако рамнината е обоена во k  бои и M  е произволно конечно мно-

жество точки од рамнината, тогаш постои монохроматско множество, слично на 

множеството M .  
 

Доказ. Нека е дадено конечно множество 0 1{ , ,..., }nM M M M . Точката 

0M  ја нарекуваме координатен почеток и ги разгледуваме векторите 0i iv M M , 

1,2,...,i n . Множеството точки од облик 
1

n

ii
i

x v


 , ix  се цели броеви, го наре-

куваме n димензионална целобројна решетка. Според тоа, при ознаките од лема 

3.7, во својство на координатниот почеток ја имаме точката 0M , а бараната 

решетка е распната на векторите 0i iv M M , 1,2,...,i n . Понатаму, доказот е на-

полно аналоген на доказот на лема 3.7, ако под решетка се подразбира n димен-

зионалната целобројна решетка во рамнината.  
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ИНДЕКС НА ПОИМИ  
 

А 

 

Автоморфизам, 257 

Апсолутен момент од n-ти ред, 71 

Апсолутен централен момент  

од n-ти ред, 71 

Ацикличен граф, 273 

Ациклично ребро, 269 

 

Б 

 

Бајесови формули, 28 

Белов број, 179 

Бернулиева шема, 34 

Бернулиеви полиноми, 243 

Бертранов парадокс, 21 

Бесконечна (неограничена) област, 298 

Биномна распределба, 75 

Биномна конволуција на низи, 237  

Биполарен (2-хроматски) граф, 259 

Блок-дизајн, 194 

Блоковски код, 200 

 

В 

 

Вектори на инциденција, 258 

Верига, 265 

Веројатност, 38 

Веројатност на елементарен  

настан, 9, 18 

Веројатност на настан, 3, 9, 18 

Висечко теме, 256 

Вистински подграф, 260 

 

Г 

 

Гаусова (нормална) функција, 117 

Генераторна функција, 215 

Геометриска веројатност, 19 

Геометриска распределба, 84 

Граница на област, 298 

Граница на Хеминг, 202 

Гранични ребра, 256 

Граф, 255 

Граф на Петерсен 302  

 

Д 

 

Дводимензионална дискретна  

случајна променлива, 56 

Двојно стандарден латински  

квадрат, 190 

Деарнжман, 186 

Декодер, 200 

Делови на разбивање, 171 

Детерминирани исходи, 2 

Детерминистички закон, 1 

Дијагонални триангулации, 150 

Дијаграм на Јанг, 235 

Дијаграм на Фере, 235 

Дијаметар на граф, 268 

Директен производ на веројатности, 34 

Дисјунктни настани, 8 

Дискретен простор на веројатности, 18 

Дискретна случајна променлива, 51 

Дисперзија, 72 

Диференцна равенка од k-ти ред, 137 

Должина на пат на Дик, 247 

Дрво, 273  

 

Е 

 

Еднакви латински квадрати, 190 

Еквивалентни кодови, 204 

Еквивалентни настани, 7 

Еквидистантен код, 201 

Експеримент (опит), 1 

Експоненцијална генераторна  

функција, 236 

Елементарен настан, 5 

Елементарен пат (верига,  

контура, циклус), 266 

Елементарно разделувачко  

множество на граф, 282 

 

З 

 

Зависни настани, 29, 31  

Заемно ортогонални латински  

квадрати, 191  

Закон на распределба на  

 дводимензионална дискретна  
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 случајна променлива, 56 

Закон на распределба на случајна  

 променлива, 52 

Затворена топка, 202 

Збир на генераторни функции, 216 

Зглобно теме, 269 

 

Ѕ 

 

Ѕвезда на теме, 261 

 

И 

 

Идентичен оператор, 159 

Изолирано теме, 256 

Изоморфни графови, 257 

Изотопни латински квадрати, 190 

Индикатор на настан, 52 

Интегрална теорема на  

Моавр-Лаплас, 118 

 

К 

 

Карактеристична равенка, 142 

Каталанови броеви, 152 

Квазиполином, 229 

Класична дефиниција на веројатност, 10 

Ко-дрво, 279 

Коваријанса, 102 

Кодер, 200 

Кодни зборови, 200 

Кодно растојание, 201 

Коефициент на асиметрија, 74 

Коефициент на линеарна регресија, 110 

Коефициент на корелација, 102 

Коефициент на сплоштеност, 74 

Комплемент на граф, 261 

Комплетен граф, 259 

Комплетно биполарен граф, 259 

Композиција на генераторни  

функции, 219 

Компонента на сврзаност на граф, 267 

Конволуција на случајни  

променливи, 89 

Конечна област, 298 

Конечно разбивање, 26 

Контура (циклус), 266 

Конфигурација, 195 

Корен на дрво, 275 

Крај на пат, 265 

Кратни (паралелни) ребра, 256 

 

Л 

 

Латински квадрат, 189 

Латински правоаголник, 189 

Лексикографски производ 

(композиција) на графови, 263 

Линеарна диференцна равека  

од втор ред, 140  

- - - - - -, хомогена, 140  

- - - - - -, нехомогена, 140  

Линеарна диференцна равенка  

од прв ред, 138 

- - - - - -, хомогена, 138  

- - - - - -, нехомогена, 138  

Линеарна регресија, 110 

Локална теорема на Моавр-Лаплас, 116  

Лукасови броеви, 169  

Лупа (петља), 256 

 

М 

 

Маргинална распределба, 59 

Маршрута, 266 

Матрица на Адамар, 197 

Матрица на инциденција на  

блок-дизајн, 194 

Матрица на инциденција на граф, 258 

Матрица на коваријанси, 134 

Матрица на соседство на граф, 258 

Математичко очекување, 66, 71  

Минимална   алгебра, 38 

Метрички простор, 201 

Момент од n-ти ред, 71 

Монохроматско множество, 307 

Мост-ребро, 271 

Мултиграф, 256 

 

Н 

 

n-димензионален единичен куб, 260 

Најдобра апроксимација, 109 

Настан, 1, 38  

Невозможен настан, 5 

Недерминирани исходи, 2 

Независни експерименти, 33 

Независни настани, 29 

Независни настани во парови, 31 

Независни настани во целина, 31 
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Независни случајни променливи, 86 

Независни случајни променливи  

во целина, 88 

Некорелирани случајни  

променливи, 102 

Неориентиран граф, 256 

Неориентирано ребро, 256 

Непропорционални решенија, 141 

Неравенство на Коши-Буњаковски- 

 Шварц, 108 

Неразделив граф, 269 

Нормирана случајна променлива, 73 

 

О 

 

Област на граф, 298  

Ограничена фигура (област), 310 

Ојлеров граф, 291 

Ојлеров циклус, 291 

Ојлерова константа, 240 

Ојлерова отворена верига, 291 

Ојлерова формула за конвексен 

полиедар, 299 

Општо решение на диференцна  

равенка, 137  

Ориентиран граф, 256 

Ориентирано ребро, 256 

Остаток на случајна променлива, 11 

 

П 

 

Пат (ориентирана верига), 265 

Пат на Дик, 247 

Планарен граф, 297 

Подредено разбивање на природен  

број, 176 

Потполн систем ортогонални латински  

 квадрати, 193 

По парови дисјунктни настани, 14 

Подграф, 260 

Пограф генериран од темиња, 260 

Подграф генериран од ребра, 260 

Покривно дрво, 277 

Потподелба на граф, 301 

Почетни услови, 138  

Почеток на пат, 265 

Правилен конвексен полиедар, 299 

Пребројлива адитивност, 41 

Пресек на графови, 262 

Пресек на граф, 284 

Пресек на настани, 8 

Пресечена матрица на инциденција, 289 

Принцип на вклучување, 185 

Принцип на вклучување и  

исклучување, 40 

Проблем на Бифон, 20 

Проблем на загради, 152 

Производ на Адамар, 229 

Производ на генераторна функција 

со константа, 216 

Производ на генераторни функции, 218 

Производ на графови, 263 

Пропорционални решенија, 141 

Прост граф, 256 

Прост пат (верига, контура,  

циклус), 266 

Простор (множество) елементарни  

 настани, 5 

Простор на веројатности, 9, 38  

Пуасонова распределба, 80 

 

Р 

 

Равенство на Валд, 98 

Разбивање на множество, 178 

Разбивање на природен број, 171 

Разделив граф, 269 

Разделувачко множество на граф, 282 

Разлика на графови, 264 

Разлика на настани, 8 

Разлика од n-ти ред, 159 

Разлика од прв ред, 159 

Рамнинска карта, 298 

Рамномерна распределба, 83 

Ранг на граф, 282 

Ребрен граф, 288 

Ребро на граф, 255 

Ребро влезно за теме, 262 

Ребро излезно за теме, 262 

Регуларен граф, 262 

Релативна условна честота, 23 

Релативна фрекфенција (честота)  

на настан, 3 

Растојание меѓу темиња, 268 

Решение на диференцна равенка, 137 

 

С 

 

s-граф, 256 

  адитивност, 41 
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  алгебра, 37 

  полуадитивност, 42 

Свиткување на граф, 302 

Сврзан граф, 267 

Сигурен настан, 5 

Силен производ (конјункција)  

на графови, 264 

Симетричен дизајн, 195 

Симетрични разбивања, 235 

Случаен настан, 3 

Соединување на графови, 263 

Соседни земји, 298 

Соседни темиња, 256 

Средна вредност, 67 

Средноквадратна регресија, 109 

Средноквадратно отстапување  

 (стандардна девијација), 72 

Стабилност на релативните честоти, 3 

Стандарден латински квадрат, 190 

Статистичка веројатност, 3 

Статистичка дефиниција на  

веројатност, 3 

Стек, 249 

Стек-остварлива низа, 249 

Стек-сортабилна пермутација, 250 

Степен на теме, 261 

Стереографска проекција, 298 

Стирлингови броеви од втор вид, 167 

Стирлингови броеви од прв вид, 165 

Сфера, 201 

 

Т 

 

Тежина на коден збор, 201 

Теме на граф, 255 

Теорема за граница на Плоткин, 205 

Теорема за инверзна генераторна 

функција, 219 

Теорема за множење, 25 

Теорема на Дирак, 296 

Теорема на Кејли, 276 

Теорема на Левенштајн, 208 

Теорема на Ојлер, 291, 299  

Теорема на Оре, 295  

Теорема на Понтрјагин-Куратовски, 301 

Теорема на Пуасон, 114 

Триангулација на n-аголник, 150 

Тривијален граф, 259 

 

 

У 

 

Унија на графови, 263 

Унија на настани, 8 

Урамнотежен код, 201 

Урамнотежена низа, 247 

Условна веојатност, 23 

Условна дисперзија, 100 

Условна распределба, 61 

Условно математичко очекување, 95 

 

Ф 

 

Факториелен полином, 162 

Фибоначиеви броеви, 137 

Формула за полна веројатност, 27 

Фрекфенција (честота) на настан, 3 

Фундаментална (базна) фамилија  

 циклуси, 285 

Функција на боење, 307 

Функција на инциденција, 255 

Функција на распределба на  

 дводимензионална случајна  

 променлива, 57 

Функција на распределба на  

случајна променлива, 53 

Функционални оператори, 159 

 

Х 

 

Хамилтонов граф, 294 

Хамилтонов пат, 294 

Хамилтонов циклус, 294 

Хамилтонова верига, 294 

Хармониски броеви, 240 

Хемингово растојание, 201 

Хомоморфни графови, 302 

 

Ц 

 

Цекендорфова теорема, 169 

Целобројна случајна променлива, 89 

Централен момент од n-ти ред, 71 

Циклично ребро, 269 

Цикломатичен број, 280 

Циклус (контура), 266 

 

Ш 

 

Шума, 273  
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