Magicni pravokutnici

Sara Ban Martinovié', Irja Mestrovié?

Magicni pravokutnik reda m X n je matrica reda m X n u kojoj se svaki element sku-
pa {1,2,...,mn} nalazi na to¢no jednoj poziciji tako da je zbroj brojeva u svakom retku
jednak konstanti M, a zbroj brojeva u svakom stupcu jednak konstanti N. Brojeve M i
N zovemo magicnim konstantama.

mn + 1

Aritmeticka sredina svih elemenata magi¢nog pravokutnikareda mxn je A =

te vrijedi M = An i N = Am, gdje su M i N magic¢ne konstante. Zbroj svih elemenata
magi¢nog pravokutnika jednak je mnA = mM = nN.

1
Ako je mn paran broj, onda je mn + 1 neparan, padabi M = An = @ i
1
N =Am = % bili prirodni brojevi, i m i n moraju biti parni brojevi.

Ako je mn neparan broj, onda i m 1 n moraju biti neparni. U tom slucaju konstante
M i N su prirodni brojevi jer je mn + 1 paran.

Dakle, ne postoji magic¢ni pravokutnik reda m x n, gdje su m i n razli¢ite parnosti.

Magic¢ni pravokutnik reda m X n, gdje su m i n parni prirodni brojevi, zovemo magic-
nim pravokutnikom parnog reda. Magi¢ni pravokutnik reda m X n, gdje su m i n neparni
prirodni brojevi zovemo magicnim pravokutnikom neparnog reda.

Trivijalni magi¢ni pravokutnik reda 1 x 1 je matrica [1].

Magiéni pravokutnik reda 2 x 2 ne postoji buduéi da elemente skupa {1,2,3,4} nije
moguce zapisati u matricu reda 2 x 2 na nacin da je zbroj elemenata u svakom retku,
odnosno stupcu jednak 5.

U nastavku se bavimo konstrukcijom magi¢nog pravokutnika parnog reda m x n, gdje
je m djeljiv s Cetiri. Metode konstrukcije magi¢nog pravokutnika za ostale slu¢ajeve mogu
se pronadi u [1]1 [2].

(Zmijoliki zapis po stupcima) Neka su m,n € N, m je djeljiv s Cetiri i
n je paran broj. Matricu reda m X n popunjavamo prirodnim brojevima od 1 do mn po
stupcima na sljede¢i nacin:

u prvi stupac upisujemo redom brojeve 1,2,3,...,m,

drugi stupac popunjavamo brojevima 2m,2m — 1,2m —2,... . m+1,
tre¢i stupac sadrzi brojeve 2m + 1,2m+2,2m+3,...,3m,

cetvrti stupac sadrzi brojeve 4m,4m — 1,4m —2,... . 3m+ 1,

(n— 1) -ti stupac popunjavamo brojevima (n —2)m+1,(n —2)m+2,(n —2)m+3,. ..,

(n—1)m,

posljednji, n-ti stupac, popunjavamo brojevima nm,nm — L,nm —2,... (n— )m+ 1.
Dobivenu matricu reda m X n oznac¢imo s P.
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Primjer 1. Provedimo korak A1l u sluc¢aju m = 4, n = 2, odnosno zapiS§imo zmijoliko
po stupcima brojeve 1,2,...,8:

DWW N =
D N I 0

Uoc¢imo da je zbroj brojeva u svakom retku matrice P jednak 9, dok zbroj brojeva po
stupcima nije konstantan. Dakle, matrica P nije magic¢ni pravokutnik.

Sada navodimo drugi korak u konstrukciji magi¢nog pravokutnika parnog reda m x n,
gdje je m djeljiv s Cetiri.

3
Korak A2. (Zrcaljenje sredisnjih redaka) Neka je i = % Y %+2, o Tm. Napra-
vimo obrat elemenata i-tog retka matrice P iz koraka A1 na sljede¢i nacin: zamijenimo

par elemenata na pozicijama (i,j) i (i,n— (j— 1)), gdje je j=1,2,..., 7

Matricu dobivenu u koraku A2 ozna¢imo s Q.

Nastavak primjera 1. Primijenimo korak A2 na matricu P iz primjera 1 — zrcalimo
sredi$nje retke matrice P. Dobivamo sljede¢u matricu:

18
7 2
=156 3
4 5

Zbroj brojeva u svakom retku matrice Q jednak je 9, a zbroj brojeva po njenim stup-
cima je 18, pa je matrica Q magic¢ni pravokutnik reda 4 x 2.

Teorem. Neka su m,n € N. Neka je m djeljiv s Cetiri i n je paran broj. Matrica Q
dobivena koracima Al i A2 je magi¢ni pravokutnik reda m X n.

Dokaz. Elementi i-tog retka matrice P konstruirane u koraku Al su redom: i, (2m +
1) —i2m+i,(4m+1)—idm+i,(6m+ 1) —i,...,(mn—2m) +i,(mn + 1) — i, za
i=1,2,...,m.

Koristeéi jednakost

14+3+5+...+2n—1)=n* ncN,

dobivamo da je zbroj elementa i-tog retka matrice P, gdje je i = 1,2,...,m, jednak
2m+1)+ (6m+1)+ (10m+ 1)+ ...+ (2mn —2m + 1)
n*  n(mn+1)

n n
==+42m(l —1)==z+2m — =
5t m(l+3+5+...+(n—1)) 5t 2m- 5

Bududi da zrcaljenje srediSnjih redaka u koraku A2 ne mijenja zbroj elemenata u retci-

(mn+1)

ma, zbroj elemenata i-tog retka matrice Q je takoder jednak ,zai=1,2,...,m.
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Nakon primjene koraka Al, zbroj svih elemenata j-tog stupca matrice P iznosi

mimi £ 1) mG - DG -) 1) mim 1)
2 2 I T

3
za j=1,2,...,n, a zbroj elemenata na pozicijama (i,j), za i = g—i— 1, g +2,..., Tm’
2; _
iznosi T _mm—1)
4
1
Zaj = 1,2,..., g, zbroj elemenata j-tog stupca manji je od broja % za
(n+1—2j)m?
3 .
1
Zaj= g +1, g +2,...,n, zbroj elemenata j-tog stupca veci je od broja %
(2j —n—1)m?
5 .
Prema tome, zrcaljenjem srediSnjih redaka matrice P, dobivamo da je zbroj elemenata
u j-tom stupcu matrice Q jednak

@ﬁmwn)+cﬁm01» mWM)Mm+n

za

2 4 2 4 2
zasve j=1,2,...,n.
Dakle, matrica Q dobivena primjenom koraka Al i A2, je magi¢ni pravokutnik reda
mxn.

Primjer 2. Konstruirajmo magi¢ni pravokutnik reda 4 x 6. Primjenom koraka A1 do-

bivamo:
8 9 16 17 24

7 10 15 18 23
6 11 14 19 22
4 5 12 13 20 21

Zrcaljenjem sredi$njih redaka matrice P dolazimo do matrice

1 8 9 16 17 24

23 18 7 2

=1 19 6 3
4 5 12 13 20 21

Zbroj elemenata svakog retka u matrici Q jednak je 75, dok je zbroj elemenata svakog
stupca 50.

P:

W N =
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