MAT EMATIKA
Jedan nacdin rjeSavanja jednadzbi Cetvrtog stupnja

Milorad Tomi¢", Bjelovar

Prikazat éemo jedan nacin rjeSavanja algebarskih jednadzbi Cetvrtog stunja s re-
alnim koeficijentima. Ideja za algoritam se temelji na (geometrijskim) jednakostima
izraCunavanja povrsine trokuta i njihovom poopcavanju u algebarskom smislu.

Dana je jednadzba Cetvrtog stupnja po ¢ u obliku

t*+ AP + B> + Ct + D = 0.
A
Zamijeni li se ¢ sa x — 7 dobiva se jednadzba oblika

x4+p1x2+p2x+q=0. (1)

Nadimo rjeSenja ove jednadzbe primjenom poznatog iskaza za povrsinu trokuta pomocéu
njegovih stranica. Neka su dani brojevi a, b, ¢ i P tako da vrijedi

(@ +b* + *)? = 2(a* + b* + ¢*) = 16P°. (2)
Uvedemo li zamjene S = CHZﬂ, D = a®+b*+c?, nakon sredivanja iz (2) dobivamo
jednadzbu Cetvrtog stupnja
st — gsz —abeS— P* =0. (3)
Uvedemo li ponovo zamjene:
x=3S8 p =—§7 p» = —abc, q=—P

jednadZbu (3) svodimo na oblik (1). MoZemo li jednadzbu (1) &etvrtog stupnja svesti
na jednadzbu treceg stupnja? Odgovor na ovo pitanje ¢emo uskoro vidjeti.

Jednadzbu tredeg stupnja (Cija e rjeSenja biti kvadrati brojeva a, b, ¢) mozemo
sastaviti iz brojeva drugog i Cetvrtog stupnja, te umnoZaka tih brojeva. Sama rjeSenja
jednadZe (1) dobit éemo pravilnim odabirom vrijednosti drugih korijena ovih rjesenja.

Prema Viétovim formulama zbroj rjeSenja jednadzbe (1) je jednak 0. Uz supstituciju

a+b+c a+b+c

X1 = > yje xo+x3 4+ x4 =— >

! Dr. sc. Milorad Tomi¢ je profesor matematike u Gimnaziji u Bjelovaru, e-mail: mm_tomic @yahoo.com
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Pomocu Heronove formule S(S — a)(S — b)(S — ¢) = P? dobivamo jednakost

(a+12J+c> <b+§—a> <a+;—b> (a-l—l;—c)z_q. @)

Neka su Sj, S», S3, S rjeSenja jednadZbe (3). Tada vrijedi $,5,538; = ¢,
a+b+c

S) 4+ 83+ 84 = s Jednakost (4) piSemo u obliku
a+b+c\ fa—(b+c)\ (b—(a+c)\ [c—(a+Db)
() () () (55) e
odnosno
x1=a+b—+—c xz:a—(b—}—c)’ x3=b—(a+c)7 x4=c—(a+b).

2 ’ 2 2

Napomenimo da je jednakost (2) za povrinu trokuta algebarska, odnosno, istinita je i
za kompleksme brojeve.

Iz (4) slijedi
(a+b+c)b+c—a)a+c—Db)a+b—c)=—16q,
i nadalje redom:

((b+c)* —a?) (a® = b* = ¢* +2bc) = —16g,
2 (azb2 + b + czaz) — (a4 + bt + 04) = —16gq,
(a2 + b+ c2)2 -2 (a4 +b* + 04) = —16g.

Iz ovih jednakosti dobiju se ove dvije:

4 4 4
b
a’b* + b*? + Pa’ = % — 8&q,
a* + b+ ¢ P40+
) = 3 4q,

koje daju vaZan izraz za jedan od koeficijenata jednadZbe koju ¢emo uskoro uvesti.

a* + b + ¢

2
PP+ bR+ Fdd = < 5 > —4g=pi —4q. (6)

Ove jednakosti omogucéuju nam postavljanje jednadzbe treceg stupnja Cija ¢e rjeSenja
biti kvadrati brojeva a, b, c. Oznaimo brojeve a, b, ¢ u opéem slucaju s u;,

i =1,2,3. Dakle, rjesenja buduce jednadzbe bit e u?, u3, u3.
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Ukoliko je dana jednadZba treceg stupnja oblika
¥ +oax’+Bx+y=0,
a x;, i =1,2,3 su njezina rjeSenja, za koeficijente o, 3, y vrijedi:
o=—(x;1+x2+x3), B=x1x2+x1X3+x2x3, ¥ =—X1X2X3.
Ako je, nadalje,
A p Fpx+g=0, x= W7
vrijedi
2p1=ul Ui+ 3, —pr = wwous, pi—dq = wiud + utui + i3

Sljedbeno tome, pomoéu koeficijenata jednadZbe (1) sastavljamo jednadZbu Sestog
stupnja po varijabli U:

U® +2p U* + (p — 4q) U* — p3 = 0. (7)

Uz zamjenu U? = v, dobivamo odgovarajuéu jednadzbu tredeg stupnja i njezina rjesenja
vi, v2, v3. Kako je U; = £/v;, i = 1,2, 3, treba objasniti kako ¢emo odabrati samo
tri vrijednosti rjeSenja jednadzbe (7).

Neka su u;, uy, us tri odabrana rjesenja jednadzbe. Posto je —py = ujupuz, imamo
ova dva slucaja:

(i) —p2>0 = barjedanod u;, i =1,2,3 (npr. u;) mora biti > 0,

(ii) —p2<0 = barjedanodu;, i=1,2,3 (npr. u;) mora biti < 0.
Napomenimo da druge dvije vrijednosti, npr. u, i u3 mogu biti ili obje pozitivne ili obje
negativne, a da se predznak od —p, neée promijeniti. Posto je —p; = (u? +u3 +u3)/2,
njegov predznak nije vaZan s obzirom na izbor predznaka od uy i us.

Odgovorimo sada na pitanje moZemo li za umnozak rjeSenja jednadZbe uzeti bilo
koje (medusobno jednake) predznake od u, i u3? Kako je

ur +ur+uz\ (ur — (up + u3)
X1X2 = ) ) )

>

odabir predznaka ‘+’ za oba rjeSenja up i uz ili ‘—
uz nebitu zamjenu redoslijeda faktora. Nadalje,

s <u2 - (u21 +u3)> <u3 - (u21 +u2)> |

pa i u ovom slucaju vrijedi isti zakljucak.

Dakle, niti na umnozak rjeSenja ne utjeCe odabir (medusobno jednakih) predznaka
od us i us.

Uzmimo stoga, ne smanjujucéi oplenitost, da su —p,, uy, up, uz ili svi pozitivni ili
svi negativni. Dakle, sign (p,) = —sign (u;), i =1,2,3.

Prema tome, ako jednadzbi (1) Cetvrtog stupnja pridruzimo jednadzbu (7) Sestog
stupnja, iz svakog od tri para rjeSenja jednadzbe (7) oblika (—r, r) odabiremo po jedno
rjeSenje u;, uy, uz i to tako da mu predznak bude suprotan predznaku koeficijenta p;.
Ukoliko je p» = 0, imamo bikvadratnu jednadzbu pa u tom slucaju odabiremo potpuno
ravnopravno ili Uy, Uz, Us ili Up, Us, Us.
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Rjesenja jednadzbe(1) dobivamo u obliku:

uy + uy + us up — (ur + u3)
nNETTyT o rm T
(8)
~up — (uy + u3) w3 — (uy + up)
BWETTy o ME T

Na kraju rijeSimo dva konkretna primjera.

Primjer 1. Nadimo sva rjeSenja jednadZzbe
¥+ -3=0.

U ovom sluc¢aju imamo bikvadratnu jednazbu koju moZemo rijeSiti i na standardni
(laksi) nacin. Ipak, provjerimo istinitost izreCenih postavki i za rjeSavanje ovih jednadzbi!
Pripadna jednadzba Sestog stupnja je

U® +4U* + 16U% = 0,
a njezina rjeSenja su: U;p =0, Usy = £ (1 + \/§> , Usg = £ (1 — \/§> U ovom
slu¢aju (p> = 0) odabiremo bilo koju kombinaciju parova rjeSenja. Uzmemo li:
u; =0, uzz—l—\/gi, u3:—1+\/§i,
iz relacija (8) dobivamo rjeSenja polazne jednadzbe:
x1=—-1, x=1, x3= —\/gi7 X4 = V3i.

Primjer 2. Odredimo sva rjeSenja jednaZbe
xt =2+ 16x — 15 =0.
Pripadna jednaZba Sestog stupnja ima oblik
US — 4U* + 64U — 256 = 0.

RjeSavanjem ove jednadZbe (npr. faktorizacijom) dobivamo U, = 2, Uss =
+(2+2i), Usg = £(2—2i). Kako je sign(p) = 1, vrijedi sign(u) = —1,
k=1,2,3, paje

Uy =-—-2, uy=-2-2i, uz=-2+42i.
RjesSenja dane jednadZzbe Cetvrtog stupnja su:
x1==-3, x1=1, x3=1-=-2i, x4=1+42i
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