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Pn3nyku nnct Ha MDA Ha XpBaTcka 1987

Lagrangeov zakon i njegove primjene
BORIS ¥. PAVKOVIC, Zagreb

U br. 4 MFL-a (1986/87) objavljen je &lanak Branimira Gali¢a pod naslovom »Zakon o te-
ZiStu i njegove primjenes. U ovom se ¢lanku tretira sli¢na problematika, tj. pokazuje se kako se po-
mocu jednog drugog fizikalnog zakona i to Lagrangeovog zakona o inerciji (J. L. Lagrange, 1736—
—1813, francuski matematicar, fiziar i astronom) mogu rjefavati izvjesni matematicki zadaci.

Osnovni objekt nasih razmatranja je materijalna tocka. Materijalnom tofkom zovemo uredeni
par (A, m), koji se sastoji od tolke 4 i mase m > 0, m € R. Intuitivno treba to shvatiti kao da ima-
mo tofku i u njoj smjeftenu masu. Svaki konadan skup materijalnih totaka zovemo sistemom ma-
terijalnih tofaka.

Neka je sada & = {(Ay, m), (A2, m2)s ..., (Ans m,)} sistem materijalnih todaka, P bilo koja
tocka prostora i d; = |Ap, P, 1 = 1, ..., # udaljenosti toaka A, od tolke P. Zbroj

n
Ip =% niy df
i=1

ZOVemo momentom tnercije sistema & s obzirom na tolku P.
Za moment inercije vrijedi ovaj Lagrangeov zakon o inerciji:

Ako je P bilo koja toéka prostora, T tefifte sistema & i I,, It momenti inercije sistema & 5 ob-
zirom na tocke P i T, onda vrijedi

n
I, =1y 4+ XZm - |PT|A (1
i=1

Dokaz. Dokaz je posve elementaran. Dovoljno je znati formulu za radijvektor te#ifta sistema
izvedenu u navedenom ¢lanku Branimira Galiéa.

Najprije, ako je P = T onda je tvrdnja isnitita na trivijalni nadin. Pretpostavimo stoga da je
P == T. Postoji beskonaéno mnogo ravnina okomitih na 27" i odaberimo onu od njih za koju su sve
tocke sistema %" s njezine iste strane. Oznadimo tu ravninu sa « (v. sliku).

Oznatimo dalje s N, Ny, ..., N, noZiita okomica spustenih iz totaka P, 4., ..., A, na ravninu «,
sap, 2y, -.., 2, udaljenosti tih tofaka od a i sa r udaljenost tocke T od a. Qdaberimo prostorni pra-
vokutni koordinatni sustav tako da mu se ishodiste O i koordinatne osi Ox i Oy nalaze u a. Os Oz
je tada okomita na «. Uz tako odabrani koordinatni sustav brojevi p, 1, zy, ..., z, su tada aplikate
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-
(irece koordinate, z-keordinate) tofaka P, 7, A4, ..., A, Neka je rp radijvektor tediita 7 8 obzirom
a taj koordinatni sustav, Tada je

" -
'\"|
= ;¥
e "lr
rr n
2 m
i=1

Iz ove formule za s-koordinate navedenih tpdaka dobivamp

”. n‘
oz o (Emp) ot @
f=| =1

Pretpostavimo da je sada N o8 Ny (na sludaj N = N osvenut éemo se malo kasnije)., Promotrimg
trapez NN, A, 7. Sa slike vidimo da vrijedi

1T A = (3, = D* + INN(|? (1
P AN = {2y = )+ NN, @
Odbijarjem jednagosti (3) od (4) dobivamo
P = |TA (8, =P = (3 =g m gy =p=g FO(5, —pF 2y =)=
C=P)@s = p—Dm =PIt =p 2@ ~O)m =P 20=p) (2, — 1),

Dakle, imamo
PAPR = 1TAN = (PTF A 20— p)(y — 1),

l’“m“l‘f’-imo li ovu jt’t’l]ad;‘_bu B Mgy dﬂbh éc‘nr}
mi |PA = my |[TA P =my IPTR 4 2(t = p) Iy &1 — g ). (5)

Laka se vidi da jednakosti (3), (4) pa onda i (5) vrijede i u sluCyju N+« Ny, pa je time ovaj sluéaf
apaglviran,
Analogno se dobiva
Mg IPAzIY = oy [T AP =y IPTI2 2t = pyimy x5 — iy by
iy (P AP oy [T A sy [P TR 2G ) (g g — g 1)

Zbrajunjeny ovih jedmakosn | (5 dobivamo:

H M o ”‘ . ". \"-
Mo P A 2 T A2 - Zm |1PTIR 20 =) m 5 — Nm, 1)

=1 it 2 i1 i1



https.//matemati ckitalent.mk/

Radi (13, po definiciji momenty inercije, odavde slijedi

"
Ip = Ip + S | PTV,
=1

u to je trebalo | dokezati.

Napomeng, 1z Lagrangeovog zakona [neki gu nazivaju Stanerov tearem) reposredng slijedi
i je tedifte onn tolka prostory g obzirom ni goju slstem ima najmanit moment inercije.

PokaZimo na primjerima kako se pomodéu Lagrangeovog zekona mogu riefavati neki zadsci
elementarne geometri‘e.

Primijer 1. Oko jednakostraniénog rrokuta opisana je keuZnica, Dokufite da zbroj kvadrata
ndgljenosti, od vrhova trokyn do toltke na opisanoj kruZnici, ne ovisi o njenom pologaja,

Osnovip ideja rjefavanjo ovakvih zadataka svodi se na to da zadanoj geomerrijakaj kenfiguti-
ciji pyidruZimo na izvjesni hadin jedan sistem materijalnily odaka tako du Lagrangeoy zikon primije-
njen na taj sistem daje upravo onaj odnos, kojeg Zelimo dokazati. U ovom siudaju imamo jednako-
stranicni frokut A, Ay Ay tedka P no opisanoj keudnici, Promotrimo sistem materijainih todaka
(A 1 (A, 1 (AL D] kojep dobijemo tako de u tofke A, A5, A smjestimo jediniéne mase,
Oznudimo sa O sredidte opisane kruZnice, "[‘eZidre navedency sistema je upravo u todki O, Lagran-
geov zukon daje

Ip=To+ 3 |PC,
Omadimo adaljenosti tofaka A, od P sa dy, § = 1, 2, 3. Tada fe To - df +db + d3, [y — 3%,

P O] oy, gdje je r polumjer trokutu opisane kru#nice, Uvrstime N ove vrijednosy] u prechadnu
formulu Jdobivamo

di + di -+ d} = 63,
pa zuisty Zbroj kyadrata udaljenost! ne ovisi o poloZaju todke P2, ved samo o trokuty,

*l"rimjl.'r 2. Odyedite duljine simetrala unutarpjib kutova trokuta, kajemu su gadane duljine
stranicq,

Neka je ABC zadani trokut, @ o |B ) b 1A CH ¢ 1A By i sy duliing simetrale kaly 3
tog trokuta, Meke je dalje £ sjecifte te simetrule s stranicaom A8 (nacrtajte slikud. Smiestipmo
anda u A4 i 1 rakve mase da O Pade tefidte tako dobivenog #istema materijalnih tocaka, Neka je
[BOC ] a1 G by, Prema eoremut o simetrali kuta u trokutu u /I trebe amjestiti masn
byyau B mavu a. Dakle & {0, a0, (34 500} Nadimo momente inercife sistemn & s obZigom
na'todke ¢ i Gy Dobiva se

Ie < u b? }bya’s Loy saa,b] | by al.

Prema Lagrangeovom eoremu je

1. Tey & ay | 0y) 5,
Uyppstima 18 ovame nadence faraze ya 7o © Ty dpbit demo

abt - biat=a, 8 +bal - (@a, - b)) Sy ()

Prema teoremu o simetesli vigedi

i, b, Cdy LMy I

a b atb a b
Odavde je

ac e
@b

Uwvrstima Li ovo u (6) | uzmemo u cbairdy jea: | &, - ¢, dobit demo

o |
- &
e [' (a | by l

Analogni izrpzr dobivaiv se 2 4 1 88,
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Primjer 3, U kruZnicu je upldan cetverokut s medusobno okomitim dijagonalan .I Yokazite
dat e zbhroy kvadrata duljing njegovih suprotnih stranica jednak kvadrato dijametra krugnice,

Meka je ABCD Setverokul s okomitim dijugonalima AC B upisan uozadanu krugneu,
Oznadimo sa €2 sredifte krugnice 1 sa 8 sjecidte dijagonala, PridruZimo ovom fetverokuiu sistem
e AL 1 08, 10, 00, 1, (0, 1) 1 neka je 1 njegovo efisie, Pomodlu zakonn o tefifiu mofe fe
pokazati da je tediite 1 slstema # v polovidi dudine 8, Primijenimo Lagrangeov zakon na tolke
5101, Dobivamo

Ty Fp + 4 |TEP Iyp=Ip | 4]0 %

Koako je |1 8] WP o e ovih jednakoso slijedi
fﬂ o ftn

a odavde je

IS4 [SB] ISCE | [SLE 40,
gudje te oo oznaden polumjer krugnice. Prema Pitagorinom leorem je

:,‘v,',r'“: | :."\'HH |,H”{i'-'-, |.‘p'lf.'|= ] |."|.'.'J':" [€2F )2,
Ako 1o uvestimo u prethodnu jednakost dobivamo
ABIE |- |GDP = (2002,

Anmalopne se tvrdnja dokazuje 20 drugi par suprotnih stranici.

Primjer 4. Zadane su duljine 1, £, £, tefidnic trokuta 1 polumjer # Lo trokute opisang
kruznice. Odredite udaljenost teidin trokuta od sredidta njemu opisane kenzmoee,

Neka je ABC wokut i O sredifte opisane kruZnice. Promatramo sistem % {04, 15, 08, 10,
(e 10 neka je 1 njegovo tedidte, Prema Lagrangeovom zokonu imamo

!r: -I': = 3 If} |!|J

| d .5 . ; i
Ofito g fg 0 201 ?u', Ford o i Ako o uvestimo u prethodn formulu dobin demi

zi trafenu udaljenos

[ l/r’ - -:-_!,l:rf, o )

Pokazat demo sada kako se Lagrangeoy zakon korist u clementarno) algebri,
Eako suomoment! inerctje uvijek pozitivni to iz Loagrangeovog sukona slijedi

"
() [P < s 07
e |

i tonme zoak jednakosti veijedi ako §osamo ako je Tpo O 1) wosludau kada se tocke sistema podu-
dariju: A, A, Ay 1

Bivajudi tofke A, 1 P oo zgodan nadin b stavljagudn uonjih zgodno odabrine mase mogeno po-
mioct (71 dabiti rezne interesanine nejednakosti, ™ot nadin (70 postaje provo pavonsle s doln-

vanje raznih nejednakosti. Husteirajmo to na dva primjern,

Primijer 5. Dokazite da za realne brojeve ¢, - 0,7 - I, ..., vrijedi

(e vii T by Vu.'f " iee t..‘.;f.
» i 3
i H

pri cemu enak jednakest vejedi ako | samo ako je @ coe " e

Uemimo u ravoint todéka 21 poluzreaku t‘l|1|,ml||l|\|':|u:u-'; kojoj jo podetal v 20 Odaberinme
toj poluzrach redom todke A, A4, A, takve da je

[ A, i, | ."I_\| [ ST |||r"f'||||!' idpa
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Promotrime sistem % (A 1 (A, 1,000 (A 13 Tada je Zomy on 0 moment illﬂ'ﬂ”ﬂ' #itj-l
femi 4 s obzitom na todka M jednak je £ oal val b | oal Oznalimo tedifte od & sa
i neka je 22 shodidee koordimarmog sustava, Za radijvekior tefigta od & dolivamao

e
of - I ;
ry ¥ (‘ﬁ']
M

" -
gelie je sa e oxnaden radijvektor tolke An @ 1y sone Ak gae ornadimo jediniéni vekitor u smjeru

vektorn P4, onda je

¥ =gy e d -0 1 i
Tada je vy F] ¢, paouveatavaniem u (8) dobivamo
v -
g e e g
|24 i i
H
odnosno
P [ £ ety "".
i
Ako 1o b Feouvrstimo u (7 dobit demo
ay b e boan? o ,
”( I ) = I S - 1
H
] | [} Wby §
a odovde odmah shijedi tvrdnjn, Znok jedmikost vejedi same ako je A, Ay o0 Ay

U ako je g i3 i
Primjer 8. Dokafite du 2o sve privodne brojeve noveijedi
P 23 g sepdas K0l F B4 CL - 22 - ont)
pri Cemu gnak jednakost vegedi samo ako je w1,

Oddaberimo u ravnind tocku 211 poluzeaku s podetkom u 2 kao 1 u prethodnom zadatku, Neka

su oy ke e poluzike odeedene sa [PA L L0 1y oy w Smijestimo u te todke mase sy - 1,
T je

n

LAY 1 b 204 o Ao

'R |

;
Mekn je ¢ odubrun no nudin iz primjera 5. Tada dobivamo

2 : 2
g | |y Lo i
| - 2 "
Muomment imerenje £p sistema & A 10 CA s 200 o (el )t jednak e
Ip =l o 15020 2% b s b merm® = I 83 4 - 0h
Ao o uvrstimo u (70 dobit Semi
|£ i :.-‘ L
20 . | H N S 1 G PN N 113
t I " ( I s 202k e ol i

noodavde odmah stijedi tvrdnja, Ocito da snak jednakosts veljedd samo ako se sve wdke podudiriju,
ti. HUMO #0 o l.

B kraju valin napomenuti daose nekd od navedenih zndatakn moga rijediti 1ona drogl nading
mi smo ovdie higel pokagatt kako se o radi pomodu Lograngeovop zakann o inereip,

Foorisno je da za vietbu upotrebom oy cakona pokudate rijesit slijedede andotke:

1, Oko provilnog tetraedra opisana je sfera, DokaZite da zbroj kvadrain wdaljenosti todke
slere od vrhova tetroedrn ne ovist o menom poloZgu na ster,
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2. Oko pravilnog n-terokuta opisana je kruZnica. Dokazite da zbroj kvadrata udaljenosti
tocke opisane kruZnice od vrhova ne ovisi o njenom polo#aju na krunici.

3. U jednakostrani®ni trokut upisana je kruZnica. DokaZite da zbroj kvadrata udaljenosti
tocke na toj kruZnici od vrhova trokuta ne ovisi o njenom poloZaju na toj kruznici.

4. DokaZite ovaj teorem Stewarta (M. Stewart, 1717—1785, engleski geometricar): Ako je
€ bilo koja tocka na stranici AR trokuta ABC, onda vrijedi

CAP? + |[BC(| + |BC|? - |AC,| — |CC|? - |ARB] |AG, | - [BC,| - |AB]|.
5. DokaZite ovaj teorem Eulera (L. Euler 1707—1783, $vicarski matematitar); Ako je A, 4,4 3
A, bilo koji &etverokut (ravninski ili prostorni}, a P> i O polovista njegovih dijagonala 4,4, i
A:A,, onda vrijedi
ZAI Aziz I EA: Aa z 1 :A_\Aiiz /‘51'4/(1|:2 = iAr Asuz ! .A: A4.Z -4 :PQ-z-
Naponiena. Ovo je poopcenje teorema o zbroju kvadrata dijagonala paralelograma.

6. Dokaiite da za realne brojeve ¢, — 0,7 — 1, ..., n vrijedi

[ 1
(@; + :c (E,,J(a:' e a) HI,

pri ¢emu znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je a, R
7. DokaZite da za realne brojeve a, —~ 0,6, = 0, { 1, ..., nvrijedi
ayby + ... Fagbs< Val 4 a2 VbE 4 L+ b
Kada vrijedi znak jednakosti?
Napomena. Ova se nejednakost zove nejednakost Cauchy-Bunjakovskog.



