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Jedna nejednakost izmedu sredina, njeno
poboljSanje i primjena u geometriji

Sefket Arslanagi¢*

Sazetak

U radu se daje dokaz jedne nove nejednakosti u kojoj se javljaju aritme-
ticka, geometrijska i harmonijska sredina kao i jedno njeno poboljsa-
nje i generalizacija. Navedene su primjene te nejednakosti u geometriji
trokuta.

Kljuéne rijeéi: nejednakost izmedu sredina, generalizacija nejedna-
kosti, primjena u geometriji

One inequality with means, its refinement and
application in geometry

Abstract

In this paper, we give the proof of a new inequality involving means,
i.e. arithmetic, geometric and harmonic, its refinements and a gene-
ralisation. Then we give a series of examples of application of this
inequality in geometry of the triangle.

Keywords: inequality with means, generalisation, application in ge-
ometry
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1 Uvod

Definirajmo prvo osnovne sredine i navedimo nejednakosti izmedu tih sre-
dina. Za realne brojeve aq, 4y, ...,a, > 0, n € IN, definiramo

ay+axy—+---+ay

A= . (aritmeticka sredina)
G=y/ara; - - ay (geometrijska sredina)
H=+5— " 7 (harmonijska sredina)
o Ta Tt
24 2 2
ag+ay+---+a
K= \/ 172 - n (kvadratna sredina).

Moze se dokazati da vrijede nejednakosti

H<G< ALK,
gdje znak jednakosti vrijedi ako i samo akojea; = a = --- = a, (pogle-
dati [1]).

Sada ¢emo dokazati jednu algebarsku nejednakost u kojoj se pojavljuju arit-
meticka, geometrijska i harmonijska sredina triju pozitivnih realnih bro-
jeva. Navest ¢emo jedno poboljSanje te nejednakosti i njenu generalizaciju.
Vrijedi sljedece.

Za sve pozitivne realne brojeve x, y, z vrijedi nejednakost

3
x—i—y—i—z—l—T

> 4/3 )

1,1
Ty tz
odnosno
3A+H > 4G (2)
gdje je, kako smo ve¢ definirali,
X+y+z 3
’ T, 1,1
3 itytz

Dokaz. Najprije ¢emo dokazati jednu pomoénu nejednakost koja glasi
A*-H>G?, €)

odnosno
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(x+y+2)>? 3 3
- > (y%7%)
3 Tty
(x+y+2)?* 3xyz -
9 xy+yz+zx Y

(x+y+2)* > 3(xy +yz +2x)
xz—i-yz—l—zz—xy—yz—zxzo

T ¢ ¢

1
& S E- -2+ (-0 20
a ova nejednakost je oCigledno to¢na. Jednakost vrijedi ako i samo ako je
XxX=y=z

Dokazimo sada trazenu nejednakost (I). Imamo najprije

3
X+y+z+ 15— =3A+H
ytyTz

odakle zbog A > G imamo

A+A+A+H>4VA-A-A-H=4VA3H
pa prema , zbog A > G, dobivamo
4VASH = 4{/ A(A2H) > 4V AG? > 4V/G* = 4G.

Vrijedi dakle

3
Xtytzt g g1 =240z
Ty Tz
Sto je i trebalo dokazati.
Ocigledno, jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako je x = y = z. O

Sada ¢emo dati nekoliko primjera primjene nejednakosti (1) u geometriji,
koriste¢i neke jednakosti i nejednakosti iz [2] i [3].

Primjer 1. Neka u nejednakosti (1) x,y, z predstavljaju duljine a, b, ¢ stra-
nica trokuta ABC. Tada vrijede sljedece poznate jednakosti:

a+b+c=2s, abc =4RP, ab+bc+ca =s>+r>+4Rr, P =rs,

gdje je P povrsina, s poluopseg, a R i r radijus opisane, odnosno upisane
kruZznice trokuta ABC.
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Iz nejednakosti (1) dobivamo sada sljede¢u ekvivalentnu nejednakost

6Rrs 3
- > 2V/4Rvrs. 4
S+s2+r2+4Rr* e @)

Primjer 2. Neka su «, B, v unutarnji kutovi trokuta ABC. Stavljajuéi u
a, B,y umjesto x, v, z, (& + p + v = 1) dobivamo sljede¢u nejednakost

3aBy 3
wprpran VT
b,
3 _ Bupy
Hvep af+ By +ya ©)

Primjer 3. Ako su r,, 1y, ¢ radijusi pripisanih kruznica trokuta ABC tada
vrijede sljedece poznate jednakosti

1
ra+1y+1c =4R+7, ;:r——l———}——.

3
Ta+71p+7rc+ 5 L1 > 4 raryre
g Ty Tore

odnosno, 4R + r + 31 > 4.3/1,17¢, .

R+r> Jrarpre. (6)

Primjer 4. Uvrstavajudi u (1) kg, hy, he umjesto x,y, z , gdje su hy, hy, he vi-
sine trokuta ABC dobivamo:

> 4 hahyhe. 7)

hu+hb+hc+ 1 1

1
e Ty TR

Iz prethodne nejednakosti, uzimajuéi u obzir poznate jednakosti koje po-
vezuju spomenute elemente trokuta

1 1 1
m+hVH%:EE@LH2+MWL?+77+A—:7mmmC:
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dobivamo sljede¢u nejednakost

1 .5, 5 3/ 25272
— > 41/
ZR(s +7r°+4Rr)+3r>4 R

s2 4+ 12 + 10Rr > 8V/25212R2. 8)

Primjer 5. Ako u umjesto x, Y,z uvrstimo duljine teZi$nica m,, my, m.
trokuta ABC dobivamo nejednakost

3mgamyme

my + my +me + > 4.3 mymyme. 9
a b c mamb+mbmc+mamc = alltpitic ()

Primjer 6. Ako u (1) umjesto x, y, z stavimo duljine simetrala unutarnjih
kutova s, Sps Sy trokuta ABC dobivamo:

35“5557

> 43/ . 10
Sa +5g+ 5y + 555 T 55y + 55y SaSpSy (10)

Napomena 1.1. Jednakost u @), B), (), (), (8), ©) i vrijedi ako i samo ako

je u pitanju jednakostranican trokut.

Sada ¢emo dati jedno poboljsanje nejednakosti (I).
Za sve pozitivne realne brojeve x, y, z vrijedi sljedeca nejednakost

8
(x+y+z) .
9 ++

SN

o1 > 4Y/xyz. 11)
z

Dokaz. Nakon mnoZenja nejednakosti s %, dobivamo ekvivalentnu ne-
jednakost

2(x+y+z) 3
> 3.3/xyz.
3 xy +yz+xy 2 3/xyz (12)

Koristeéi nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine triju pozi-
tivnih realnih brojeva A > G imamo
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x+y+z+x+y+z 3xyz
3 3 xy+yz—+xz

2
>3\3/<x+y+z> . 3xyz
- 3 Xy +yz + xz

:3\3/(x+]/+z)2. xyz

3 Xy +yz+xz
> 33/xyz,

gdje je posljednja nejednakost dobivena kori$tenjem poznate nejednakost

(x+y+2)* 2 3(xy+yz+xz) & %[(x—y>2+(y—z>2+(x—z>2] > 0.

Jednakost vrijedi ako i samo akojex =y = z. O
Pokazimo da je nejednakost (LI) bolja (jaca) od nejednakosti (), tj. da je
x+y+z+73 >8(x+y+z)+74
1,1,1=9 1,141
xtytz 9 xtytz
& 1u+y+zy> L
9 1,11
9 ytyt+z
X+y+z 3
< 3 O T B
Ty Tz

a ovo je nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine triju pozi-
tivnih realnih brojeva x,y,z(A > H).

Na sli¢an na¢in se dokazuje i sljede¢a generalizacija nejednakosti (12), od-
nosno (11).

Akosux; >0,k=1,2,...,n,n €N, tada vrijedi nejednakost

n—1&¢ n n
DL e J £
k=1 k=1 X k=1

gdje jednakost vrijedi ako i samo akoje xy = xp = ... = xy.
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