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O zakrivljenosti ¢unjosjeka
STIEPAN SKARICA, Zagreb

1. Krulnica je u svakoj svojoj tatki jednako zakrivijena. Kao mijera njezine zakrivije-

1_:'|::|s1:.|. uzima se reqaprofnd vrijednost njezinog polumjera p, tj. —, jer ¥to je polumjer manji,
zakrivljenost je veda, F

2. Kod dmugph keivalja, npr. ked funjosjcka, zakrivljenost se mijenja od tafke do tafke.
Stoga govorimo o zakriviienosti krivalje v xadano] maéki, a iziednalujemo je sa zakrivijenoséu
one krutnice, keja s krivuljorn u roj tacki ima deiie najmanie 2. rede, ti. ima v njoj s kri-
vuljom zajedni®ki najmanje tri beskopalino blize tatke. S i od tih walaka Erudfnica zakrivie-
rasti jo jedroznaing odredena, Kad je broj tih mfake ¢f, kruZnica zekriviiencst sijefe kri-
vulju i ima & mom zajednicky jednostruku tangentu: kad je broj zajednickih beskonalno bli-
zih talaka Jerird, krufnica zakrivljenosti ima s krivaljom dotik 3. reda, 1. ima s njom zajed-
nitki dvestruku tangentu: kad je o onih mlska per, 8. kod docfka 4. reda, uz zajednicku
dvostruky tangentu krufnica 1 krivulja se 1 sijeku, 11d.

3. Ua kenstruirzmo kmuZnicu zekoivijenosti K w zadanoj tacki D ix, v, clipse Bat 4

4 a'yt— o — 0, povicimo jednu od tetiva elipse koje su usporedne s tangentom elipse ¢
u tacki D, na pr. AC (s). 1)1 Kruinica &, odredens tatkama A, C, D ne mode dirati elipsu
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u tacki I ako ta nije teme, ier dijametar OO koji je konjugiran tetivi AC pa je raspolavija,
nije na niol okomit. e onoga fro slijedi, razabrat domo da ta krudoica u opdem sludaju ne
dotide clipsu ni u tacki A ni uw tadki C, nego je sijele u Setvrio) acki A

Neka je jednadfba krufnice & = oxf 43 b lx 4wy + =01 Pramen Zunjosjcka koji
prolaze tatkama A, B, €, D ima jednadibu bPx® + a®y* —a®h* L A (xf b 3 e li+my + o) =0,
Za odredeno x taj fe Cunjosjek degemerirard u pravee AC [ BD. Ako sy im jednadibe:
AC= Px + Ov + R=0, BD = P,x + O,y 4+ R, = 0, onda je jednadiba sustava tih dvaju
pravaca: (Px + Qv 4+ R)(Px + Qv + B) =0. Ta je jednadiba za spomenuto i istovetna
oy
&
wnaii da pravei AC § B2 sa svakom osi clipse zatvaraju istokrafan trokut 1 krade da su
aniparalelnd s obzitom na te osi. Ake sad tetivu AC pomilemo paralelno, tetiva BD &e ostati
cvestd, o kada AC pokrije tangentu ¢ u tatki £y krudnica & o predt o krudnicu z2akrivijenost
K uatki D clipse.

. . R
s gornjom, a kako u toj nema Clana sa xy, mora biti PQ, + PQ =0, iii 0 = e———, a1

4, Erurnicu K mofemo sad lako konstroirati, U tadki D (x;. vy Konstruiramo tangentu
£ i normale n, 2 ow afki Dy (—x, ¥, tangentu ¢ Tafkom O povudemo pravac usporedan
§ £ tone pravea pripada tetiva BD, koju o wlki P oraspolavlia njei kenjugirani dijametar
O, Simetrala ¢ teyve BD sijele normale n oo sredistu § kruinice K.
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Posve jednako se konstruira krufnica K u talki hiperbole ili parabole, ako ta talka
nije tjeme.
5. Odredimo koordinate x, 1 v, svedifta § 1 polumjer SD = p kmdnice K (sl, 2.3!

Jednadiba tangente ¢ jest Fxx 4 a¥yy—a*bti =0, a tetive DB y—v, = EE;—: {x—x,) pa
jednadiba krufnice K ima oblik

Beat 4 aty? — @2 b 4 ) (B x L atyyy — atbt) (B x — aty, v — bix,® 4 ety om0,

1 toj jednadibi moraju keeficijenti od »* i v* bitl jednaki, 1. & & kb = @ — ha'y®;

odatle je A = - pa jednadiba kruinice K prelazi u

Bl ® o atyy
28%,7 2ety,? ) 2 (5%, + 'y,
xe+32_T.x'+—bt1_,}l+9~1_+J'1t_——;aT—I—__—U,

Qdatle nalazimo da su keordinate sredidta 5 krufmice K
d‘xla ) 'I:E_',l';a gy J 'I.T':I:l. * : - Cﬂj.'f"' ".'_
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1
wr =5 {,!,131! [t — bt ) a'y,® [atht 4 {f':#'!."-'fl":' ot P  p=- —

T 2
jer su izrazi u uglastim zagradama jednaki; a wakoder je
ﬂlﬁn__bzr‘:xlr: = it — b I:at—--fl"] xlz = p° {b‘.‘xlz 4 dt_i'li}—afbi.ﬁ.',* o ﬁ'.\',_i . 511-.: I- -t-l!'_'p".".

6, U tiemenu A ima kruinica K osre-

et b .
E distec § (—, Er), g = —, utjemenu 5 sre-
i o
X d
difie 5, (U, - 1), dok je polumjer gp= i; "
/\\ A U sl 3. okomica na A8 u tatki B sijele

v .ﬁk‘-- o5 ¢ u tatki D pa je po poulke o visini

fr
pravokurnoga trokuta OD = —— = g ,, dok
i

okomica na A8 u tacks A sifele o5 vy u

; . s g :
tacki C, pa je OC = 5= e Matinime i

nad pelucsima pravokunik  HO4E 1 po-
vudfemo okomicu iz tacke £ na A8, sjed
O taosiox 1y u tackama 5 | 5, 1), u sree
diftima Frufnica zakrivijenosti u tjemenima

A1 B, jer je
Sd =00, 5B =00,
5L 3. I ckomica na BF, u fokusn F, prolazi

srediftem 5,

3 3 Ty 3
7. Za hiperbolu je sredilte krufnice K u wadki D, v, ¥ tatka S(f—:il, _‘I‘&:.'_],
e ? 4 gty 594 ; . s 3
= = L :I!, a u desnom i lijevom tjemenu na realno osi S|+ —, 0). p= L 5
ath! & a

B

Kod parabole kruinica zakrivljenosti K u talki D) (x), ») ima sredifte

bk , pt Loy ny
& (P + Fxy, _-PI‘)J a polumjer g = i_P’ Lty

za tieme je S{p, 0 a g =p.
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