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Opraaun3amuonu oaoop 56. JIp;kaBHOr TaKMUYEHA U3
MaTEMaATUKe

1. Ipodecop ap Anercannap Jlunkoscku, npencenuauk IMC

2. Jbumana 3naranoBuli, nupekrop ['mmuasuje ,,opa Cramkosuh”

3. Henan Toruh, npodecop N'mmuasuje ,,Gopa Crankosuh”

4. Bpanko Autuh, npodecop 'mmuasuje ,,bopa Crankosuh”

5. Cunabana Ksauh, npodecop 'mmuasuje ,,Bopa Cramkosuh”

6. CnaBuma Koctuh, npodpecop I'mvuasuje ,,bopa Crankosuh”

7. CaaBomyd Munocasmesuli, unan Msspmuor ongbopa IIMC

8. Jbyouma Huuwuhi, npencenuur HO Ilonpyskuune maremarnyapa Hum

9. Mapko Pamnosanosuli, npencenauk Pemybiuuke komucuje
HORpOBPITeJLI/I TaKMI4YEemha

1. I'pag Hum

2. I'panonavennuk Huma np 3opan [Mepummh

3. Eyporypc Hum

4. Hupeknuja 3a n3rpaasy [ 'pana Huma

5. Typucrtuura oprammzamnuja ['pana Huma

6. Yumis Hum

7. Ilerkapa Bpanmrosuh

8. Ilunk Takcu

9. Delhaize Cpb6uja

Penmaknuja n obpama: Mapko Panosanosuh



PEIIYBJIMYKA KOMNCHNJA

3a TAaKMUUYEHa 13 MATEeMATHUKE YUYCHUKA CPeOiUX IMKOJIAa,
mkoJIcKa romuaa 2013/2014.

1. Banmuh mp Baamnmvup, Pakynarer opranm3anmonux Hayka, beorpam
2. Bapamuh np Bopbe, Maremaruuku nucturyr CAHY, Georpan

3. bamwuh ap Bojau, [IM®, Hosu Can

4. Boxwnr np Bramnvwmp, Maremarunurkn dakxymnrer, Georpan

5. Ilopocaosauku np Pane, ®TH, Hosu Can

6. lyromuja np Dopbhe, Maremaruurku darynarer, Beorpan

7. buruh Mapro, [IM®, Hum

8. Dbopuh Mwunom, Marematnuru ¢axynarer, beorpan

9. Dbyruh Hyman, Mamuucku darynrer, Beorpan

10. WNauh np Anercammap, [IM®, Hum

11. KuexeBuh mp Mwussan, Maremarnuru ¢axynarer, Georpan

12. Kpruauh np BHopbhe, Maremarnuru daxynrer, Beorpan

13. Jlyrkuh np Mwummsoje, Pajc, CAIl

14. Mapunkosuli Pactro, KmakeBauka rumuasuja, Kmakesan

15. Maprosuh ap Ilerap, IIM®, Hosu Can

16. Maruh np Usan, jyk, CAIl

17. Munocasmesuhi Muiom, ['mvuasuja ,,Cserozap Mapkosuh”, Hum
18. IlejueB np Anercanmap, Mamwuucku darynarer, Georpan

19. ITerkosuh mp Mapro, IIM®, Hum

20. Ilerposuh ap Hurona, Mucturyr 3a ¢usuky, Georpan

21. Panosanosuh Mapko, Maremaruuknu dakymarer, Beorpan, mpencenuuk
22. Cennumh mp Anekcamnap, 'mvmuasuja, Kpameso

23. Crojakosuh ap Mwumnom, I[IM®, Hosu Can

24. Tomuh WBanra, 'mmuasuja, Bameso

25. Ilo6or ap Bopuc, IIM®, Hosu Can

IIpeBon ma mabapckm jesuk:

1. Ileuh np Xajuaara, I'pabeBuncku parynrer, CyGoruna



OIIIMIITVHCKO TAKMUWYEILE 13 MATEMATHVEKE
YUEHUKA CPEAIBLUX IMTKOJIA, 25.1.2014.

IlpBu pa3pem — A kareropuja
1. 3a peasne 6pojese a, b, ¢ Baxke HejeTHAKOCTU
b—c| >1al, [c—a| 2 |b], |a =] = |c].

IorasaTu na je jemau on OpojeBa a, b, ¢ jenHak 30upy mpeocrTaJa IBa.

2. Y mpoyrao ABC ca crpanunama BC = a,CA =b u AB = ¢ ynucas je
kpyr. Jemua tanrenta Tor kpyra ceue crpanune AC u BC y taukama P u
Q, penom. Onpenuty o6um Tpoyriaa PQC.

3. Hahwu cBa menobpojua pemema jeqHavmnHe
6(6a* + 3b* + %) = 5d°.
4. Heka je ABC'D yerBOpPOYrao TakaB Ia Ba:KU
<BCA+ <CAD =180° u AB = AD + BC.

Iorazatu na je <BAC + <ACD = <CDA.

5. Ha ombojramrom Typuupy ydectBoBaJso je 10 ekuna. Csaka on mUX
oUrpaja je Mo jemHy yTAKMUIy Ca CBAaKOM OJ MpeocTajux ekuma. Ha
Kpajy TypHUpa, OIpBa €KUNa nMaJa je x1 nobema u y; mopasa, Apyra eKuma
o mobena u Yo mopasa, ura. Jlorkaszatu na je

i I e e T S T SRR Vi

(Onmbojramka yTakMUIa Ce HE MOYKE 3aBPIIUTYA HEPEMIEHUM DPE3yJITATOM. )

Ilpyru pa3spem — A rareropuja
1. Jlorkasatu ma 3a cBe peaJyiHe OpojeBe «, 3,7 BaKU HEjeIHAKOCT

sin asin Bsin~y + cos awcos B cosy < 1.

2. Hahu cBe peasne 6pojeBe a 3a Koje jenHaumHa
2 +y? =a(z+1)(y - 1)

“Ma pellema y CKYIy peasiHux Opojesa.

3. Hahu cBe y3ajamuo npocte npupoatae 6pojese a 1 b TakBe 1a BAKU: aKO
ce IenuMaJiHOM 3amucy Opoja a 3[eCcHa MOIUIIEe 3ape3, a 3aTUM Ce HAIUIIe

. . b
[enuMaJsHu 3anuc Opoja b, mobuja ce menmMaJsHu 3amuc Opoja —.
a



4. Kpyxauna ki ca nearpom y O1 1 NONYIPEYHUKOM 7' U KPYKHALA K2 Ca
meHTpoM vy O2 W HOJIYIPEYHUKOM 21 nomupyjy ce mzayrtpa. TeruBa AB
KpyskHUIE ko n3abpaHa je Tako na JOAUpYje Kpy:RHUIy ki y tauku 1 u na
je AT? + BT? majsehn moryh. Axo je <AT O, Tyn, ompemutu <ATO,.

5. Heka cy m u n npupoauau 6pojeBu. Tabma mumensuje n X n obojeHa je
Ha IMAXOBCKU HAYNMH, TaKO [a je HOJbe y JEeCHOM IOmeM yriy Oeno. Arma
n Bane urpajy cienehy wrpy. ¥ cBakoMm moresy, Ana Mema 00jy CBUM
IOJbUMA jeqHe BpCTe, a 3aTuM bane Mema 060jy CBUM MOJLUMA, jeIHE KOJIOHE
(npunuroM npoMene Goje, upHa mosba nocrajy Hema, a Gesa mocrajy HpHA).
Ilokazatu na Gane Moske urpartu Tako Aa IMOCJIE M OAUTPAHUX HoTe3a 6POj
I[PHUX IIOJba Ha Tabuaum Oyme mapa.

Tpehu pazpenm — A rareropuja
1. Y ckymy peasHuUX OpOjeBa PENIUTU CUCTEM jeIHAUNHA

e VTV =2 Y2,
yVETVY = /32,

2. Herka cy N u S mujamerpanno cynpoTtHe Tauke kpyskuuie C 1 HEka je
t ranrenta kpysxkaurne C y taukn S. Kpyskauna k ca nentpom y O ceue
kpyskuuny C y taukama A m B u oproronasna je na wy. [IpaBe NA, NB
u NO cexy npasy t y Taukama A', B’ u O', penom. Ilokazatu ma je Tayka
O’ cpemumre nysxu A'B’.

(Kpyssaume 1 1 2 Cy OPTOrOHAJHE aKO Ce CeKy y Taukama X u Y u npu
TOMe Cy BUxoBe TaHrenre y tauku X Mebhycobuo mopmasme.)

3. Hahwu cBe mpupomame 6GpojeBe x 3a Koje
z| [(z = 1)Va].

(Ca |x] o3mauen je meo meo 6poja x.)

4. Yuyrap tpoyraa ABC wa cumerpasnu yriaa ACB youena je taura M
TakKBa na je

<MBA =<MAC = 30°.
Iokazatu na je <ACB < 60°.

5. Heka je n € N. Oppenutu 6poj paznuynTux HAUYWHA HA KOJU ce Tabia
AUMeH3Uje 2 X n MOsKe MOIIOYATH NOMUHAMA (IPaBOYyTaOHUIUMA AUMEH3U]je
1x2wu2x1)u gBagparuma quMeHsuje 2 X 2.

(Y mommouasamy Tabie CBAKO MOJLE IIPEKPUBEHO j€ TAYHO JeJHOM JOMUHOM
W KBA,[PATOM. )



UYerBpTH pa3spen — A kareropuja

1. Teno T zampemune o € (0,1) campmxkano je y jemunuunoj xouku I.
Hoxrazatu ma moctoje rKouke K1 u Ko 3a Koje BaKuU:

1° K1, Ky C I
2° K1 m K5 meMmajy 3ajeIHUYKAX YHYTPAIIMLUX TadaKa;
3° 30up nyxuHe MBHUIE KOIKe K| M nykuHe mBuUIe Kolke Ko jenHak je 1;

4° zampemwunua mesa tena 1 koju ce Hasaszm y K jemHaka je 3ampeMuHn
nena tena T roju ce Hamasum y Ko.

2. Komapxkam raba kom uverupu myTa. BepoBarHoha mororka mpuaImKoM
cBakor rabama je 1/2, ocum yKOIMKO KOmAapKa mpoMamn o6a myTa y IpBa
nBa Ganama, Kala je BepoBaTHONA HMOTOTKA y CBAKOM HAPEIHOM IOKYIIA]y

2/3.
a) Oxpemnuru pacuomgeny sepoBaTHolia Gpoja moromara y 4 Hamama.
6) Komura je Beposarmoha ma je xomaprkam moroamo y tpehiem moky-

majy ako ce 3Ha Ia je MMaO TAYHO TPU MOrOTKa?

3. Hahu cBe mapoBe pasaumumTux IpOCTUX OpojeBa p U ¢ 3a Koje je

5pq — 1
eTW CTEIeH IeJor Opoja.

4. Hera je ABCD retuBHU ueTBOpOyrao 3a koju Baxku AD = AB u Hera
je X rmauka ma crpanunu C'D takBa na je <XAD = <ADB. Ilokaszatu na
je

AX? - XD?=BC - XD.

5. JemHakokpakm Tpames3 yuje cy OCHOBUIEC OYy:KMHA 1 U 5, a Kpak OYyKUHE
V7, npexpusen je ca 10 momaymapHUX KPyrosa MOJympednura r. Jlokaszarn
1

ﬂajer>§.

IlpBu pa3pen — b kareropuja
1. dymrmmja f: R — R 3anara je ca f(2x + 1) = 42® + 4x, 3a v € R.
a) Ompenuru f(3).
6) Onpemuru f(x), 3a cBe x € R.

B) Ia au je ¢pynruuja f 1-1 u ma-¢pynruuja?



2. Vcnuratu na am je popmyna

(pe(gvr)=(pAr) e (gAr))
TayTOJOTHja.

3. I'pyna ox 300 mynu ca ogpebenum Tterobama ydecTByje y UCHIUTUBAKLY
Tako3BaHor mianebo edperra. Onpebhenom 6pojy mymau u3 oBe rpyne maT
je onroBapajyhu ek, a npeocranuma saskHU JeK (JIEK KOJU HEMa HUKAKBO
nmejerso). HapaBHO, HUKO HUje 3HAO & JU je MOOMO NPABU WU JIAKHU
nek. Wcnmocrapuno ce ma je 20% OHMX KOju Cy MOOMIM TIPABU JIEK PEKJIO
na He ocella HUKAKBO ODOJIIAE, TOK CY IIPEOCTATIN PEKIN Ja UM je DoJbe.
JlBameceTr mOCTO OHMX KOjU Cy HOOUIIN JIAYKHU JIEK je MOTBPAUIIO Ia UM je
OoJbe, MOK Cy IPEOoCTaJy M3 OBE I'DyIe PEKRJM A He yodaBajy HUKAKBY
npomeny. Aro je ykymHo 40% bynm KOju Cy y4eCTBOBAJIM Y €KCIIEPUMEHTY
MIOTBPAUIIO TTOOOJLINAE COIMCTBEHOD CTakha, OAPEIUTH KOJIUKO HBUX je ITO-
OMIIO TpaBU JIEK, 8 KOJUKO JIAKHU.

4. Koauro nma 100-mudpenux O6pojeBa roju ce 3ammcyjy nmppama 1,2 u
3 TaKO ma UM HUKOje IBe cycenHe nudpe HUCY jemHare?

5. Tpu Enrmnesza u gBa Ppaniry3a 3auHTEPECOBAHU Cy 34 CeIaM Pa3IUYUU-
TUX KEUra: TPU HA EHIVIECKOM je3uky (Tpaske ux camo Enrmesm), nse Ha
¢ppanmycroM jesury (Tpaske nx camo PpaHimysm) u IBE HA CPICKOM jE3UKY
(rpaske ux u Enrnesu u ®panunysu). Ha ronuko HaumHA CBAKOM OX HUX
MO’KEMO MOKJIOHUTHU IO jeqHy KEUrY !

Ipyru paspen — B kareropuja

1. OnpenuTu cBe KOMILIEKCHE OPOjeBe 2z TAKBe Ia BayKU

z 1
o=1-% S
z+ 2 =1 =2 u Re<2+3z') 13

2. Heka je BH Bucuna tpoyraa ABC. Kpyr k, unju je menrap Ha Iy:Ku
BH, canpsxmu tauke B u C u ceue crpanuny AB y tauku F (E # B). Axko
je myxwuna mysxu AB jennaka 16, a myskuna qysku BC jemmaka 12, onpenutu
nysxuny nysxku AE.

3. Ompenuru 6poj MEIOOPOJHUX pelIeHa HejeTHAUNHE

|z — 9z — 1] < V21.

4. Y womBercHoM uerBOpoyriy ABCD rauke P,Q, R,S usbpane cy Ha
npasama BC,CD, DA, AB, penom, Tako ma Bayku

B?:B?z@:@zl:l ﬁ:ﬁzQ:l, R:£:3:2.



Axo ce mpase AP, BQ,CR, DS cery y tauku O, onpenutu AO : OP.

5. Y nBe jemHare KyTHje je CMEIITEHO YKYNHO 65 I[PBEHUX, 3€JIEHUX, *KYTUX
u nnaBux Jjonrtu. l[lopen Tora mro cy paszauynTux 00ja, JIONTE Ce€ MOTLY
pasaukoBaTu 1 no BeauwdnHu. lIpm Tome, meDy cBakux mer JOmTH HCTE
6oje u3ByUeHUX U3 jemHe KyTuje, 6ap ase cy ucre Beauuune. Jlokaszartu na
mocroje bDap Tpu JonTe KOje ce Hajla3e Yy UCTOj KyTUjU U Koje Cy ucrte 6oje
U BeJIWYUHE.

Tpehu pa3pen — b kareropuja

1. 3a KOje BPEJHOCTU PEAJIHOT IapaMeTpa ¢ CUCTEM jeTHAYNHA

2c — y 4+ 2z 4+ t =0
r 4+ 2y — z 4+ 4t = 2
xr + Ty — 4z + 11t = a

VMa pelema y CKYILy peasiHux 6pojeBa?

2. Heka je S Bpx Tpocrtpane nupamuae SABC Takse na je
SA=5B=S5C=a, <ASB =60°, <ASC =90°, <BSC =120°,
rne je a € RT.
a) Iokaszaru na je rpoyrao ABC mpasoyriu.

6) Onpemury nospumny mupavune SABC.

3. Ompenuru cBe mpuponHe OpojeBe T 1 Yy 3a Koje je

2014% + 11% = 4.

4. Onpenuru cBe peaiHe Opojee x >y > 1 3a Koje Baku

2% —xy —br+y+4=0.

5. 3a ekuny jemHe mkoJse y maxy Tpeba mzabparu Tpu TarkmMuyapa ox 11
ragaunata mMehy kojuma je 6 meuaka u 5 meBojummna. Ha konmko Hadmza
ce TO MOJKe YUMHUTU aKO Ce 3Ha Ma y eKUIr Mopa outu Gapem jemHa meBo-
juuna?

YerBpTu paspen — b kareropuja
1. 3a kommiaekcan 6poOj z BaxKu

arg(z + 3) = g

Onpenuru HajMamy Moryhy BpemHoct |z|.

2. Poranujom kKoOpIMHATHE paBHU 3a yrao « oko tauke M raura A(1,2)
ce npecaukasa y tauky Ap(6,5), a rauka B(1,4) y Ttaury Bi(4,5).
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a) Ompemuru cauky Tauke C(1,3).
6) Hahwu Besnuuny yruia « u koopaunare tauke M.
2

3. Heka je n mpuponman 6poj. Axko je mudpa necerurna Opoja n” HemapHa,
[OoKa3zaTu na je nudppa jenuHUna Tor 6poja jemHara 6.

4. Tlocmarpajmo cse ¢pymrmmje f : [1801,2014] — R Takse ma
|f(z) = f(y)| < |z —yl, 3a cse z,y € [1801,2014],

u f(1801) = f(2014) = 0. Oxppemutn HajMamy BpenaocT koHcTante C (ako
mocroju), Tako ma 3a cako x € [1801,2014] u cBe oBakBe ¢pyHKIMje [ Baku

flx) <C.

5. Ha mon cobe umja je mospmuna 5 nmocrasieHo je 9 renuxa. Tenucu cy
MPOU3BOJLHOT OOJMKA, a MOBPUIMHA CBAakKOr je 1. OuurienHo, HEKU TEOUCU
ce Mopajy mpeknanartu. Jlokazaru na MOCTOje ABa Tenmxa 3a Koje je MOBp-

MUHA HUXOBOT MPEKJIona bap 9

OKPYHHO TAKMUMNYEILE U3 MATEMATUKE
YUEHVEKA CPEIIBLUX IITKOJIA, 8.2.2014.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. Auna, Bpanra, Bepa u ['opan cy on HacTaBHUKA MaTeMATUKe TOOWIN
3a/JaTak fa M3padyHajy KOJWYHUK [Ba [TO3WTWBHA peajHa Opoja, W TO:
Ana na uspauysa ai : a2, bpaHnka na uspauysa by : by, Bepa ma uspauyna
v1 : v2, a ['opan ma m3pauyna ¢ : g2. HacTaBHuk je Ha Tabau M3padyHao
rosmmunuk (a1 + by +v1 + ¢1) : (az + ba + v2 + g2). Ucmocrasumo ce na
HUjenaH OJ KOJWYHUKA KOjU Cy Hobuian ydeHunu Huje 6wo Behm om oxOr
KOju je no6ro HACTABHUK (YUYCHUIM W HACTABHUK Cy TAYHO M3DAUyHAIN
cBoje rosnunuke). Jla gu ronwuHuimM kKoje cy nobunu Dpaska u ['opan
MOT'y OUTU Pa3IUIUTH?!

2. Koucrpyucaru tpoyrao ABC ako cy maTe IBe HEroBe CTPAHUIE G U
b Tako ma je BeMUMHA yTJa HACIHPAM jeJHE OJ] OBUX CTPAHUIA TPU IIyTa
Beha on Benuuuue yria Hacmpam Apyre CTPaHUIE.

3. Ompenuru cBe npuponue Opojese k, m u n 3a KOje Bayku

2F £ 10™ — 10™ = 2014.

4. Y tpoyray ABC cumerparna yria kox temeHa A cede crpanuy BC
y tauku D. Hopmasa u3 tauke B ma npaBy AD cede onucany KpPY:KHUILY
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tpoyrina ABD y tauku E # B. lokaszatu na nentap O onucase KpysKHUIE
tpoyraa ABC nesxu ua npasoj AE.

5. Y Jlynoj mywmu sxkuBeno je 6 Bykomiaka, 17 jemmopora m 55 maykosa.
Byronnak morke ma mojene nmayka u jeqHOpPOra, ajaud He M APYTOr BYKOIJIAKA,
mayk MOXKe 1a Mojese jeHOPOoTa, ajiy He U BYKOUIAKA WUJIN IPYTOr MayKa, a
jemHOpOT HEe MOKe Ma MOojele HU BYKOJIaKa HU MayKa HU APYTOT jeIHOpOora.
Kama ron Bykonnak mojene mayka, mpeTBapa ce y jeHOpOoTra, a Kajaa mojene
jemHOpOTa, MpeTBapa ce y mayka; Takobhe, Kama Mayk Mmojeme jegHopora,
mocraje BYKOAJIAK. KOJIMKO HajBUIIE CTBOPEHA MOKE OCTATU Y IIyMHU Kada
BUIIIE HUKO HUKOT He Oye mMorao na mojeme?

Ilpyru pa3spem — A rareropuja

1. Ta nau nmocroje kBamparue pyurmuje f,g,h: R — R Takse na je 36up ma
KOje IBe OJ BUX KBaaparTHa QYHKIUja KOja nMa Oap jenHy peaJyiHy HYIY, a
30up cBe Tpu KBaapaTHA (yHKIUja KOja HEMa DEAJHUX HyJa?!

2. Heka cy AB u CD ny:xu ny:xube 1 xoje ce cery y tauku O U IpU TOME

Basku <AOC = g IlokasaTu na je

AC+BD > 1.

3. Onpenuru mHajsehu 3ajennuury mesumiarn CBUX OpojeBa M3 CKyIa

{(n+2014)" T2 L ™| n € N, n > 201420141,

4. Heka je A1A2A3A4A5 TeTUBHM TETOYrao 4YWju Cy CBU YHYTDAIIHU
yruosu tymu. Heka cy S1, S92, 53, 54 1 Sy HeHTpU yIUCAHUX KPYKHULA TPOY-
TJI0OBa A5A1A2, A1A2A3, 14214;),1447 A3A4A5 n 1441451417 peaom. IokazaTu aa
Cy CBU YHYTPAIIKLU YIIIOBU meToyraa S159535455 Tymnu.

5. 3a cramoBHUKe miaHere P, KOJUX MOKIa MMa U OECKOHAYHO MHOTO,
Basku caexpehe:

(1) cBaKM CTAHOBHUK BOJM TAYHO jEJHOI UM HOWITYje TAYHO jE€IHOI CTAHO-
BHUKA;

(2) ako cTaHOBHUK A BOJNM CTAHOBHUKA B, OHIA CBU CTAHOBHULU KOJU
IOIITY]y CTaHOBHUKA A Bojie cTaHOBHUKA B;

(3) ako cramoBHUK A momTyje cTaHOBHUKA B, OHIA CBU CTAHOBHUIU KOJU
BOJIE CTAHOBHUKA A TOWITY]y CTaHOBHUKA B;

(4) 3a cBaKOr CTAHOBHUEKA MOCTOjU HEKO KO T'a BOJIN.

Ila nu je 06aBe3HO TAYHO na CBAKM CTAHOBHUWK BOJIM OHOTa KOra mnomryje?
(CTaHOBHUEK MOMKE IOLITOBATH WM BOoJeTH cebe.)
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Tpehu paspen — A kareropuja

1. Heka cy z,y, 2 peaqnu OpojeBu TakBu na Basku « +y+ z = 0. Ilorazatn
Ia BayKU HEjeTHAKOCT

6(%3 +y3 + 23)2 < (!EQ +y2 + 22)3.

2. Hera cy n,k € NU{0} Tarsu na je 0 < k < n. Jlorkazatm na Bamku

Xk: (nJZFl) +§2<";Z> = g+l

=0 =0

3. 3uajyhu na Bakm
(4005 - 6!)% = (5021 004 40a 225000 000 000 000),

oxpenutu udpe a u b.
(3a nexne Gpojese 0 < ag,a1,...,ar < 5 o3Haka (ay...a1a0) IPEICTABIHA
3amuc 6poja y 6asu ca ocHoBOM 6.)

4. Tauka D ymyrap omrpoyrior tpoyria ABC u3zabpana je Tako na
Basku AD = BD. Heka je tauka E mpecek mpasux CD u AB. Arxo je
AE : EB =CD : CFE, nokazaru na je CB = CE.

5. Y HEKOj 3eMJbU JKUBU KOHAYHO MHOTO CTaHOBHUKA. CBaKU O HUX BOJIU
Gap jemmor u momtyje Gap jemHor craHoBHUKa (He 0Gase3Ho uctor). Ilos-
HATO je ma:

(1) aro cramoBHUMK A BOJM CTAHOBHUKA [, OHIA CBU CTAHOBHUIU KOjU
[OMTYjy CTaHOBHMKA A BOJI€ CTaHOBHUKA B3]

(2) ako craHOBHUEK A moumTyje CTAaHOBHUKA B, OHIA CBU CTAHOBHUIM KOjU
BOJIE CTAHOBHUKA A MOMTY]y CTAHOBHUKA 3.

JlokazaTu na mOCTOjU CTAHOBHUK KOjU BOJIU cebe.

UYerBpTH pa3pen — A kareropuja

1. OapemuTy cBe TPOjKE MO3UTUBHUX peasHux OpojesBa (a,b,c) Takse na
jemHaunHA
a®+b"+c" =3

nMa DapeM TpU pa3JIuduTa penema y CKYIy pPeaHuX Opojesa.

2. 3a npuponre 6pojese k u n o3nauumo ca di(n) 6poj menunana Gpoja n
me Mamux on k. Onpenuru

dq (2015) + d2(2016) + d3(2017) +...+ d2014(4028).
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3. Onppemuru vajsehu npupoman 6poj k Takas ma MOCTOjU NPUPOAAH OPOj
n > k 3a Koju je cBaku ox O6pojesa

() () ()

4. Ha kpysxuumu ko mate cy tauke A, B u C. Kpyxmune k', k" u k"
HOpMaJIHE Cy Ha Kpy:kHuy ko, u npurtom k' nmposasu kpo3 A u B, k" kpo3
Aun C, ak” xpos Bu C. Ha kpyxuunn k' nara je tauxka P ¢ {B,C},
a MOTOM Cy MOBYyuYeHe Kpy:kHuie k1 u ko Koje mposase kpo3 P u koje cy
HOpMaJHe Ha ko, IpHU deMy je ki HopMmaJsHa u Ha k', a ks ma k”. IlokazaTtu
na cy kpysxkautme ki u ko mehycobmHOo HOpMAITHE.

(Kpyskaune 1 1 2 Cy HOpMaJIHE aKO Ce CeKy y Taukama X u Y u npu Tome
cy muxoBe TaHrenre y tadyku X Mebhycobuo mOpMasme.)

IIOTIIYH KBaJApaT.

5. Urpauun A u B HAaM3MEHUYHO 3aMemy]y 3BE3Iulle Yy
*x1 %2422 %23 & %2999 4 91000

snanuma + u —. Wrpau B moGebhyje ako je mo 3aBpuieTky urpe BPeTHOCT
nobujeHor m3pasa mesmuBa ca 17. Y cymporaom mobebyje urpau A. Ako
urpauy A mouume urpy, kako tTpeba ma urpa ga ou curypHo mobemuo?

ITpBu pazpen — B kareropuja
1. 3a cxymose A, B, C, nera je
P=(A\B)UC u Q=(AUC)\B.
VcnuraTtu na au 3a CBe OBaKBe CKYIOBe Basku Heka on peraruja P C @,
P=Q wm Q C P.

2. Hexka je ABCDEF kouBekcaH mectoyrao kon kora je AB = AF, BC =
CD u DE = EF. Hoka3atu nma ce cumerpadsie yraosa BAF, BCD u DEF
CEeKy y jelHOj] TauKWU.

3. Y ckyny neimx OpojeBa PEHIUTH jeTHAYUNHY

9a% — b + 6b = 2014.

4. Hexka je ABC tpoyrao takas na Baxkn <ABC><BCA. Cumerpaa yriaa
roq TeMena A oBor Tpoyrisa ceue crpanurny BC y tauku D. Hopwmamna u3
tauke B ma mpaBy AD ceue ommcamy Kpy:kHUIY Tpoyraa ABD y tauku
E # B. Iorasaru na nenrap O onwucane kpy:kuuie tpoyria ABC nexun
Ha npasoj AFE.

5. Ha croBapumry ce Hanasu 80 Gansana. Hekm mvajy nyskuny 3m, Heku
4m, vexu S5m, a vHeku 6m. Ilosmaro je ma GaxBana mykuHe 4M MMa IYIIIO
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BuIe on OaJsiBaHa Ty:KUHE bm. Y KyIHA Ty:KUHA CBUX OanBaHa je 345hm. Cse
banBane Tpeba pa3pe3aTu Ha KoMane ay:xuHe lm. Komamko pesosa Ttpeba
HAIPABUTK (jeHUM Pe30M MOKe Ce Paspes3aTn caMo jenaH OaJyBaH)?

Ipyru paspen — B kareropuja
1. Y ckymy peasHux OpojeBa PENIUTHU HEjeTHAUUHY

Tr—1 z—1
> .
T T

2. Y ckymy peaJiHUX OpoOjeBa PEIUTH jeTHAUNHY
(2 + 2+ 3) (2 + 32 4 3) = 322
3. Y ckymy neaux OpojeBa pEIUTU jeTHAYUNHY
3a® + 3a + 2014 = b°.

4. Heka je I nenrap ynucanor kpyra, a AE cumerpana yriaa BAC Ttpoyria
ABC (FE je va nysxu BC). Ilorasatu na Baku

Al AC + AB
IE~ ~ BC

5. Heka je n npuponan 6poj sehu ox 2. Komnwmko uma tpojru (A, B,C)
noaCKymnoBa ckyma {1,2,...,n} TakBux na je

ANBNC=0, |[ANnB|=2 u |AnC|=17

Tpehu pa3pen — b kareropuja
1. Hexra je a = —1+1iy/3, b= —1—1i\/3, ¢ = 2 u n npuponan 6poj Koju Huje
nemus ca 3. Oapenutu a™ + b" + ™.
2. Heka cy mi u 7l HEeHyJIa BEKTOpU U a@ = M + 311, b=Tm— 51, ¢ =m — 4,
d=Tm—2n. Akojed Lbucl d:
a) moraszatu ma je |m|=|il;

6) ompemutu yrao usmeby BekTopa m u 1.

4
3. Heka je a panuonasan 6poj sBehu on 3 Axo je x peaman Opoj Takas na

cy 22 — ax u x° — ar panuoHaJSHU GPOjeBH, NOKA3ATU O je T PAIMOHAJAH

opoj.

4. Csare mBe on kpyskuuna ki, ke u ks momupyjy ce mebhycoOHO cmosma
U CBaka OJ BUX moaupyje kpysxkuumy k usmyrpa. Axo cy O1,02,03 u O
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neHTpu Kpy:kauna ki, ko, k3 u k, penom, norazaru na je O neHTap Kpy:KHUAIE
ynucaue y tpoyrao O10:03 ako um caMO ako Kpyskuuie ki, ke u ks umajy
jemHake mOyIpPEYHUKE.

5. Csaka on mamuua A, b u B mMoke ma mpounTa KapTuily Ha KOjoOj je
yIucaH map uneaux 6pojeBa (m,n) M a 3aTUM OIIITAMIA HOBY KAPTUILY.
IIpu Tome,

(1) ako mamumua A yumra KApTUIy Ha KOjoj je map (m,n), oHa mTamia
HOBY KapTUILy ca mapoMm (m — n,n);

(2) ako mamuua b yunra kapTuny Ha Ko0joj je map (m,n), oHa mramia
HOBY KapTUIy ca mapom (m + n,n);

(3) ako mammua B yuurta kapTumy Ha K0joj je map (m,n), OHa ITAMIA
HOBY KapTUILy ca mapoMm (n,m);

Ha nouerkry je mara kapruna Ha K0joj je ymucadn map (19,81). Ia awm
je moryhe ymorpeboMm OBe Tpu MalluHE y MTPOU3BOJLHOM MOPETKY M00UTU
KapTUIlY Ha KOJO] je yIuUCaH map:

a) (7,13); 6) (12,21)?

UerspTH; pa3pen — b kareropuja
1. TorkazaTu nma 3a x > 1 BaKu HEjeTHAKOCT

Inz > 72(3: i)

z+1
2. Heka je ABCDV nupamuna uuja je ocaoBa ABCD KOHBEKCaH YeTBO-
poyrao ca HOpMAJIHUM mujaroHajgama. llpu Tome, MOIHOMK]e BUCHUHE MUPa-
MIJE HAJA3W ce y mpeceky mujaronasa dverBopoyriaa ABCD. Ako cy a,
B, v u 0 yraoBu Koje BuCHHA 3akjana ca bounum ctpanama ABV, BCV,
CDV u DAV, penom, nokasatu na je

ctg?a + ctg?y = ctg? B + ctg?o.

3. Heka cy =z u y nenu 6pojeBu takBu na je Opoj 3x + 7Ty memus ca 19.
Iorasatu na je u 6poj 43z + 75y memus ca 19.

4. Herka je R monympevHUK CHOJbA TPUMUCAHE KPY:KHUIE KOja OAroBapa
xunorenysu npasoyrior tpoyriaa ABC. Ilokasaru na je

R 1++V2

TSTg

rae je ¢ myskuHa xunorenyse tpoyriaa ABC.
(Cnoma mpunucana KpyKHUIA KOja OArOBapa XUIOTEHY3W TPOyILJa je
KPYKHUIA KOja HOAMPYje XUIOTEHY3y U HPOLY’KeTKe Karera.)
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5. ®ymrumja [ : N\ {1} — N nepunucana je ma ciaenehin mauun: aro cy
D1, P2, - .., Pk Da3mmuuTu npoctu 6pojesu m «; € N, 3a ¢ € {1,2,... k},
OHTA je

2 2 2
(eSNe%) apy X1, Qo p
f"ps® . pp*) = PPy’ .. oy
JlokaszaTu na BasKuU:

a) f(ab) < (f(a)- f(b)?, 3a cBe a,be N\ {1};
6) f(a*") = (f(a)*", 3a cBe a € N\ {1} mn € N.

NP RKABHO TAKMMWYEILE N3 MATEMATUVIRE
YUEHMEKA CPEIILX IMIKOJIA, 15.3.2014.

IlpBu pa3pen — A kareropuja

1. 3a 6pojese a,b,c,z,y u z Baxn {a,b,c} = {x,y,2z} = {15,3,2014}. Ila
a1 Opoj
a’ + v
MOpa OUTU CIOKEH?
(3a m,n,k €N je ca m™ osmauen 6poj m(”k).)

2. Heka cy a, b u ¢ crpanune, S moBpmuHa, R MONYIPEUYHUK ONUCAHE
kpyskauie u M tauka y yHyTpammoctu Tpoyriaa ABC. Osnaunmo ca dg,
dy u d. pacrojama Ttauke M O mpaBUX KOje CAIp/Ke CTPAHUIE TPOYTJIA
ABC'. IlokasaTu na BayKU HEjeTHAKOCT

11 1 1
2S-(E+—+E——>>da+db+dc.

3. Ha crony ce masmasu romuina ca n sxkerona. /IlBa urpava, A u b, nanzme-
HUYHO WUrpajy, mpu deMy wurpad A urpa npBu. Y CBaAKOM [OTE3y Urpayd
Uar y3UMa jedaH KETOH Ca HEeKe O TOMWUJIA WU Aedd HEKy OJ IOMUJIA
Ha HEKOJIMKO romuia (Gapewm ase) ca MebhycobHO jemaaxum OpojeM skeToHa
(ak0 Urpad ysme mocieImU sKETOH Ca FOMUIIE OHa MpecTaje Ja IOCTOjU).
[Tobemuuk je mrpad KoOju y3Mme MOCIEABU KETOH ca CToJa. 3a Koje Bpe-
nHOCTH Opoja n urpad A nma nobeIHUUKY CTPATErnjy, a 3a KOje BPeIHOCTU
6poja n urpau b uma mobGemHuuky cTparerujy?’

4. Ogppemuru cse mosmuoMe R(z) uumju cy ¢BU KOeDUIMjEHTH U3 CKyma

{=1,1} un 3a roje Baxkm R(3) =130 u R(—2) = —45.
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Ipyru pa3spem — A rareropuja

1. Jla g1 mOCTOju KOHAYHO WM OECKOHAYHO MHOTI'O IPUPOITHUX OpojeBa m
3a KOje MOCTOje MPpUPOAHU OPOjeBH! a1, a3, ... ,d2014 TAKBU 14 je

ar!+as! + ...+ agga!l =m!?

2. Ilepuna je samucauno Tpu peansa 6poja a, b u ¢ m y cBeCUM CKUAIUPAO
rpaduk pyurnuje f: R — R 3a kojy je

f(z) = (az?® + bz + ¢)(ca® + bz + a).

Heros maabu 6par Mukuma je ucrkopuctmo npuianky kana [lepuma muje
6ro kom kyhe u ca ckure m3bpucao y ocy. Hapenuor mama Ilepuma je
OIPUMETUO N2 HETOBOj CKUNUM HenmocTaje y oca. llokymao je ma ce mpucetu
¢yHEIUje ynju je rpadur CKUOIUpao. Y CIeo je ma ce ceTu aa je GpyHKIumja
obmuxka f(z) = (az®+ bz + ¢)(ca® + bz + a), anu HUje ycIeo na ce ceTu Bpe-
naOCcTH OpojeBa a, b u c. Ila au je moryhe na Ilepuna korcTtpywume y ocy,
aKO je y CBeCHM IPOHAIIAO CKUIly NpUIokeHy Ha cauiu! IIpermocraBiba
ce na je Ilepura npBoOUTHO TaYHO CKUNMUPAO Ipadur QyHKIU]jE.

3. Heka je M cpemumre ayra BC onucane kpy:xuuie k tpoyria ABC koju
ue canp:xku Tauky A. Cnosma npunucana kpyskauna tpoyriaa ABC macupam
temena A, ca nearpom S, nomupyje crpanuny BC y tauku D. Ako mpasa
MD ceue kpyskuuny k y tauku P (P # M) nokaszatu na je <APS = 90°.

4. Y uwm3y je mato n > 3 cujanuna. Vcmonm cBake cujanuile HaJIA3W ce
npekugad. [IpUTUCKOM Ha OpeKuaad UCIOJ CUjaJIUIe Ca pemHuM Opojem
1, 1 <1 < n, Mema ce cTame CUjaJuna ca peaHuM OpojeBuma ¢ — 1, & u
1+ 1; TpuTHCKOM Ha TPEKUIaY UCHOJ IPBE CUjAJIUIE MEHa CE CTame MPBE
U Apyre cujajauie, MOK Ce NPUTUCKOM Ha IPEKUAad KCION CUjaJINLe Ca
pemauM OpojeM n Mema CTame CHjajula ca pemauM OpojeBuma n — 1 u
n. Ompemuru cBe nmpupoaue OpojeBe n 3a Koje je Ge3 063upa Ha MOYETHO
cTame cujanauia Moryhe y KOHAYHO MHOTO MOTe3a JHOODUTU CTame y KOjeM
Cy CBe cHujajuile yrnaJLeHe.
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Tpehu paspen — A kareropuja

1. Y tpoyray ABC je AB = AC. Tauke D, E u F uzabpane cy Ha cTpaHu-
nama BC, CA u AB, penom, tako na npase EF u BC mucy napaJensue
u na Baxku <EDF = <ABC. Iloraszatu na npasa BC momupyje omucany
kpyskuuny Tpoyraa DEF ako u camo ako je D cpenumre crpaunute BC.

2. 3a menpasse noxackynose A u B ckyna {1,2,...,n} nmumemo A < B ako
je cBakM eJIeMeHT CKyla A Mamu oI CBakor ejeMenTa ckymna B. Ilokaszatu
na je 6poj maposa Henpasuaux nonckymnosa (A, B) ckyma {1,2,...,n} TakBux
na je A < B jemmax (n—2)2" 71 4+ 1.
4. Ompemutu cBe n € Z Takse ma ce u3 ckyna {n,n+1,...,n+ 2014} moxe
n30anuTy jegan O0poj, TAKO Aa Ce OCTAJIU OPOjeBU MOTY MONEJIUTU HA IBA
mucjyakrHa ckyna A u B, 3a koje je |A| = |B| u

S ey

keA keB

3. Ompenutu cBe mpupoaHe OpojeBe n TakBe na

3" —2" 6" +3" 4 1.

UerBpTHu pa3spen — A kareropuja
1. 3a mese 6pojese a, b u ¢ 6pojesu a + b+ c, a®> + b+ c® u a® + b3 + 3

nemusu cy ca 2013. IlorazaTtu ma

2013° | abc(a — b) (b — ¢)(c — a).

2. Haru cy nmo3utuBHU OpOjeBu a, b 1 ¢ TakBu na Baxku ab + be 4 ca = 3.
IlokaszaTu HejeTHAKOCT

1 1 1
4+ (a+0b)? +4+(b—|—c)2 +4—|—(c—|—a)2

X

col w

3. IIpasa (¢ canpsxu cpemumre M crpanune BC tpoyraa ABC u ceue
npase AB u AC y taukama D u FE, pemom. Hera je K cpemumre my:ku
DE. Iokaszaru ma pacrojame on tauke D mo npase AK uuje Behe on
BC/2.

4. Ha manupy je manpran npasuian mecroyrao. Ana n Boja mansmennuno
bupajy 1o jemHy Taudky ca pyba Tor MHOTOyTJIA, Npu yeMmy Alla Tauky yBek
6oju mnasoMm, a Boja npseroMm GojoMm (cBaka Tauka MOke OUTH omabpaHa
Hajsume jequom). Ana wrpa npsu. Wrpy mobuja urpad Koju npBu OCTBAPU
na mehy Taukama Koje je mo tama 000juo MOCTOje TPU KOje UMHE TeMeHa
jeIHAKOCTPAHUYHOI WJIM TEMEHA jeJHAKOKPAKO IpaBoyrJyor tpoyriaa. la
JI HEKW OJl Urpadva mMa moOeNHUUKY cTpaTerujy?
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ITpBu pazpen — B kareropuja
1. Heka je a,b,c,d € R,
p(z) = az®®® + 2?1 4 call + da® + 162° + 3

u p(8) = 2014. Oapemuru moryhe Bpennoctu p(—8).

2. Axo 3a peasne 6Gpojese a,b,c,x,y u z Basku ax + by + cz = 0 u axo je
n3pas
ax? 4 by? + c2?
be(y — 2)? + ca(z — )% + ab(x — y)?

,I[E!(i)I/IHI/ICa,H7 JOKa3aTU Na IHheroBa BPEOHOCT HE 3aBUCU OO T, Y U Z.

3. Y crymy mpupomHUX OpPOjeBa PEIUTH jeTHAUNHY
m'™ + (mn)" = 2014.

4. Hera cy AD u BE Bucune omrpoyraor tpoyraa ABC. Ilpasa DFE
ceue ommcany kpy:kuuiyy Tpoyraa ABC y taukama M u N. Ilokazatu na
je CM =CN.

5. Ilocmarpajmo cBe peunm mysxkuHe 6 cactaBmene on 30 cimoBa a3dyke y
KOjUMa Cy CBa CJIOBa pasnuunta u nopebana y azdbyunom nmoperry. la mu
Yy CBUM OBAKBUM pedynMa uMa Bulmie mnojaBa cioBa M wawm ciaosa C7

(Ha npumep ABBI'3III je raksa peu, a 'K3XUIL uuje)

Ipyru paspen — B kareropuja

1. Jla su moCTOjU KOMILJIEKCAH OPOj z KOJU HUje peajlaH TakaB na cy Opo-
jeBm
1 1 1
15 3 o 22014 _

o Y T3 52014

peasHau?

2. Herka je BD Bucuna tpoyraa ABC. Tauke M u N uzabpane cy y
pasuu Ttpoyraa ABC rako ma Baxku AN | AB, CM | BC, AN = DC u
CM = AD. Hoxkazaru na je BM = BN.

3. Ompenutu cBe mpupogHe OpojeBe m, n U p TaKBe Ia BayKU
m!+n!=5"

(BakeNjekl=Fk-(k—1)-...-2-1.)

4. Ha manupy je manprana kpy:kHumna. Ana u Boja mamszmenuuyno oupajy
[0 jelHy Tadky ca KpYsKHUIEe, Tpu dyemMy Ala Tauvky yBeK 0Oju IIaBOM,
a Boja yBek npseHoM 6ojoMm (cBaka Tauka MOke OUTH OmabpaHa HajBUIIe
jemnoMm). Ana mouumme urpy. Y urpu nobebyje urpau xoju npsu octBapu
na mehy Taukama Koje je mo Tama 000juo MOCTOje TPU KOje UMHE TeMeHa
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jeIHAKOCTPAHUYHOD WM TEeMEHa jelIHAKOKPAKO MpPaBOyIrJor Tpoyriaa. lla
JIM HEKM OJf UTpava MOKE UTPATU TAKO na mobenu 6e3 ob3upa HA TO KAKO
urpa apyru urpadg’?

5. Oapenutu 6poOj PaA3NUUNTUX HAYWHA Aa TOI CTUTHE OJ JEBOT TOHET 10
[ECHOT TOPH-Er moJ/ba Tabie 3 X 7, yKOIMKO je M03BOJbEHO na ce kpehe camo
YAECHO U HArope.

(Tomu je purypa koja ce y jeqHOM MOTE3y mOMepa ca moma A Ha mosme xoje
ce HAJA3U y UCTOj BPCTU WJIM KOJOHM Kao mosbe A. IlBa rperama Toma cy
pa3IuYnTa YKOJIUKO C€ Yy APYroj KPETHM TOI 3ayCTaB/ba Ha OapeM jemHo
HoJbe Ha KOje Ce HUje 3ayCTaBUO Y NPBOj KPETHU.)

Tpehu paspen — B rareropuja

1. Heka je n mpupoman 6poj. Ompemutu HajMamu TpupomaH Opoj a 3a
KOJU CUCTEM jenHaunHa

€1 + X9 + ... 4+ x, = a
2201 2014 g g 2014

HeMa MeJJOOPOjHUX pelnena.

2. Y KOMIUIEKCHO] paBHM HAT je jemHakocTpaHudaH Tpoyrao. Ako je-
JHOM Te€MeHY OBOT TPOyTJia OAroBapa KOMIUJIEKCAH OPOj V3 + 5%, a MEeHTPY
TPOyTIJla KOMIUIEKCAH Opoj 2¢, OIpeauTu KOMIIJIEKCHE OpojeBe KOju OIro-
Bapajy mpeoCcTaJuM TEeMEHUMA TPOYTJIA.

3. Hahwu cBe npuponre 6pojeBe n 3a KOje MOCTOju IPUPOIAH OPOj T TAKO
na
2014 | (3z + 16)™ — 2015.

4. Y paBHu cy mate mpase p, ¢ u r u tauke Pi, Py, Ps € p, Q1,Q2,Q3 € g
u Ry, Ry, R3 € r Takse na je P, uameby P; u P3, Q2 usmeby Q1 u Qs, Rs
usmeDy R; u R3, mpu uemy BaKu

PPy PPy = Q1Q2: Q203 = RiRy : RaRs.
Horazaru na cy resxumra AP1Q1 Ry, APyQoRs m AP3Q3R3 KomuneapHa.

5. Y mwu3 je mopebano 2014 cujanuma. Vcnon cake cujanuie HaIa3u ce
npeknnad. [IpurmckoM Ha OpeKmAad UCIOJ CUjaJIUIE Ca PEeIHuM Opojem
1, 3a 1 < i < 2014, mema ce crame cujaguia ca pegHuM dOpojeBuma i — 1,
1 1 1+ 1; IPUTUCKOM HA TPEKUIAY UCIOJ IPBE CHUjAIUIE MEHa CEe CTAME
IpBe U ApYyre CUjaJIuile, NOK Ce MPUTUCKOM Ha IMPEKUIAY UCIOL CUjAIIUIE
ca penauM Opojem 2014 mema crame cujanuna ca penauM 6pojesuma 2013
u 2014.

a) AKO Cy HA MMOYETKY CBE CUjaJUIle yralleHe [a JU C€ HA30M IOTe3a MOKe
nodbuTy ma cee cujasuie Oymay yrnasbeHe?

6) Ako je Ha mOUETKy jelHa cUjaauna ynasbeHa, a npeocramux 2013
yrameHo, ma Jau ce 0e3 ob3upa Koja je cujanguma ymabeHa Moxke mohm
0 cTama y KOjeM Cy CBe cujaJulle ynajbene?
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YerBpTu paspen — b kareropuja
1. Ilorazaru ma je Opoj
57(5" +1) —6"(3" +2")
nemuB ca 13 3a cBakm mpuponan 6poj n.

2. Pasan 7w mpecena 6ouHE MBUIE TPABUJIHE UETBOPOCTPAHE MUPAMUIE Y
raukama A, B, C' u D koje ce HaJsa3e Ha yaa,eHOCTUMA @, b, ¢ u d, pemoM,
on Bpxa mupamune. Jloka3zaTu na Bajku jeIHAKOCT

3. Ilokasaru ma je 3a cBaku npupoman 6poj n Behu ox 1 6poj
n-2" 4 (n—1)-2""2 .. +3-224+2.2¢

memuB ca 2.

4. JlaT je jenHAKOCTPAHUYHMN TPOyrao. KOMMKO mMMa eIuICU Koje ce MOry
OMUCATHU OKO HATOr Tpoyria?

5. Tpu maremaTuvyapa uMajy IIEMUpe HA KOjUMa Cy HAIUCAHU HEKU MIPU-
pomau OpojeBu. Hbuma je mosmaro ma je jeman om OpojeBa jemHak 30upy
apyra nsa 6poja, u IpW TOME CBAKUA MaTeMaTWdap BUAU OPOjeBe MCIMCAHE
Ha IIeMrpUMa APYyre ABOJUIle, ajii He U Ha cBOM. [IpBu kKaske: ,,Ja He 3HAM
KOju je Opoj Ha MOM memupy’ , Ha mrTa Apyru usjasmpyje: . Hu ja ne 3mam
koju je O6poj Ha moM”. 3aTuM IpPBU KOHCTaTyje: ,Ja cama 3HaM KOju je
6poj Ha MoMm memupy”, a Apyru 3akmpyuyje: ,,OHIa HA MOM IIEMUPY MOpa
6utu 6poj 2014”. Koju cy OpojeBu Hamucanu Ha memmpuma’?
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PEIITEIHA 3AJATARKA OIIIITVMHCROI' TAKMNYEIBLEIHA N3
MATEMATHURE YYEHMKA CPEIILMX IMIKOJIA, 25.1.2014.

IIpBu pa3pen - A kareropuja

1. IIpmmerumo ma OpojeBu —a, —b m —c Takobe 3amoBOMABAjy yCIOBE
3a0aTKa, IMa MOKEMO MPETIOCTABUTU Aa je Dapewm jemam on O6pojesa a,b u
¢ HeHeraTuBaH. /laTy ycioB je cumerpudan, ma, 0e3 yMamema OMIITOCTH,
MokeMo npernocraButu ga je a < b < c. Ilo ycimoBy 3amartka je

le|+a| <|la=bl+b—c]=b—a+c—b=|c—al,

a U3 HejeHAKOCTU TpoyTia, |c—a|<|c|+|a|. dakme, y ¢cBakoj 01 HpeTxoaHux

HEejeIHAKOCTU MOpa BAKUTU jJeAHAKOCT, Ia je ¢ = |¢| = |a — b| = b — a, Tj.
b=c+a.
C
2. Tlo ycnoBy 3amaTka 4eTBOPOYTao
ABQP je ranrenran, na je AB + P

PQ = AP + B(Q, onHOCHO
AB+ PQ =AC - CP+ BC - CQ.

Camum TumM, obum tpoyraa PQC A B
jemnak je a + b — c¢. (Taumrenra 66, Om20141A2
crp. 40, 3am. 5)

3. orazahemo na je a = b =c =d = 0 jenuno pememe OBe jenHAYUHE.
[IpeTnocTaBUMO CYNPOTHO, Tj. Ha je 4eTBOpKa meaux Gpojesa (a,b,c,d) #
(0,0,0,0) pemmeme nare jemmaunue. Heka je u =H3 (a,b,¢,d) ua = ux,b =
wy, c =uz,d = ut. Iememem monasue jengaunue ca u’ mobujamo

6(62% + 3y* + 2%) = 5t2, (%)

npu yemy je H3I (x,y, z,t) = 1. VI3 mare jeaHakoCTU OAMAX 3aKILY4yjEMO
na je t memuso ca 6, Tj. t = 6t1, t; € Z. Bamenom y (x) mobujamo 6x2 +
3y%+2% = 302, ma je 3y>+ 22 mapan 6poj, OMHOCHO Y U z Cy UCTE TAPHOCTH.
IIpumeTumo na kBampaTy HemapHUX OpojeBa Hajy ocTaTak 1 mMpu AeLemy
ca 8, a kanpatu nmapaux 0 mnm 4. Ago cy y u z Henapuu 6POjeBU, TAIA
je 3y%2 + 22 = 4 (mod 8), ma je u 30t? — 622 = 4 (mod 8), a camum TUM
u 15t? — 322 = 2 (mod 4). Ogmasme 3axmyuyjemo ma je 15t2 — 3z mapam
Opoj, ma cy 6pojesu t; m x ucre mapuoctu. Ako cy oba mapua, Tamna je
15t2 — 322 =0 (mod 4), a ykommko cy oba memapra 15t7 — 322 =15—-3 =0
(mod 4), mro muje moryhe. Ilakme, 6pojeBu y u z Mopajy OUTU TApPHU.
Heka je y =2y; u z = 2z1. Bamenom y (*) u mememem ca 12 mobujamo

327 4 6y} + 227 = 15t7.

Haxne, 15t2 — 322 je mapan 6poj, ma cy = u t; ucte mapHoctu. Kako je
H3Il(x,y,2,t) =1, To cy x u t; menapru. Tana je 3x2—15t2 =4 (mod 8), ma
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je 6y? + 222 =4 (mod 8), omrocHo 3y? + 27 =2 (mod 4). Iakme, y; u z1 cy
MCTe TAPHOCTH, Ma CIUYHO KAa0 y TPETXOHOM ey 3aJaTKa 3aKbydyjeMo
na je 3y? 4+ 22 =0 (mod 4), WTO je KOHTPAIUKIN]A.

4. Wszabepumo Tauky FE Ha mpaBoj
BC Tako na Bawu F — C — B n
EC = AD. Tlo ycnoBy 3anaTtka je
JACE = 180° — <ACB = <DAC,
na cy tpoyraosu ACD u CAE no-
nynapau (AD = CE,AC = CA u
<DAC = <ECA). Harne, <ADC =
d<BEA n <FAC = <DCA.

Ca npyre crpane, tpoyrao ABFE je jemnaxkokpaku, na je <CDA = <BFA =
IBAE = <FAC + <CAB = <ACD + <CAB, mto je u Tpebayo moka3aTu.

On20141A4

5. Caka ekuna ogurpaJa je mo 9 MedeBa, a KaAKO HEMa HEDEIIEHUX Pe3y-
ararta, 10 je x; +y; = 9, 3a cBe 1 < i< 10. Ha cBakom meuy mobenuia je
TAYHO jemHa eKula, ma je 30up ri + T2 + ...+ x, jedHAK YKyOHOM OpoOjy

10
OUTDAHUX MEYEBA, Tj. (2> =45. Cana je

it 4P =0—21)? (9 —2)? ..+ (9 —x10)?
=10-81— 18- (x; + w2+ ... +x19) + 2% + 23 +... + 2%,

2 2 2
=x1 tx3+ ...+ 27,

mro je u rpebano mokaszaru. (Tamrenrta 72, M1126)

Ilpyru pa3pen - A kareropuja

™
1. JlaTy HejemIHAKOCT MOBOJLHO je HOKa3aTu y ciaydajy «, 3,7y € (O, 5),

. . s . .
jep 3a cBako z € R mocroju ' € (O, 5) Tako na Basku sinz’ = |sinz| u

cosx’ = |cosz|. Tpakena HEjeMHAKOCT cala CIEeNN U3

sin asin Bsiny + cos v cos B cosy < max{sin~y, cosy} - (sinasin 5 + cos a cos 3)

= max{sin~, cosy} - cos(a — 3) < 1.

(TanrenTa 65, ctp. 38, 3am. 1)

2. 3anummMo jeIHAYMHY Kao KBAAPATHY IO Y:
y* —a(z+ 1)y + (2° +ax +a) = 0.
Hena nuckpummuanTa je

D(z) = az(x + 1)2 — 4(x2 +azr+a) = (a2 - 4)x2 + (2a2 —4a)z + (a2 —4a).
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Ila ©6u mosa3Ha jeHAYMHA UMaJa PeaiHa PElleHmha MOTPEOHO je U TOBOJLHO
na 3a Heko * € R Basku D(z) > 0. Ako je |a| > 2, rakso x nocroju. Ca apyre
cTpase, ako je |a| < 2, TAKBO T MOCTOJU AKO U CAMO AKO je TUCKPUMUHAHTA
kBaaparse jennaunse D(z) = 0 meneratusHa. [lakie,

0 < 4(a® —2a)? — 4(a® — 4)(a® — 4a) = 32a(a — 2),

na je a < 0. Hajzan, 3a a = 2 je D(x) = —4 3a c¢Be x, ma Tazma moja3Ha
jenHauuHa HeMa pemema, a 3a a = —2 je D(x) = 16z + 12, mro y3uma u
MO3WTUBHE BPEIHOCTH, Ia TaAa HOJa3Ha jeAHAUMHA UMa DEIIeHha.
Onarosop je a € (—o00,0] U (2,00).

3. Yromumko 6poj b mMa taynHo k nmdpapa y AEMUMATIHOM 3aIUCY, TATHI
YCJIOB €KBUBAJICHTAH je ca

b b

ERTE
omuocuo ab = (b — a?)10*. TIpumernmo na cy 6pojesu b u b — a® yzajamuo
npocTu, jep cy o6pojesu b u a’ ysajamuo mpoctu. CamdusO, 6pojeBU @ U
b — a? cy ysajamuo mpoctu, ma kako b — a? memu ab, To je b—a? =1 u
ab = 10*. 13 mpse jemmaxocTtu je b > a, ma u3 Apyre 3akbydyjeMo aa je
(a,b) = (1,10%) wmm (a,b) = (2%,5%) (a m b cy yzajammo mpocTtm). Y mpBoM
ciyudajy mobujamo 10% = 2, mro mnje moryhe. Jlpyru ciydaj ekBuBageHTaH
je ca 5F —4*F =1, ommocHo

5k 1
R
4k 4k

ITpumernmo nma je 3a k > 1 mecHa cTaHa TPeTXOAHE jeTHAKOCTUA Mama O
1/4, a nesa Beha on 5/4 —1=1/4, na je k = 1.
Jenuuo pememe je map (a,b) = (2,5). (Taurenra 70, M1090)

4. Heka je PQ TeruBa KpY:KHUIE
ko ®KOja mposasu kpo3 T u HOpMaJHA
je Ha 0102, 1 HEKa OHA ceye TpPaBy
0102 y Taukm M a wpyskHUIy ki
opyru myT y tauku S. Kako je
<IBTOy; = <08T = <IOQTS, cienu
AT = PT u BT = QT. Hera je
O1M = x. V3 Iluraropune Teopeme
nobujamo

QM?* =Q032 — MO3
=(2r)? — (r —xz)?
=3r? 4+ 2rz — 22

TM? =T0O? — MO? = % — 22, On20142A 4
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Kako je PT'=PM —TM =QM —TM nu QT = QM + TM , nobujamo
PT? 4 QT? = 87 + 4rx — 42* = 9r? — (22 — ).

OsBa BpemnocT moctmwske MakcuMmyM 3a ¢ = r/2. Cana uz ATOM cunenn
<TO1M =60°, ma je ATO,045 jemnarocrpanudas, Tj. <ATOs = 150°.

Lpyzo pewewe. Hera je <BTO; = p. Tana je <O2:T0; = 90° — ¢, na je
TOy = 2rcos(90° — ¢). Hera je U nommosxje nopmase u3z Oy na AB. Tana
je O2U = TOqsing = 2rsin® ¢ u TU = TO; cos p = 2rsin pcos p = rsin 2.
Cama momemo uspauysatu u UB? = (2r)2 — O0oU? = 4r2(1 —sin* ). Hajzan,
us AT =UB—UT u BT =UB + UT nobujamo

AT? + BT? = 2UB? + 2UT? = 2(4r%(1 — sin® ) 4 r? sin® 2¢)
= 8r2(1 — sin® ¢ + sin?  cos? )
= 8r%(1 — 2sin* ¢ +sin” ) = r2(9 — (4sin® ¢ — 1)?).
1

2 o . - _ 1
OBa BpemHOCT DOCTWAKE MaKCHMyM 3a sin” ¢ = 3, Tj. 3a sing = 5. Kaxo

je ¢ omrap yrao caenu ¢ = 30°. Onarie je <ATOs = 150°.

5. IlpuMerumo na cy y HMOUYETHO] NMO3UIMjU IOJba HA TJIABHO] IUjarOHAJIN
Tabie Oese 6oja, KAO W Aa Ce CUMETPUjOM y ONHOCY HA TJIABHY IUjaro-
HaJy Oesa mojba Caukajy y Oena, a mpHa y npHa. Jlakie, Ha TOYETKY je
Opoj npaux nosma napas. /la 6u ocrBapmo cBOj nmis, Bane Moxke urparu
Ha caenehu maumn: kama Ana mpoMenu 0Ojy MOJLUMA §-T€ MO PEAY BPCTE
TJIeaHO O TOPH-€ MBUIE, OH MPOMEHU O0jy MO/UMA (-T€ MO PEAy KOJIOHE
TJIEaHO CJEBA. 3a;uCTa, IOCJE CBAKOT OAWIPAHOT HOTe3a CBa IOJba HA
[JIABHO] OMjaroHaJu ocTajy Oese 6oje (TayHO jeaHOM OBy ce 0oja Mema
¥ TO IBa myTa), a Tabja ocTaje CUMETPUUHA Yy OJHOCY Ha TJVIABHY IUjaro-
HaJy, ma je 6poj MPHUX MOJba MapaH.

Tpehu pazpem - A kareropuja

1. Jla 6w matu m3paswm Ounn mnepumHurcanu mopa outu > 0 m y > 0. Ilap
(z,y) = (1,1) je pememe mator cuctema. Tarobe, ako je © = 1 Tana je
y = 1, u cauuno, ako je y = 1 tana je z = 1. 3aT0, MOKEMO TPETIOCTABUTHA
najex #1uy#1. JlorapurmoBamenm (ca ocaoBoM 10) maTux jeaHakoCTH
mOo0OUjaMo CUCTEM

8 8lo
(Vz+y) -logz = 7 -logy Vet y = 310g§/:
, OIHOCHO 8L
(Vo +/y)-lo = g-103: V4 .y = 2log@
v &Y = 3 & 3logy

3 nocreamer cucrema nobujamo 4-log? y = log? x, ommocuo 2-logy = log z
nm 2-logy = —logx. Axo je 2-logy = logx, Tana x = y?, ma u3 mocemer
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cuctema nobujamo 2,/y = 4/3, 1j. (z,y) = (16/81,4/9). Axo je 2-logy =
—logz, rana je /x +./y <0, mro muje moryhe.

16 4
CBa pemema cucrema cy naposu (z,y) = (1,1) u (z,y) = (8—(13, 5)
(Tarrenra 72, M1129)

2. ITocmatpajmo unBepsujy ca nearpom y N u moaynpeunukom N.S. OBom
WHBEp3UjoM ce KpyskHuia C mpecaukaBa y mpaBy ¢t U oOparTHO, mpasa t y
kpyskauny C. Camum tum ce Tauke A u B npecnukasajy y tauke A’ u B,
pemom. Kpyskauna k, Hopmasna Ha kpyskuuiy C, OIpecimkaBa ce y Kpy-
suuy k', HopMmaJsny Ha npaBy t. To 3Haum ma je menTap kpyskHune k' Ha
npasoj t u na je nysxk A'B’ npeunur kpysmuune k. IIpasa NO npeciaukasa
ce y camy cebe, ma KakO je OHAa HODMaJiHA HA KPYyKHULY k, HOpMAJHA je U
Ha WmeHy cauky k. JlpyruMm peuduma, neHTap KpyskHUIE k' JeKM HA TPaBoj
ON. Kaxko mentap kpy:kHune k' mpumana u npasoj t u npasoj ON, oH ce
noksnana ca O'. Tauka O’ je nenrap kpysxuune k', a A’B’ men npevynus, na
je O" 3aucra cpemnumre mysxu A'B’. (Taunrenra 65, M982)

V4
Vi

\ AN

BN O AT

[2) S
Np-———————————————

BN O AT T
On20143A4

3. Hera cy n 1 m jeIUHCTBEHN IPUPOIHE OPOjeBM TAKBH I3 je & = n> +m
u0<m<2n. 3ax<3 pemema 3amarka cy £ = 1 u x = 3, ma MOKEMO
MPETHOCTAaBUTU Oa je T > 3.

IMpumernmo na Bazku (n—1)z+1 < (z—1)y/z, jep je TO HAKOH KBampUpama
u cpebusama exksuBasentro ca 1 < (2n—3)x(x—1)+ma? Ca apyre cTpane
je(z—Dvr<(n+1Dz (jepje Vyr<n+lumz—1<uzx), maje

[(z — 1)z

n—1< <n-+1.
Kaxo je mo ycaoBy 3anatka | (z—1)\/z| nemuso ca z, To je [(x—1)/x] = nz,
Tj. nz < (x — 1)/ < nz + 1. Ksagpupamem m cpebusBamem mnobujamo
0<(m—2)x+1 < 2n+ 1/z. JlesBa mejemmakocT maje m > 2, a HeCHa
(m—2)z<2n—1. Kako je n>2, 10 je z>n? > 2n—1, ma je m = 2. Ilpema
ToMe, cBa pemema cy =1 u x=n?+23ancN.
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4. Hera je v = <ACB. llpernocraBumo cynporuo. Tana je x +y < 60°,
rae je x = <MAB n y = <MBC. 3ato je cos(x +y) > 1/2, Te je

cos(x—y)—cos(x+y)<l—cos(x—i—y)<1—% 1

2 S 2 2 . ®

sinxsiny =

Ca gpyre crpaHe, IPUMEHOM CUHY-
cue YeBune TEOpeMe, MMAMO
sin z siny sin 2
ysin 3
sin 30° sin 30° sin 3

’ \)

omHOCHO sinzsiny = sin?30° = 1/4.
OBo je y cymporHoctu ca (x), Te
AOJA3UMO OO KOHTPAAUKIIN]E. On20143A4

5. Hera je A,, ckyn ¢Bux moniodasama u a, = |A,|. O3sauumo ca £ ropmu-
seBu yrao kBanpatHe tabime. Heka je H, ckym momiaodaBama y kKome je &
NOKPUBEHO XOPU3OHTAJIHOM IOMUHOM, V, CKyI HOIIOYaBama y KoMme je &
HNOKPUBEHO BEPTUKAJHOM MTOMUHOM, n K, CKyI IOmIodyaBama y KoMme je &
nokpuseno ksaaparoMm. Tana je |A,| = |Hy|+ |Va|+|Ky|. Ouuraenuo je ma
je [Vu| = an—1 n |Kp| = an—2. Ako je £ TOKPUBEHO XOPU30OHTAIHOM ITOMU-
HOM, OHJa JOIM JIEBU yrao Takohe Mopa OUTH MOKPUBEH XOPU3OHTAIHOM
moMuHOM, 1a je |Hp| = an—2. BakmyuyjeMo na je 3a n > 2 UCIHYHEHO

(p = Qp_1 + 2ap_2. (*)

Tarobe, umamo na je a; = 1 m ay = 3. YKOJIUKO HOOAMO @, U JE€BO] U
eCHOj cTpaHu jenHakoctu (%) mobujamo a, + an—1 = 2(ap—1 + an—2), na
ako ca b, ozmaunmo b, = a, + a,_1 nodbujamo na je bo =4 u b, = 2b,_1, 3a
n = 3. To 3mauu na je b, =4-2""2=2" 3an>2.

YKOJIUKO Oy3MeMO 2d,,_1 O JIEBE U IECHE CTPAHE je THAKOCTH (%) mobujamo
ap—20n-1 = —(ap—1—2an,_2). Hexra je ¢, = ap,—2a,_1. Tana je ¢, = —c,—1,
ma je ¢, = (—1)""2¢cy = (—=1)"cy = (=1)"(az — 2a;) = (—1)". Cama Momxemo
2, +Cn 2ntl 4 (—1)n

3 3

3aKJLYUYUTH 14 je QG = ,3a cee n € N.

UYerBpTH pa3pen - A kareropuja

1. Hera je V(X) sanpemuna tena X u f(x) = V(T'N[0,z]®) — V(T N[z, 1]3).
dynrmmja f je mepumrmcana ma [0,1]. Aro je z € [0,1) u d > 0 Tarso na je
r+d< 1, ouna je

fla+d) — f(z) =V(TN(0,z+d?\ [0,2]*)) + V(TN ([z, 1>\ [z + d,1]*)),
fl@+d) — f(z) <V([0,2+d?\ [0,2]*) + V([z,1]*\ [z + d, 1]*)
=d((x+d)*+ (z + d)d + d*)
+d(1l—2)*+(1-2)l-z—d) +(1—-z—-d)?) <6d
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(jep je a® — b3 = (a—b)(a®>+ab+b*) u 0 < d,x+d,1—2,1—2—d< 1), ma je
f menpermnna Ha [0, 1]. Kako je f(0) = —a <0 u f(1) =« > 0, mocroju y
3a Koje je f(y) =0, ma cy K; = [0,y]® u K3 = [y, 1]® kouke koje ucmymasnajy
yCJIOBE 3aJlaTKA.

2. a) Heka je X cuyuajHa BenmumHa KOja mpencraBiba 6poj moroxaka y 4
rabama. Ha ocHOBY penocnena unamniaana n 6poja cabupaka jacHO je KOju
je pacmopen moromaka u mpomamaja y 4 damama y CBAKOM OJ HAPETHUX
caydJajeBa:

PX: = — . — . — . —
{ 0} 2 2 3 3 36°
1 1 2 1 1 1 11 1
P{X:l}zg ....... Z49. .22, g 77
2 2 3 3 2 2 2 2 72
1 1 2 2 1 1 1 1 61
PIX=9\=_._._.-41+5._._._. _ —
{ } 2 2 3 3+5 2 2 2 2 144°
1 1 1 1 1
PIX=3\=4.-.-._. .
{ 3} 2 2 2 2 4’
1 1 11 1
P{X=4}=--2-.-.= ——
2 2 2 2 16

. . 0 1 2 3 4
Pacnonena cayuajue Bequunnae X je X : 1 17 61 1 1 |-
36 72 144 1 16
6) Komapgam nMa Tpu morotka y 4 ciaydaja, OpU UYeMy CBAKA UM UCTY
BepoBaTHONyY. Y TAUYHO jeoHOM OJ OBUX CJydajeBa Ce IMPOMAIIa] IOTOIUO

y tpehiem Gamamy, na je Tpaskena BepoBatnoha 1 — — = —.

4 4
(Tanrenta 68, M1047)
3. Hexa je 5pg — 1 = 2%, rme je 2 € N. Tana je
Spg =2’ + 1= (z+1)(z* —2® + 2% — 2+ 1). (%)

ITo Mamoj ®epmaosoj teopemm je x° = x (mod5), a m3 mperxomme

jemmaxoctm u 2° + 1 = 0 (mod 5), ma je # = —1 (mod5). Cama je
2t — 23+ 22 —2+1 =0 (mod 5), ma 25 | 2° + 1, ommocro 5 | pg. Karo
Cy p m ¢ IpocTu OpojeBu, 3aKbydyjeMO na je jelaH On HUX jeTHAK D, HIIP.
p=>5. Jemmaumna (x) cama moctaje 25¢ = (z+1)(z* — 23+ 2% — 2 +1). Kako
jex+1>2510jeat —2®+a2?—ax+1=a3(2r—1)+a(x—1)+1>5, na u3

z4+1 2t =+ —ax+1
5 5 ’

3akpyuyjeMo na je x +1 =25, a camum tum q = 41.
Jenuua pemema cy maposu (p,q) € {(5,41), (41,5)}.
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4. Wzabepumo Tauxky Y Ha IpaBoj D

BC Tako nma Baxku Y — B — C' u

na je <YAB = <ADB. YetBop-

oyrao ABCD je retuBan, ma BasKu A

<JABY = 180° — <ABC = <ADC,

a rarko je AB = AD u <Y AB = c
<ADX, 1o je NABY 2 ANADX. U3 B

oBe momynapuoctu je BY = DX u Y

AY = AX. On20144A 4
Hamwe, uz3 <Y AB = <ADB 3akmyuyjemo na je AY TaHreHTa KDPYyKHUIE
onucane oko yerBpoyraa ABCD, na je

AX?=AY?=YB -YC = DX - (DX + BC),

omakjge mobujaMo TPaKeHy jemaHAKOCT.

5. Hera je ABCD pmatu tpame3, npu uemy je AB = 5 u CD = 1.
Bucuna oBor Tpamesa je V3. Younmo npasusan mectoyrao CDA; As AsAy
(A1 ce Hazasm y yHYTPAIIKLOCTH Tpale3a) W jeJHAKOCTPAHUYHE TPOY-
raose A1 AsAs u AsAyAg (A5 n Ag ce manase Ban mecroyria). Kako je
CAs = DAy = /3, 10 ce Tauke Ay u As, a camum tuM u tauke As u Ag,
nasaze Ha crpanunu AB. Takobe, uz A A5 = As Az = A3Ag = 1 3armyuy-
jemo ma je AAs = BAg = 1. Osmauumo ca O meHrap mecToyria.
[Mocmarpajmo 11 rauarka O, A, B,C, D, Ay,...,A¢. Cse oHe ce Hasa3u y
Tpamesy, na cy npekpusene mexkuM o1 10 kpyrosa nomxynpeunuka r. Camum
M, 6apem IBe Ol BUX Cy NPEKPUBEHE UCTUM KPYTOM, A jé BUXOBO pac-
Tojame HajBume 2r. Ca mpyre crpade, pacrojame cBake aBe ox oBux 11
Tadaka je dapem 1, ma je 2r > 1, mTo je m TpebaJsio HOKA3aTHU.

(Tarrenra 65, M986)
ITpeu pa3pen - b kareropuja

1. Tlo medpuaurnuju pyurmnuje f je

2
f(x):f(z-‘”;1+1>:4-<‘”;1> NPt N

3a cse v € R. Cnemujanuo, f(3) =32 —-1=38.

IMpumernvo ma je f(1) = f(-1) 0, ma ¢yurmuja mmje 1-1. Tarobe,
3a cBako = € R Baswm f(z) = 22 — 1 > —1, ma ¢yHsnuja HUje HU ,Ha .
(Tanrenra 69, crp. 28, 3ax. 3)

2. Yronmko cy mcTMHUTOCHe BpemuHoctu ciosa 7(p) = T, 7(¢) = L n

T(r) = T, rana je 7(p < (qVvr) =T,a7((pAr) < (gAr)) = L, na
narta gopmyna Huje tayroaoruja. (Taunrenra 65, crp. 34, 3am. 1)

3. Hera je  6poj mymu xkoju cy nmobuim jasxkam jdek. Tana je mux 300 —x
nobuio npasu Jgek. [lomro 20% mynn Koju Cy moOuam JaKHU JIEK TBPIe
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na mM je bosme, BUX UMa % Tarobe, 80% onux ®KOju Ccy moOMIM mpaBu

4 _

M. OHUX KOju TBpIE na UM
4(300 —

je 6ome mma 40% on 300, omrocuo 120. Haxe, % + %

je x =200. (Taurerra 69, M1060)

JIeK TBpJAe Oa uM je bosbe, ma je mux

=120, na

4. IlpBy mmuppy oBor 6poja mMokeMo m3abpartu Ha 3 HauymHa. HakoH ona-
6upa mpBe mudppe APYry HUGpPY MOo:KeMo m3abpaTy Ha IBa HauuHa (OHA
Mopa Outy pazmaumuura oxn upse muepe). Cuanuno, Tpehy, rkao u cBaky
HapeIHy Iudpy, MOKeMo onabpaTy Ha nBa HauuHa (OHA MOpa OUTU Pa3iu-
ynuTa O MPETXOMHO omabpame), Ta je Tpasenu 6poj jemmax 3 - 2%9.

5. Nmamo tpum moryhuoctu.

1° Ob6a Ppanmysa gobuia cy KBUTY Ha (QPAHIYCKOM je3uKy. Y OBOM
cayyajy Ppannysuma Kmure MoxkeMo mOkJIoHUTH Ha 2 HauymH. Cana,
3a Euraeze umamo 5 moryhux kmura, nma muMa KEBUTE MOKEMO TOKIO-
Huty Ha 5 -4 -3 = 60 maunna. /[lakne, ykyman Opoj HaumHa na ce
ocobaMa HOKJIOHE KIBUre je y 0BOoM ciaydajy 2 - 60 = 120.

2° Jenan ®panmys je mobuo KmUry Ha (QPAaHIYCKOM je3UKy, a APYTHU HA
CcpIckOM. Y OBOM ciaydajy moTrpebuo je mzabparu koju he om Ppa-
HIIy3a JOOUTU KEHUTY Ha (PAHIyCKOM je3UKYy, 3aTUM M3adpaTu jenHy
on nBe Kmure kojy he om moburu, a 3atum m3abparu jemHy O IBe
KIbUTe Ha CPICKOM je3WKy KOjy lleMo MOkJIoHUTH apyrom Ppanmysy.
Harne, PpaHmysumMa KBUTe MOKEMO MOKJIOHUTYH Ha 8 HAUMHA. 3a
Enraese ocrajy 4 kmure (Tpu Ha €HIVIECKOM U jeqHa HA CPICKOM
je3ury), ma mUMa KBUTe MOMKEeMO HOKJIOHUTU Ha 4 -3 -2 = 24 nayumna.
Ykynan Opoj HaumHa na ce ocobama IMOKJIOHE KEBUre Yy OBOM CIIydajy
je 8-24 =192.

3° Ob6a Ppanmysa qobuiia Cy KBUre Ha CPICKOM je3UKy. Y OBOM CIydYajy
dpannysuma KBUTe MOKEMO IMOKJIOHUTH Ha 2 HadywmHa. 3a HHriese
mpeocraJjie Cy TPHU KILUre, a HBUMa KIBNUTE MOMKEMO MOKJIOHUTU HA
3-2-1 = 6 mavmra. YKynas Opoj HAUMHA A ce OocoDaMa IMOKJIOHE
KILUre y OBOM CJIydYajy jemHak je 26 = 12.

Yrynan 6poj HaumHa na ce ocobaMa MOKJIOHE KiUre jenHak je 3oupy Opo-
jeBa m3 cayuajeBa 1°,2° u 3°, onnocuo 120 + 192 4 12 = 324.

Ilpyru pa3spen - B kareropuja

1. Heka je z = z+yi, z,y € R. Tana je |z2+42| = |[x+2+yi| = /(x + 2)2 + 32
nul|l—z =11 —-2z+yil = /(1 —2)%2+y? ma je upBa o1 JaTux jenHAUNHA
exsuBasienTHa ca (z + 2)2 4+ y? = (1 — 2)? + y?, ommocHo ca z = —1/2. Ca

ApyTe cTpaHe,

z  x4yi 2-3i  2x+3y+ (2y —3x)i
2430 2430 2—3i 13 ’
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ma je Apyra jelHauWHA eKBUBAaJIeHTHa ca 2z + 3y = 1, 1j. (36or & = —1/2)
cay=2/3.

1
Jenuuo pememe maTor cucreMa jeIHAYWHA je z = —5 + 3 1.

(TanrenTta 73, ctp. 34, 3am. 5)

2. Heka je O uenrap kpyra k u <BAC = «a, <ABC = 3, <BCA = ~.
Tana je <OBC = 90° — v, a kako je tpoyrao BOC jemnakokpaku, TO je u
<OCB = 90° — . Capna, u3 36upa yriosa Tpoyriaa BOC 3armydyjemMo na
je <BOC =180° —2-(90° — v) = 2v. Hame, <BOC' je nenrpanuu a <BEC
nepupepujcku yrao kpyra k, ma je 2 < BEC = <BOC, 1j. <BEC = 7.
Hakne, ACBE ~ ANABC («CBE = <ABC u <BEC = <BCA), na je
g—g = g—é, 1Tj. BE =9. Konauno, AE = AB— BE =1.
(Tanrenra 68, crp. 38, 3ax. 2)

On 2014252

3. Hejemnaumna je ekBUBaJIEHTHA Ca V21 < 2?2 - 92— 1< V21. Kako je
0<2?—92 —14+V21=(z—4—V21)(z —5+V21)
&2 € (—00,5 — V21U + V21, 0)
0222 -9z —1—-V2l=(z—4+V21)(z—-5-21)
sz d—V21,5+ V2],

crenn ma je pememe HejemHaumue x € [4—+/21,5—+/21]U[4++/21,5++/21].
Kako je

—1<4-v21<0<5-v21<1lu8<4+vV21<9<d5++V21<10,

crnenu na cy 0 u 9 jenunu mesnu OpojeBU KOju 3a10BOJbABAjY HEjeTHAUUHY,
Tj. HejemHAUYMHA MMa MOBA MEJ0OpPOjHA pelema.

4. IIpumerumo ma cy maure P, Q u A cpemumra ny:xu BC, CD u DR,
pemom. Hera je OA = a, O? = b. Taure O, P, A, onnocuo O,Q, B, cy
KOJIMHEeapHe, ma 3a Heke peasHe Opojese k,l <0 je OP =k-du (% =1-b.
Omnagge je

@:(ﬁ+ﬁ:(ﬁ+%-l@:(ﬁ+%-(—(ﬁ+@),
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H&j€0?=2-0?—0?=2_k}-&'—5. CanHOje(ﬁ:I(ﬁ—w:
20+1)-5—2k-Gu Ok =2-0A— 0D = (2k+2)-@ — (20 +1)-b. Bexropnu
OR n OC cy ronuHeapuu, ma 3a HeKo t Basku t- OR = OC, onHOCHO

—

t2k+2)-@—t(2l+1)-b=2k-a—b.

Bekropu @ u b ¢y quEeapHO HezaBucHM, ma je t(2k+2) = 2k m t(20+1) = 1,
omuocuo (21 + 1)k =k + 1. Hame,

03 =0B + 5 AB=0B+ L - (-0A+0B),

3 - 1
Tj. O? =3 -b— 3 -d. Berropu O? u O? Cy KOJUHEapHU, I1a 3a HEKU peajlaH

Opoj 7 BaKU T - O? = @, OITHOCHO

—g-a+%-5=—2k.a+(2z+1)-z§.

Iagne, r = 4k u 3r = 2(21 + 1), omuocno 6k = 2l + 1. Cana, 3amenom y

1
IpeTxXomHo nobujeny jemmaroct 3a k u | mobujamo 6k =k+1, 1j. k = —3

Tpaskenu omgHOC jenmHak je 3.

On201426 4

5. Y nBe ryTuje cmemTeHO je 65 Kyrimma, ma cy y jegHO] O BUX CMe-
mrene 6apem 33 kyraune. Ce kyrimie oBe KyTuje cy jemue on 4 6oje, ma,
no JlupuxsieoBoM mpuHIUILY, TOCTOjU 9 Kyriuma kKoje cy ucrte 6oje. I[Ipe-
TonocTaBuMO na MeDhy oBux 9 Kyrsmia He MOCTOje TPU KOje Cy UCTe Bejlu-
unHe. Tana meDy muma mocToju 6apeM b Kyrimna pasinduTUX BeJIUYNHA,
TO je y KOHTPAIUKIUjU ca yciaoBoM 3anarka. (Tamrenra 73, M1150)
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Tpehu paspen - B kareropuja

1. HonaBameMm npyre jemnaunse nomuoskene ca —1 rpehoj, u apyre jemna-
YyrHe TMOMHO:KEHE ca —2 TMPBOj, mobujamo ciaemenNu €KBUBAJEHTHU CUCTEM
jemHaunHA

r + 20 — z 4+ 4t = 2
5y — 3z + Tt = a-—2
-5y + 3z — Tt = -4

IomaBamem npyre jemmaumue tpehoj, 3arkipyudyjemMo ma 3a a # 6 cucrtem

HEMa peaJIHUX pemema. 3a a = 6 jeJHO peleme CUCTeMa je YeTBOPKA
55

(Tanrenra 70, crp. 30, 3ax. 5)

2 4
< 0,0 ), ma je a =6 jennHO pememe 3aIaTKA.

2. Y rmpoyray SAB Baxku <ASB =
60° u SA = SB, ma je om jen-
HAKOCTpaHUdaH, omHocuo AB =
a. Tpoyrao SCA je jemHarorpako-
npasoyrmu, ma je AC = av2. Y
tpoyray SBC Baxu <BSC = 120° u
SB = SC, na je BC? = SB?+5C? -
2-SB-SC - cos120° (mo KOCUHYCHO]
Teopemu), onsoco BC = av/3.

On20143B2

a) Kako je BC? = AB? + AC?, u3 Ilutaropune Teopeme 3akbydyjeMo aa
je tpoyrao ABC npaBoyrau (ca mpaBuM yriioM Kox TeMeHa A).
6) Heka je ca P(XYZ) o3nauena nospumna AXY Z. V3 nperxomguor

a?V/3
4

no

1
. P(SBC) = 5-SB-SC-sin90° = %

1
P(SAB) = 3-5A-SB sin60° =

Is

2
P(SCA) = %-SC-SA-sileOO = aT\/ﬁ, P(ABC) = %-AB-AC-sinQOO =2

[loBpmuna nmupamume jenHara je

P(SAB) + P(SBC) + P(SCA) + P(ABC) =

a?(1+vV2+V3)
5 :

(TanrenTa 65, ctp. 35, 3am. 2)

3. 3a z =1 jemuno peweme je nap (x,y) = (1,45). IIpernocraBumo na je
x > 2. Kako je 2014" + 11" menapan 0poj, 3aKbyUyjeMO Ia je U Yy HEIapaH.
Ca apyre crpame, 4 | 20147, ma je y* = 2014% + 11° = 11* (mod 4), a Kako
KBaJpaT HemapHOr Opoja maje ocrarak | mpu mememy ca 4, 3aKbyUyjeMo
na je 117 =1 (mod 4). Mebyrum, 117 = 3% (mod 4), na 11* maje ocrarak
1 npu nmememy ca 4 akko je x mapas 6poj. Tama 11¥ = 2% = 1 (mod 3),
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ma y2 = 2014 + 11* = 1 + 1 = 2 (mod 3), mro muje moryhe, jep KBaapaT
npupoasHor 6poja maje ocrarak 0 wiau 1 mpu mememy ca 3.
Jemuno pemewe je map (x,y) = (1,45).

4. BpojeBu x 1 x — y Cy HEHETaTUBHU, a BayKU

P —zy=z(z—y)=>1l-(z—y)=z—1y.

Cama je
0=222—ay—Se+y+d=a’+2? —ay—Soc+y+4>a>—do+4=(x—2)?

ma je x = 2. 3aMeHOM y MOJIa3Hy jeTHadnHy nobujamo y = 2.
Jemuuo pememe jemmaumue je map (z,y) = (2,2).

5. Ilo ycnoBy 3amaTka, eKula ce MOKE CACTOjaTH ON: TPU NEBOjUUIE, IBE
AEBOjUUIE U JeTHOT ACUaKa, UIU jelHE NEeBOjUYUIC U ABA NeYaka. ¥y MPBOM

ciyJajy erula ce MOxke omabpaTu Ha = 10 maumna. Y npyrom

3.2
5-4
clIyJyajy eKuIla ce MOyKe onadpartu Ha 5 -6 = 60 maumua. Y tpehem
6-5
ciiyJajy erura ce MoOxke omabparu Ha b - — = 75. Iakise, ykynaun 6poj

HaurHa na ce ekuna oxabepe je 145. (Tamrenra 68, crp. 29, 3anx. 7)

Yerepru pa3pen - b kareropuja

1. Komnnekcan 6poj z + 3 Haia3u ce HA IPABO] P KOMIJIEKCHE DABHU KOja
IpoJia3u KpO3 KOOPAMHATHU IIOYETAK U Ca HEHETaTUBHUM I€JIOM PeaJHe 0ce
sakgana yrao /3. CaMum TuM, KOMIUIEKCaH OpOj z Hajla3u Cce Ha MPaBoj
@ KOja je mapaJjiajiHa ca p U CAIAPKU TauKy —3, [a je MUHUMAJHA BPEIHOCT
6poja |z| pacrojame mameDy mpase ¢ um KOOpDIAMHATHOT moderka. Ilpasa

q 3amara je jemHaymHoM y = (z + 3) - tgg =3 -(z +3), ma je Tpaxena
33 3V3
V3+1 2

2. Taura A; nmobuja ce poramujom tauke A oxko tauke M, ma je MA =
MA;, u M ce manasu na cumerpaiu nysxu AA;. Heka je y = ka -z +ca
jemnaumna cumerpanu nysxku AA;p, kojy hemo ozmauuru ca l4. Jemnauumna

MWHHUMAJHA BPETHOCT jenHAKa

] <
npase AA; je :éj = gTT OZHOCHO Y = g-x—i— R ma je kg = —3- IIpasa
. T .7 5 7
la canpsxu cpemumnre nysxxu AAp, Tj. Tauky 515 | maje 5= 35 +ca,
28

OHOCHO Cp = 3 Coaununo, M ce Hanasu u Ha cumerpaiu lp ny:xu BBj.
Heka je jemmauwuna npase lp: y = kp - ¢ + cp. Jemmauumna npase BB; je
1

-1 —4
i—l = Z;j’ Tj. Yy = g-x—i—g, na je kg = —3. IlpaBa lp canpxum u
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. 59 .9 5
cpenumite mny:ku BBi, Tj. Taury 33 ) na je — = —3 - = 4+ ¢, OOHOCHO

2 2
cg = 12. Tauka M (zp,yar) HAJA3U Ce y IPECeKy HPaBuX l4 U lp, na Baku
5 28
ym =~z IM A+ 5 ym = —3-xpm + 12.

Pemasamem oBor cucrema mobujamo xy = 2 u yyr = 6.

IIpumernmo na je o < 7, ma u3
— —
AM - AyM = (—1,-4)-(4,-1) =0,

mobujamo a = w/2. Ilpm Tome,
poramnuja je y TO3UTUBHOM CMEpPY.
[Mpumernmo ma je taura C cpe-
numre nysku AB. 3aro je m Tavra
Cy cpequmre nysxu Ay By (poranuja
je m3omMerpujcka TpaHchopManuja),
1j. C4 je raura (5,5). (Tanrenra 71, Om 201445 2
M1111)

3. Bpoj n moxkemo 3anucatu kao 10k + a, roe je 0 < a < 9. Ilpumerumo
ma je n? = (10k + a)? = 100k? + 20ka + a?, ma je madpa mecerumna 6poja n’
jemmaka mappu meceruna 6poja 20ka + a?. Iudpa meceruna 6poja 20ka je
mapHa, Tako Ma, MO yCJIOBY 3adaTka, mudpa seceruma 6poja a’ mopa GuTm
HemapHa. IIpoBepoM 3akmbyuyjeMo ma on 6pojesa a?, 3a 0 < a <9, jenuso
42 = 16 n 62 = 36 mmajy memapmy mmdpy meceruma. Y oba ciaydaja je
mudpa jemuauna 6poja n? = (10k + a)? jemmaka 6, umve je TOKa3 3aBpITEH.
(Tanrenra 70, crp. 31, 3ax. 3)

1801 + 2014
4. Hega je K = + Axo je z € [1801, K|, cnenn
2014 — 1801
[f(@)] = |f(z) - F(1801)] < |z — 1801  ————.
Axo je z € [K,2014], cnenn
2014 — 1801
[f(@)] = |f(z) = f(2014)] < |z — 2014  ————.
2014 — 1801
Ilakne, 3a cBako f ca maBeneHuM cBOjcTBUMA Basku |f(x)] < —
2014 — 1801
1j. C' < %
Axo je
o) = x — 1801, 3a x € [1801, K]
YT\ -2 42014, sazeK,2014] °
2014 — 1801
ouzxa f 3amoBosbaBa TpaskeHa cBojcTBa u Bawxku |f(K)| = ¥7 na

2014 — 1801

o O =
Je D)
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5. IlpernocTaBuMo ma je 3a CBaka ABA TEMUXA MOBPIIMHA TPEKJIONA Mama
1 .
onm 9 Tarobe, MOKEeMO HPETIOCTABATH nOa Ce TEOnucu y coly Hoaajy

jeman mo jeman. IIpBu Tenmx mperpumBa moBpmuuay 1. Ilom yBemenom
IPEeTHoCTAaBKOM, ciieneliv MOCTaB/hEHN TenuX MOKPUBA TE0 IOJa 4Yuja je

8 .
nospumaa Beha on 9 Hame, Tpehu menux mokpuBa meo moma yuja je
noppmmHa Beha on 9 u Tako naJse. llocnenmu, meBeTw TEMUX MOKPUBA

. 1 .
Ieo mona urja je moBpmmHa Beha on 9 Mebyrum, kako je

8 7 1
l4=-+=+...4=-=5
tgtg oty =5

3aKJ/pyUdyjEMO TEIUCU IOKPWBAjY HOBPXMHY mona koja je seha onx 5, mro
uuje moryhe. (Tamrenra 70, M1084)

PEINTEIHLA 3AJATAKA OKPYRHOI' TAKMUUYEILEIHA N3
MATEMATHURE YYEHMNKA CPEIILNX IMIKOJIA, 8.2.2014.

IIpBu pa3pen - A xkareropuja

1. Ana muje no6mo Behim KOIMUHUK O HACTABHUKA, I1& BaKU

a _atbtuta
az  az+by+uvs+go’
OMHOCHO

ai(az + ba +v2 + g2) < az(ar + b1 +v1 + g1).

Amnanoruno tepbheme Baku m 3a Dpawmky, Bepy m ['opama, ma 36or tora
MMAaMO YeTUPU HejeTHAKOCTU:

ai(az +ba +vo + g2
bi(az + by +v2 + g2
vy (ag + by + va + g2
g1(az + by +v2 + go

< az(ar +bi+vr + g
< ba(ar + b1 +vi 4+ g1
< vaar + b1 +v1 + g1
< golar + b1 +v1 + g1

)

3

)

—_ — — —

)
)
)
) .
CabupameM OBUX HejeIHAKOCTU n00ujamMo

(a1 +b1 +v1 + g1)(az + by +v2 + g2) < (a1 + b1 +v1 + g1)(az + b2 + v2 + g2).

Kako y 0B0j HejeqHAKOCTH 3alIpaBO BasKU J€THAKOCT, Y CBAKO] O IIPETXOIHE
. . .
YeTUPU HEjeTHAKOCTU Takohe Basku 3HAK jeJHAKOCTU. 300r Tora je — =
a2
by vi g1 artbituvi+g

bo Uy g2 as+by+vy+go
KOJIMYHUK.

, ma cy DBpanka u ['opan mobunu uctu
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2. Amammza. Hexra je a = BC, b = AC u a > b. Ilo ycinoBy 3anatka je
<BAC = 3 < ABC. W3abepumo taury D ua cramunu BC Tako ma Ba:KuU
<DAB = <ABD, 1j. AD = DB. Tana je <ADC = <DAB + <ABD =
<CAD, na jem AC =CD. Hargne, DA =a —b.

Koucrpykmuja. Heka je 6e3 ymamema ommroctu ¢ > b. Kouctpywummmo
nysxx AC nysxwmbe b. Koucrpywnmmmo kpyskHuHIy ki ca meatpoMm y C u
HMOJIYIIPEYHNUKOM b 11 KPYsKHUIYYy ko ca IEHTPOM Yy A U HOJTyIPEYHUKOM a — b.
Heka je D raura npeceka kpy:kuHuna ki u ky. KoHCTpyumwmmo Kpy:KHUILY
ks ca mearpom y D u monynpeunukom a—b. Tauka B je oHa Tauka mpecera
kpyskuune ks u npase C'D 3a kojy Basku C' — D — B.

Iloxa3. Ilo koncTpyknuju, Tauka [) HaJa3W ce Ha KPYRHUNU ki, Ta BaKU
CD = b, n na ¥py:xuumm ks, na Baku AD = a—b. Ciuuuno, rauka B Hamasu
ce Ha Kpy:kHUIU k3, na Basku DB = a—b. Ilakne, tpoyraosu ACD u ADB
cy jemmaxokpaku, ma 36or C — D — B Baku <CAB = <CAD + <DAB =
<ADC + <DBA =3 << ABC, mro je m Tpebayio TOKA3aTU.

IMuckycuja. Axro je a = b 3amarak HeMa pemema. AKO je a > b KpysrHUIE
ki m ko cery ce y mBe pasnmunte Tavyke X m Y. 300r cumerpuje, 3a
D =X u D =Y nobujamo nonynapue tpoyriose ABC, ma zamarak y
OBOM Cilyuajy uMma jemuucTtBeHo pememe. (Tamrenta 71, M1104)

3. Ako je k> 1, m > 1 un > 1, neBa cTpaHa jeQHAKOCTH je NELUBA CA
4, mro Huje moryhe jep 2014 unuje memus ca 4. Ilakme, Gapem jeman on
o6pojeBa k, m u n jemmar je 1. Axro je k = 1, nudpa jemuuuna 6poja ca
JeBe cTpaHe je 2, mrTo HuUje Moryhe jep je mudpa jemuunuma Opoja 2014
jemmaka 4. Axo je m = 1, jenmaumsa ce comu Ha 2F — 2004 = 10". Onasae
je 28 > 2004, Tj. £ > 10. Iame, xaxko 4 memm 6poj 2F — 2004, a 8 me
nenu oBaj Opoj, 3akpydyjeMo na je n = 2, mro Huje moryhe jep 2104
Huje ctenen Opoja 2. /[lakae, n = 1 m gara jegHadYnHa €KBUBAJEHTHA je
ca 2F 4 10™ = 2024. Opmasze je 10™ < 2024, tj. m<3. 3am = 1 u
m = 2 jeqHauMHA HEMa DEIlema, 0K 3a m = 3 mobujamo (jeamno) pememne
jemnauune (k,m,n) = (10,3,1).

4. Hera je <BAC = a, <ABC = 3, <BCA =~ u F nonnoxkje Hopmaje u3
tauke B ma npaBy AD.

Pasmorpumo npso cayuaj > v. Tana je <ABF = 90° — /2 < 3, na Bake
pacnopemu A — F — D u B— F — E. Ilame, U3 TETUBHOCTU YETBOPOYTIA
ABDE nobujamo <EAB = <EAD + <DAB = <EBD+«a/2 = —<ABF +
a/2 =90° —~. Ca apyre crpane, <OAB = (180° — <AOB)/2 = 90° — v, na
karo cy tauke O u C ca ucre crpane npase AB (jep je v < 90°), To cy
tauke A, O u E rosuneapHe.

Pasmorpumo cana cayuaj § < v<90°. ¥Y oBoMm cayuajy je <ABD < <ABE,
na Baxku A — D — F. Takobe, <EBD = <ABF — <ABD =90° —a/2 — § =
(v—=0)/2<a/2 = <DAB, na Basxku pacunopen B— E—F. Jloka3 3aBpuaBamo
CJIIMYHO KAO Y MPETXOTHOM CIyUajy.

Ha kpajy, pasmorpumo cayuaj 8 < 90° < . ¥ oBom cayuajy takobhe Bazku
A—D-F (jep je <ABD < <ABF). Mebyrum, cana je <F'BD = (y—)/2 >
/2 = <FAB, na Basxku pacnopen F' — B — E. Ilame, uerBopoyrao ADBE
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je TetusaH, na Bakn <BAE = <DAFE — <DAB = 180° — <DBE — a/2 =
<DBF—a/2 = (y—f8)/2—a/2 =~v—90°. Ca apyre crpane, kako cy Tauge C
u O ca paznnuntux crpata npase AB, Baxn <OAB = (180° — <AOB)/2 =
(180° — 2(180° — v))/2 = v — 90°, omakue ciaenu TBphHeme 3anaTKA.

IIpBu cayuaj Ipyru ciayuaj Tpehu cayuaj '

5. Omrosop je 23.

W3 ycaosa 3amatka mpuMehyjemMo ma Ha Kpajy MOsKe OINCTATH CAMO jeITHa
BpcTa. Kako mocie CBakor jenema mapHOCTH OpojeBa jeqHOPOTa M BYKO-
IIaKa OCTajy pa3induTe, He MOTY OCTATU caMoO InaykoBu. [lakie, cBux 55
maykKoBa MOpajy la WInIve3Hy, 3a mra je morpebuo 6ap 55 jemema. Ilakie,
MOTY OCTaTH! HajBHUIIE 23 CTBOpPEmA.

C mpyre crpame, ako 17 maykoBa omMax mojele jemHopore, octajy 23
ByKOAJaka u 38 maykoBa. Heka Hamasme, Kaa rol ByKOAJAK TOjele TMayKa,
Imayk Imojene HacTaJor jemHopora. Ilocie cBakor oBakBor mapa jenema,
Opoj BykOmJIaKa OCTaje UCTU, a OpOj maykoBa ce cmamyje 3a 2. Tarko he
mocisie 19 myra mo nBa jemema ocraru camo 23 Bykomiaka. OBuM je mokas
3aBPIIEH.

Ilpyru paspen - A kareropuja
1. Hokazahemo ma Tpaskene ¢pyuruuje nocroje. Hera cy f(z), g(x) u h(z)
x

KBaJpaTHe GyHKIHMje Takse aa Baswn f(z)+g(r) = 2(x—1)2, g(x)+h(x) = 222
u h(x) + f(x) = 2(x + 1)?, omocro (pemasameM OBOT cucTeMma)

f(z) =22 42, g(x) = 2% — 4z, h(z) = z2 + 4.

3060r HaunHa onabupa oBUX (yHKIUja 30Up Ma KOje IBE MMa PEaiHy HYJLy,
a 36up cse Tpu f(x) + g(x) + h(r) = 322 + 2 Hema, umme je mokazaHO ma je
OJrOBOP HA MOCTABJLEHO MUTAHE MOTBPIAH.

2. Hexka je AO =z, BO =y, CO = 2z, DO = t. W3 ycuoBa 3anaTtka je
r4+y=1muz+t=1. IHame, IpUMEHOM KOCUHYCHE TEOPEME HA TPOYTIIOBE

AOC n BOD nobujamo
AC? = 2% + 22 — a2, BD? = y? + % — yt.
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+1\?
Awmamorno je y? +t2 —yt > <yT> , ma je

t
AC+BD:\/x2+z2—a:z+\/y2+t2—yt>x+z yre_

2 2

Lpyeo pewemwe. WVIzabepmumo Tauky
E tarko ma je tpoyrao CDE jenua-
KOCTpaHU4YaH 1 Oa ce tauke A u B
Hajase ca ucre crpane npase CD.
Tana je <CDE = <COA, na je
AB || ED. EKako je u AB = ED,
1O je uerBopoyrao ABDE mnapaJe-
gorpaMm, a camum tuMm AE = BD.
Cama je mo HejeTHAKOCTU TPOYTJa

1= CE < AC + AE = AC + BD,

mTO je u Tpebasio MoKa3aTu. Or20142A2
(TanrenTta 73, M1156)

3. Osumauumo ca d Tpaskenu 6poj. Hokazahemo na je d = 4. Hera je

Tp, = (n+2014)"T20M 4 pn 38 n € N,

Heka je p mpoct 6poj koju me memm 2014 u n > 20142°1* takso ma p | n.

Tana ptn+ 2014, na p { z,. OnaBne 3akmydyjemo na 6poj d Moxke OGuTH
[eJbUB jeIMHO TPOCTUM OpojeBnMa m3 ckymna {2,19,53}.

Ba n > 20142°% takso ma 19 - 53 | n—1, mamo z, = 1+ 1 (mod 19) u
T, =141 (mod 53), ma 19{d u 53t d. Iakmne, d = 2%, 3a mexo k > 0.

Axo je n mapan 6poj, onna cy 6pojesu (n+2014)" 72014 y p" nemusy ca 4,
na 4| x,. Axo je n=1 (mod 4), onga je x, = (—1)"T2011 + 1" =0 (mod 4).
Cmuuno, 3a n = —1 (mod 4) mobujamo x,, = 17720 4 (—1)" = 0 (mod 4).
W3 cBera HaBemeHOT 3akbyuyjeMo ma je k>2. Iame, 3a n > 201429 takso
na je n =3 (mod 8) mmamo

T, = 17201 4 gn = 1—1—3-(32)%1 =1+3=4 (mod38),
na 81 d, onuocHo d = 4.
4. Y tpoyray Ai1AsAs Baku

A28 A3 = 180° — (<152 A2 A3 + <152 A3 A,)

— 180° — (<IA11242A3 n <IA21243A1) _goo 4 TA2Aids
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Amnanoruo je m <AxS343 = 90° +

<{As AL A
T2 Ca ngpyre crpawne,

neroyrao A;As A3A4As je Terusan,
na je <Ay A1As = <AgsALA3, Tj.
(A543 = <AS3A4s. Iaxie,
ueTBopoyrao AsAsSsSe je TeruBaH,
ma je

<IA25253 = 180° — <IA2A3S3

° <A A3A,
=180° - ————. Ok 2014 2A 4
As A1 A
Amnanorao nobujamo u <{A25,51 = 180° — % . Komauno

1515253 =360° — <qA3855S53 — <A25551
. <A A3Ay + <A A1 As
= 5 ,

ma kako cy yruoBu AsAsAy m Ay A1 As Tynu, U BUXOBA APUTMETUUKA
cpenuHa je Tym yrao. Amnasoruo mobujaMo u ma Cy IPEOCTAJU yTIOBU
neroyria 5152535455 Tynu.

5. IMocmarpajmo cranosuuka A. Heka cramoBuuk D BOJU cTaHOBHUKA A,
CTaHOBHUK A momTyje craHoBHUKA B, a cranoBuuk B Bosu cranoBauka C.
[To ycnoBuma 3anartka, cranoBHuk A Boau craHoBHuka C, a cTaHOBHUK D
[IOIITYje CTAaHOBHUKA I3, omakie cienu Oa CTAHOBHUK ) BOJIM CTAaHOBHUKA
C. Kako cranoBHuk D BOJM caMO jeIHOT CTAHOBHUKA, 3aKJ/LbYyUyjeMO Ia je
A =C, 1j. A Bonu camor cebe. Konauno, ctanoBHUK B BOJIU CTaAaHOBHUKA
A, anmu Bosu u cebe, nakae B = A, tj. A u nomryje camor cebe.

Tpehu paspern - A kareropuja

1. MoskeMO npeTnocTaBuT Aa Cy ABa On OpojeBa x, y U z HeHeraTuBHA (y
CYyIIPOTHOM IOKa3 BPIIUMO 3a Opojese —x, —y u —z). Heka je 6e3 ymamema
ommrocTtu %,y > 0. VI3 maTor ycaoBa je z = —x — y, a BaKu

(2 + 2 +2°)2 =922 (e +9)? m (22 + %+ 2%)3 =8(2® + 9% + ay)>.
Kaxo je 22 + 3% > 2zy, 1o Baskn x2 + 9% + 2y > 3zy u
4(2® +y* + ay) = 3(2® + y* + ay) + 32y = 3(z + y)*.
Konauno,

(2 +y* + 2y)? - 4(2® + y* + 2y)

(.232 _|_y2 _|_22)3 —9
> 2(3zy)? - 3(z + y)? = 6(z® +y* + %)%

(Tarrenra 70, M1094)
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2. Ilokas uzBomuMmo uHaykmujom mo M =n+ k. 3an+k =0, 1j. n =
k =0 obGe cywme jemuake cy 1, ma tBpbheme Basku. [IpermocraBumo 3aTo ma
tBpbheme Basku 3a ce n' > k' Takse ma je n’ +k <M u DOKa:KMMO Ia BaiKu
3a cBe n >k Ttakse na je n+ k=M + 1. Aro je n =k, Tana je

k n—k . n n+1
n+1 (n—1 n+1 n+1
21 _ _ _ n+1
() () e () e ()
=0 =0 =0 =0
a ako je k=0, rana je

k

Z(”H)Jrnzk < >:1+§2i:2"+1.

=0 =

Heka je 3ato n > k > 1. Kopumhemem unenturera

G =(o)+ ()
no6ujamo
S () () e () (1)

Kao n

I b
s L
N2
7N
3
EOl
~
~__
I
7
=
L
B2
7N
N
3
I
T .
I
—_
~__
7N
3
=
|
—
—_
~~
~__
+
o)
7
£

Il
3
|
< |
>
4
7N
3
I
T =
I
S
"
—|-~|
H'MI
N2
7N
Lol
[I——
=
~
~~_—
~
N~—

Rako jen—1>2kun—1+k= M, T0 je 10 MHAYKTUBHO] NPETIOCTABIN
k n n—1—k n—1-—i
2! =2"
L) ()
1=0 1=0

arako jen—1>2k—1lun—1+k—1= M —1, T0 je IO UHAYKTUBHO]
[IPETIOCTABIN

o n-1o(k-1) n—1—1i
27 T ) =2
; (Z) + ; ( k—1 )

Cana, TpaxkeHy jeqHarocT nobujamo cabupamem jexuakoctu (1) u (2).
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Lpyeo pewewe. IlecHa cTpaHa maTe jeIHAKOCTU jeAHAKA je OPOjy MOICKY-
noBa ckyna S = {1,2,...,n+1}. Ilakae, 10BOJBHO je NOKA3ATH Na je U JeBa
CTpaHa jelHaKa OBOM OPOjy.

IIpBa cyma Ha JeBOj cTpaHM jeTHAKOCTU jemHaka je Opojy MOACKYyIOBa
cryna S kKoju mmajy HajBume k enemenara. Omarie, TOBOJLHO je MOKa3aTH
[a je Opyra cyMa Ha JI€BOj CTPAHM jeTHAKOCTHU jemHaKa OPOjy MOMICKYIOBa
CKyma S Koju mMajy Bumle on k esemeHaTta. Y BoDhemeM cMeHe j = n — i
nobmjaMo na BasKu

n—k n—i n j
2 = n—J =1L

(") -2 ()
Heka je j ¢urcupano, k < j < n. Tepmumo ma je 2777 (i) yIpaBo
6poj momckymoBa ckyma S KOju mMMajy BuUlle on k ejJeMeHaTa TaKBUX Ia
ce Ha MecTy k + 1 mo BeamuwHM Hajga3u ejeMeHT j + 1. 3awcra, TpBUX
k enemenara mo BesmumHn Gmpamo u3 ckyma {1,2,...,j}, mrTo ce moxe
VUUHUTUA Ha, (i) HAUMHA; HAPEIHN €JIEMEHT II0 BEeJUYUHU je (Ppurcupas (To
je j+ 1), a cBu mpeocTasu eJeMEHTU UYMHE IPOU3BOJLAH HOACKYI CKyNa
{j42,7+3,...,n+ 1}, Te ux mMomemo omabparu ma 2"H1-(+2)+l — gn—j
HaUMHA, YUME je TBPABKA NOKA3aHA. RaKo 3a MPOM3BOJbAH MOACKYI CKYIA
S enemeHT KOju je Ha MecTy k + 1 mo BesmumHN MOke OUTH OUIIO KOjU O
opojeBa k+1,k+2,...,n+1, mpema npeTxoaHo peyenoMm modbujamo na je L
yupaBo 6poj HOACKymoBa CKyna S KOju nMajy BUIle o1 k exeMeHara. 1ume
je mokras 3aBpIIEH.

3. Ilpumerumo na 3a
k
n = (axag—1 - ..a2a100)s = Zai -6
i=0
k k
BayKU N = Zai (mod 5) un = Z ai(—1)" (mod 7). Kaxo je 6poj (4005-6!)3
IEeJLUB 6pc7;j_(§M 5, u3 HpeTXOJIHC;F_OSaHJI»y‘IKa nobujamo

0=20+a+b=a+b (mod}5).

Karo Baskn 0 < a,b < 5, ciemm 0 < a+b < 10, na je a + b € {0,5,10}.
Iame, mo BusiconoBoj Teopemu (mmm mupextHOM mposepom) je (4005-61)3 =
(1-(=1))* = —1 (mod 7), ma mobujamo

—-1=6—-a+b (modT7),

onakie je b—a =0 (mod 7). I3 —5 < b—a < 5 omaBze 3akmydyjeMo na je
b—a=0, 1j. a=0b. Harne, a =0=0 umu a = b =>5. Hajsan, npumerumo
na je 6poj (4005-6!)3 memus ca (3%)% = 3'? amm we u ca 3'3, u na je nemus
ca (2%)3 = 2'2 anu me u ca 2'3. Ilakne, ou je nemus ca 6'2 amu me u ca 613,
na ce y 6asu ca ocHOBOM 6 3aBpmasa ca tayuo 12 myma. Cmenu b # 0, Te
KOHAYHO nMaMo a = b = 5.



43

4. Hexka je F rauka nyxu AB Taksa

na je AE = BF. W3 ycuosa 3a-

natka 3akmpyuyjemo BF = AE <

EB. IHame, tpoyrao ADB je jen-

HAKOKpaku, na je <FKAD = <FBD.

Iaxne, NAED = ABFD, na je

ED = FD, a camum tTum u <DEF = A E F B

<DFE. Ox 2014 3A 4

Jemmaroct pasmepa u3 3amartka naje BF : BE = AE : BE=CD : CFE, na
je mo Tauecosoj teopemu DF || BC. Cana je <CBFE = <DFFE = <DFEF,
Tj. Tpoyrao BCFE je jemHAKOKPAKU.

5. Heka je A; jemam on cranosuuka. Jlame, Hu3 cTaHOBHUKA { A, }nen U3a-
OpaH je TakO ma CTAHOBHUK Agi_1 MOIMITYje CTAHOBHUKA Aoy U CTAHOBHUK
Asj, Bomm cranoBHUKa Agpi1, 3a k € N (Heku cTaHOBHUNM ce y HU3Y MOLY
[NOjABLUBATU BUMIE TyTa). JIOKAKAMO MHIYyKOUjoM 10 d Oa, 3a CBAKO
HenapHO (OQHOCHO MapHO) n > d CTAHOBHUK A,_4 Boau (OJHOCHO HOMTY]€)
cranoBuuka A,. OBo je tauno 3a d = 1. Heka je d > 1. 3a memapno
(omHOCHO mapHO) N > d, IO MHAYKTUBHO] IPETIOCTABLUU, CTAHOBHUK A, g4
nomryje (OQHOCHO BoiM) cTaHOBHUKA A,_1, na mo yciaoBy (2) cTaHOBHUK
Ap_q Bomu (OMHOCHO TOWITYj€) CTAHOBHUKA A,, I MHAYKIM]a je TOTOBA.
OsraunMo Opoj craHoBHUKA ca m. Y momuusy Ai, As, As,..., Aomi+1 HEEKU
CTAHOBHUK Ce IOjaBJibyje Buile IyTa, perumo A; = A; 3a memapue i < j.
Ha ocroBy noxazanor, craHoBHUK A; Boau cranoBHuka Aj, Tj. camor cebe,
YyuMe je NOKa3 3aBPIIeH.

UerBpTH pa3pen - A kareropuja

1. Axo je (a,b,¢) = (1,1,1) Taga je cBaku peasad 6POj T pelIene OBE jeaHa-
YMHE, TIa y TOM CJIydYajy OBa jeIHAUYMHA MMa OECKOHAYHO MHOTO pPEIeHna.
IIpernocrasumo na (a,b,c) # (1,1,1). Heka je f(z) = a® +b" +c¢* —3. Tana
je f'(x) = a®Ina+b*Inb+ c*Inc u f(z) = a*(Ina)? + b%(Inb)? + c*(Inc)?.
Kako mucy cBa Tpu 6poja a, b, c jemHaka jenuHunu, 3a CBaKU peajiaH OpPoOj
x je f"(x) > 0. 360r Tora je ¢pyurnmja f’(x) crporo pacryha Ha unraBom
crkymy R. Kao Taksa, pymrnuja f'(r) Moke mMaTu HajBUINE jeqHY HYITY Y
crkymy R. Axo f'(z) mema peamnux myna, Oynyhwm ma je f/(x) mempermmma
Ha R, cremn ma je f/(x) mcror 3maka ma mesom ckymy R. Tana je f(x) mumn
crporo onanajyhia wa R wiau crporo pacryha ma R, a y oba cayuaja ona
MOJKE MMATU HAjBUIIE jelHy peasnny myiy. Hawiue, f'(x) uma peanny myy
xo. Pymrmmja f'(x) je crporo pacryha, ma je meraTusBHa Ha UHTEPBAIY
(—00,xp), a mo3uTMBHA Ha MHTEpBaJy (xo,+o00). Camum TyMm, QyHKIU]ja
f(z) je crporo onamajyha ma marepsany (—oo, zo] (jep je menperunmma y xg)
v crporo pacryha Ha unrepBasy (zg, +00), Ia y CBAKOM OJ OBUX UHTEPBAJIA
f(x) moske umarTu majsume jenuy myiy. lakae, y oBoMm cayudajy f(x) moske
VMATU HAJBUILIE IBE peajiHe HyJe, Te je jeMuHO pememe 3axatka (a,b, c) =

(1,1,1).
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2. Heka cy 3a cse k € {1,2,...,2014} 3anucanu cBu meauoru 6poja 2014+k
we mamu on k. Ilokaumo ma je cBaku mpupoman 6poj n om 1 mo 4028
3ammcad TavyHo jemaoM. Ako je n > 2014, rama je Opoj m 3ammcaH 3a CBAKO
ke{l1,2,...,2014} tagso ma n | k+ 2014. MebyTtmm, Tana je n = k + 2014,
jep je 2n > 4028 >k+2014, na je n 3anucan tavso jeauoMm (3a k = n—2014).
Ako je n <2014, 6poj n 3anucan 3a cBako k takso ma Baxku n | 2014 + k u
k<n. Heka je 2014 =nt+ s, rne je 0<s<n—1,t € Z. Tana je 6poj n
3amucaH 3a cBako k < n takBo ma n | nt + s+ k, ommocHo n | s + k. Kaxo
je s+ k < 2n, 3akmyuyjemo na je s+ k =n. Ilarmne, n je 3amucas camo 3a
6poj k=n—s.

Kako je cyma mara y 3amaTky jemHaka 6pojy 3anmcanux OpojeBa, TO je OHA
jemnaka 4028.

3. 3ak=2wun =29 caku on marux Opojesa, Tj. (g) =1, <£1)> =90u

9
<2> = 36, je IOTIyH KBaapar.

Horasknmo na je k = 2 majsehum 0poj ca marom ocobmuom. Ilpermo-
CTABUMO CYIPOTHO, Tj. & IOCTOju N > 3 TAKBO Ha je CBaku ol OpojeBa

" " nMnHTHHHB T. Hexka j
0) 1) 9 3 OTILY anpat. Heka je

U3 a?(n — 1) = 2b? nobujamo na a | b u ma je n — 1 mapan. Amanorso, us
b2(n — 2) = 3¢ nobujamo ma b | ¢ m ma je n — 2 memus ca 3. Iaxme, n
naje ocraTak 1 mpm mememy ca 2, a ocTaTak 2 IpU Hebelny ca 3, ma je
n = 6s+ 5, 3a wexo s € Z. Cana, 3amenom y jemmaroct a’(n — 1) = 2b2
namasumo ma je a’(3s + 2) = b%, ma je 3s + 2 MOTHMYH KBaApaT, WTO HUje
moryhe.

4. Kaxko cy kpy:xuune k' u kg mebhy- kg

COGHO HOpMAJIHC, TAHT'CHTA Y TAUKH k3,

A ma kpy:xHUNY k' Tponas;m Kpo3 B e
HneHTap KEpy:KHUIE ko. VI Kpy:KHAIA <

k" mopmasna je Ha kg, ma TaHTeHTa Y e

tauku A na k" Takobe mponaszu Kpo3
meHTap Kpyskauie ko, Tj. oBa mpaBa

3ajeHUYKA € TaHTeHTa KPY:KHUIA k3

k' u k. Onatne 3akmydyjemo ma ce o o
kpysxaune k' u k" nomupyjy y Tauru \ /
A, a amajormo ce KpyskHuine k' u

k" momupyjy y Tauku B, OIHOCHO Or20144A 4

kpyskaune k" u k"' y Taurn C.
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[MTocmaTpajMo MHBEP3Ujy € HEHTPOM y Tauku A U TpPOU3BOLHUM MOIY-
npeunnkoM. Kako kpysxHune k' m k" mposaze Kpos meHTap MHBEp3uje U
IOIMPYjy ce, OHE ce TpeciaukaBajy y mapatienne mpase k™ u k'*. Kpy-
awHuna kg Takobe mpomnasu kpo3 Tauky A u mopmasna je ma k' u k”, ma
ce OHa TpecaumkaBa y mpaBy ki mopmammy ma k* m k”*, roja mx ceue y
taukama B* u C*, ciukama tavaka B u C, pecnektusno. Kpysxmumna k'’
npecaukasa ce y kpy:xkuuiy k”* koja mopa mommpusatu npase k™ u k'*, n
YMjU HEeHTAp MOpa IPUIAJaTé npasoj ki (0BO ciemm 360r TOra WITO KPYik-
muna k'* mopa Gurtm HOpMasHA Ha npasy ki) — makue, kpyskanna k'
jecre KpysRHUIA HAI TpeyHUKOM B*C*.

Heka je P* camka tauke P, P* € k'*. Kpysxnuna ki mpeciaukasa ce y
Kpy:KHUIY k1" Koja mpoJsiazu Kpo3 Tauky P* u Koja Mopa GUTH HOpMaJHa
Ha mpase k' u kj, ma ce meH meHTAp HaJa3W y IPECeKy OBUX IPAaBUX,
raukn B*. Amasnorso, ciauka ki kpysxHUNE ko jecTe KPY/KHALA C LEHTPOM Y
raukn C* koja mposasu kpo3 taury P*. Tspheme 3anatka Oulie mokazano
YKOJIMKO YCTAHOBUMO Ia Ccy Kpy:kHuie ki u k3 mebhycobuo Hopmamne, Tj. na
TAHTEHTAa jelHe O BUX y Taukn P* mposasu kpo3 nenrtap apyre. U 3awucra,
Kako je <B*P*C* mpas (kao yrao man npeunuxoMm B*C*), 3akmydyjemo na
je mpaBa B*P* tanrenta Ha k3, IITO je W TParKEHO.

5. Y npsom more3sy urpady A mocraBiba 3Hak + wucupen Opoja 1, a
3aTuM urpa Ha ciaemehm maumn. Om momemu Gpojese 2! mo 21000 v
mapose: (28k+1728k+5)7 (28]6-‘1—2728]6-1—6)7 (28]6-‘1—3728]6-1—7)7 (28k+4’28k+8)7 38 CBe
k €{0,1,2,...,124}, u nocse cBakor more3a urpadya B CTaBba UCTU 3HAK
ka0 u B, ajnu mcupen Apyror ejeMeHTa mapa y OTHOCY Ha OHAj WUCIpen
KOora je B mpeTxomHO CTaBMO 3HAK. Rako je 30up eseMeHaTa CBAKOL mapa
nemus ca 17, urpajyhu Ha oBaj HaumH urpady A HOCTU:KE Ja MOCJIE CBAKOT
IBEroBOI ONUTIDAHOr IOTe3a, IIa W Ha KPajy WIPe, BPEOHOCT m3pa3a maje
ocratak 1 nmpu mememy ca 17. (Tamrenra 69, M1068)

IlpBu pa3pen - b kareropuja

1. Horaxkumo na je Q C P, Tako mrro heMo mokKas3aTu ma je CBaKU €JIeMEHT
cryna () yjemno u exement ckyna P. Heka je z € Q). Tlo nepununuju crymna
Q Baskn x € Bux € AUC. V3 npyre penamuje 3akipydyjemMo na je r € A
viu x € C. Aro je x € C, rana jeu © € P (jep je P=(A\ B)UC), a ako
jex € A, gaxo z & B, 10 je x € A\ B, na oner Baxku x € P.

(Tanrenrta 73, cTp. 35, 3am. 1)

2. Tpoyrao BAF je jemnakokpaku, na je cumerpaja <{BAF yjemHo u
cumerpana aysxku BF. Cauuno, cumerpase <BCD u <DFEF cy yjenHo u
cumerpadtie nysku BD u DF. Kako ce cumerpase aysxku BF, FD u BD
CeRy y IeHTPy ommcaHe KpyskHuile tpoyria BDF | tpheme je mora3zaHo.
(TanrenTa 66, cTp. 40, 3amx. 2)

3. Heka cy a u b nemobpojua pemema nare jemunaumsae. Karko 6poj 2014
naje ocratak 1 mpu mememy ca 3, To u 6poj 9a? — b? + 6b maje ocrarax 1
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npu gemeny ca 3. Bpojesu 9a? u 6b cy mesmuBu ca 3, Ha 3aKLydyjeMo na
b? maje octarak 2 mpu mememy ca 3. MebyTum, KBaIpaTu 1eaux 6pojena
najy ocrarak 0 wiau 1 npu mesmemy ca 3, na aTa jeJHAYNHA HEMa PEelIeHa
y CRymy Iejgux Opojesa.

4. Heka je <BAC = a, <ABC =
B, <BCA = v u F nonmoxje HO-
pMmatsie u3 Tauke B ma npasy AD.
Kako je B > v Bawum <ABF =
90° — a/2 < B, a caMuM TUM ©u pac-
mopequ A — F— D u B—F — FE.
Jlasbe, M3 TETUBHOCTH YETBOPOYTJIA
ABDE nmobujamo <<EAB = <FAD +
4DAB = <EBD+a/2 = B—<ABF+
a/2 =90° —~.

Ca npyre crpane, <OAB = (180° — <AOB)/2 = 90° — v, na Kako cy Tauke
O u C ca ucre crpane upase AB (jep je v < 90°), to cy rauke A, O u E
KOJIMHEeapHe.

Or201415 4

5. Yrynma ny:xuHa OasanHa je 34bm. Jla mmamo caMmo jemaH neo Te
nysxwmHe, Tpebaso Ou Hanpasutu 344 pesoa. Mebhyrum, 80 memoa Beh
IIOCTOjU, IIa MOYKEMO 3aK/bydnBaTH Kao na je modeTHux 79 pesosa Beh
HaIpaBJbeHO. 3Hauu Tpeba yumnuTu jom 344 — 79 = 265 pesosa.

Ilpyru pa3spen - B kareropuja

1. /la 6u martu wm3pa3 6uo medpuHMCAH TOTPEOHO je ma Basku T #* 0 u
Tr—1

1
>0, 1j. z € (—o0,0) U {?,—i—oo) = D. Ilame, cBako z € D TakBO

a BarKN <0 J€ penmeme gaTe HejeJHAYHE (Jep Je JieBa CTpaHa YBEK

HEHETraTUBHA ), OMHOCHO CBU X € 7 1) = R; cy pemema nate HejeTHAYUMHE.

Heka je mame, © € D\ Ry. Tana, nara HejeqHaunHa je eKBUBAJICHTHA Ca

x—-1_ (z—-1)2 . -1 (z—-1)2 622+x—1
> 5 Tj. 0< — 5 = 5 .

T T T T T
I[Tocnenma HejemHAUYMHA je E€KBUBAJIEHTHA Ca 622+ —1 > 0. Pemema

. . 1
oaroeapajyhe KBaaparHe jeqHadunHe Cy T] = —5 T2 = 3 ma cy y OBOM

1
CIIy4ajy pemema CBU T € <—oo, —5) U1, +00).

1 1
Konauno, pemema Hejennaunue cy CBU T € (—oo, —5) U [— —|—oo).

(Tanrenra 71, cTp. 35, 3amx. 2)
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2. JleBy cTpany nare jenHaYMHE MOMKEMO 3aIUCATU Kao
(*+2+3)(2? +32+3) = (2 +22+3—z)(2® +22+3+2) = (2® +22+3)2 —2?,

ma je mara jemmaumua eksmBaJsientHa ca (12 + 2z + 3)? = 422, Jlakme,
pellena IoYeTHE jeJHAYMHE CY CBA Pellema jefHAuuHA T2 + 2T + 3 = 22
u z? + 22 + 3 = —22. IIpBa KBaApaTHA jeIHAUMHA HEMa pEIICHa Y CKYIy
peannux OpojeBa, HOK Cy pemema apyre r1 = —1 u 9 = —3. OBO cy
yjenHo u cBa pemema nare jenuauuse. (Tanrenra 70, crp. 31, 3anx. 3)

3. ITocmarpajmo ocrarak jeBe cTpaHe jeIHAKOCTHU P Aebemny ca 9. Bpoj
3a%? + 3a = 3a(a + 1) maje ocrarak 0 mwmu 6 mpu mememy ca 9 (jep a? + a
naje ocrarak 0 mau 2 npu mememy ca 3), Ia JIeBa CTPaHa jeTHKOCTHU 1aje
ocratak 7 miau 4 upu nemewmy ca 9. Ca apyre crpane, rpelim cremen neaor
O6poja npu mememy ca 9 naje ocrarak 0, 1 niam 8, ma gara jenHaynHa HEMa
pemema y CKymy meaumx OpojeBa.

4. Heka cy G u H rtauke Ha mpa- A
Boj BC rakse gna Baxku AG | BI
n AH || CI. Tanma je <GAB =
<JABI = <UBE = <AGB, mna je
AB = GB. Cununo je CH = AC.

Hame, uz TanecoBe Teopeme mMamo & B ! C J¢
EI FEB EB EI EC EC
Al BG _ AB Al _CH _AC’ Ok 2014254

ElI BE+EC  BC

ma je mTo je m Tpebasio moKa3aTu.

Al AB+AC  AB+ AC’
5. Caru emement ckyma {1,2,...,n} je y ckyny A, B, C mim (AUBUC)®,
ma je Tpaskenu Opoj jemHak Opojy pacmopena opojesa {1,2,...,n} y osa
YeTUPU CKyIla TAKO Ja Cy 3aI0BOJLeHU natu yciaosu. Ompennmo 6Gpoj oBUX
pacmopena.

Enement koju mpumanma crymy A N C' MoxkeMO m3abparTu Ha 71 HAUMHA.
WNzabepumo 3atum mBa ejeMeHTa Koju npunanajy ckyny A N B. Oswu
€JIEMEHTYU DAa3JIUYUTA Cy o1 eseMeHTa kKoju ce Hanaszu y AN C (jep je

(n—1)(n—-2)

ANBNC = (), na mux MosEeMO nzabpaT Ha Haunnaa. CBaku

OJ1 IPEOCTANUX N — 3 MOKEeMO cMecTuTu: 1) mim caMo y ckynm A (Tj. y cryn
A\ (BUQ)); 2) mnu camo y ckyn B (1j. y ckyn B\ (AUC)); 3) nmu camo
y ckyn C (tj. y ckyn C\ (AUB)); 4) nau y ckyn BNC; 5) niuu vy y jenas
on ckynosa A, B,C. Ilakne, 3a BUXOBO pa3MemTame uMaMo 5"~ 3 mauuna,
na TpaskeHe MOICKYIIOBE MOMKEMO omabpaTu Ha

n(n—1)(n —2)

. 5n,—3
2

Ha4YHA.
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Tpehu paspen - B kareropuja

1. IIpencraBuMo KOMIUIEKCHE OpojeBe ¢ U b y TPUTOHOMETPU)CKOM OOJIUKY,
. 2T .. 2w 47 . 4w .
Tj. a = 2 cos? —l—zsm? ub=2 cos? —l—zsm? . ITo MyaBpoBOj
popmymu mmamo a® = 8(cos 271 + isin27) = 8 u b3 = 8(cos 4w + isindr) = 8.
Capna, ako je n obauka 3k + 1 mmamo
an + bn + Cn _ a3k+1 + b3k+1 + CSk—i—l
=a- (@ +b- B+ (A =8(a+b+c)=0,
a ako je n obauka 3k + 2 mmamo
a” + pr + = a3k+2 + b3k+2 + C3/’ch2
_ a2 . (a3)k +b2 . (bS)k +02 . (CB)k _ 8k(a2 +b2 +62) =0.
Iakme, ako n Huje memuBo ca 3 Basku a’* + 0" + " = 0.
2. U3 ycmnosa 3anaTka je
0=a-b= (i + 37) - (7 — 5iF) = Tm - 11 + 16 - it — 157 - 7t
= 7|m> + 16m - 7 — 15|i)?
T-d = (m—47) - (T — 2i1) = Tm - — 300 - 71 + 8i - i

= 7lm|* — 30m - 7 + 8|7

0

. . .. - 152 —17|m)?
W3 mpBe jemmakocTtu mobujamo ma je m -1 = ————————, a U3 apyre

16
71m|? + 8|72
e je i = DL 8 e 30(15172 — 7[2) = 16(7]@|? + 8|A2), .
|m| = |i]. Heka je a yrao mameby Bexropa m u ii. Tana je -7 = |m|? cos a,

na u3 mpse jemHaroctu mobujamo || cosa = |mi]?/2, Tj. a = 7/3.
(Tanrenra 70, ctp. 30, 3am. 2)

3. Hera je 22 —ax =bu 2% —azx = c. Tana je c =2 —axr = x(ax+b) —ar =
ar’+(b—a)r = alax+b)+(b—a)x = (a?—a+b)xr+ab, tj. c—ab = (a®> —a+b)x.
c—ab
a?—a+b’
u a® — a + b parmonanan 6pojesn (jep je a,b,c € Q), To je m x pammoHamam

6poj.
Iaxie, DOBOJLHO je mokazaTu ma a’—a-+b# 0. IIpeTmocTaBuMo CYIpPOTHO,
Tj. ma je

IIpema Tome, ako je a®> —a-+b # 0, Tana je v = ma Kako cy c—ab

a>—a+b=12>—ar+(a®—a)=0.
JluckpuMuHAHTa OBe KBaApaTHe jenHadube (1o z) je
D =a?—4(a®> — a) = a(4 — 3a),

. 4 . . .
IIa Kako je a > 3 T0 je D < 0, omHOCHO mobOujeHa KBaIpAaTHA jeIHAYNHA

HEMa pEeaJIHUX pellema, MTO je KOHTPAaIUKIN]ja.
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4. Axo cy ki, ko m ks wucror
nosynpevnuka, Tpoyrao 010203 je
jemnakocrpanuvan u O My je 1e-
HTAP. Harme, tTpeba moxaszartu
obpatno tBpheme. Obenexrumo ca
P, P, u P3 Tauke nonupa KPY:KHUAIIA
ko m ks, ks u k1, k1 n ko, pemom.

Herka cy moaympeuyHunu Kpy>KHUIA
ki, ko u ko, pemom 11, 7o, T3, U HEKA
je 0102 = C, 0203 = au 0301 =b.
Tana je 0102 = O1P; + P3Oy =

ry + ro, u caununo 003 = ro + 73, Ok 2014354
0301 =r3 +rq.
31 3 ! . . b+c—a c+a—2>
Pemasamem oBor cucrema mobujamo ma je r; = — ro = —
a+b—c .
u r3 = ———, OnHOCHO P, P, u P3 cy Tauke y KOjuUMa yOUCAHU KPYT

rpoyraa 010203 momupyje crpauute 0203, 0301 u 01045, penom.

Taura O je nmenrap ynucanor kpyra tpoyriaa 010203, na u3 [luraropune
teopeme mobujamo OO? = r? +r? 003 = r?> +r u 003 = r? + 13, roe
je r moxynpeunuk kpyra ynucanor y tpoyrao O10,03. Ca npyre crpane,
kpyskuauna k mnomupyje kpyskaune ki, ke u ks, ma Baxku OO; + 11 = R,
OO03 4+ 713 =R u O03+1r3 = R, rue je R mosynpevyHuk Hp}QI}KHI/IQIIe k. Cana
jer?4+r? =00% = (R—7r1)> = R2—2Rr1+7r?, maje r; = R27Rr
R2 _ 7,.2

2R

5. a) Ilatu 6poj ce Mosxke nobutu Ha cienehwm mauwmn (Ca0BO M3HAL CTPe-
JauIe HAa3HAUABA KOja je MamuHa ynorpebibeHa)

, 1 CJIMYHO

ro =13 = , umMe je TBpDheme mOKa3aHo.

(19,81) =B (81,19) =P (62,19) »P (43,19) =P (24,19) =B (5,19)
B (19,5) =B (14,5) =B (9,5) =B (4,5) =B 5,4) »P (1,4) =B 4, 1)
A (5,1) =8 6,1) =B (1,6) =M (7,6) =B (6,7) A (13,7) =B (7,13).

6) Ilokaskumo crenehe: ako cMo ymoTpeGoM HEke O[] TpPU MAaIWHE O] mapa
(m,n) nobumu nap (m',n’) rakas na cy m’ u n’ nemusu ca 3, raga cy u m
" N OeJLUBU ca 3.

Ila 6ucMO mOKa3aiau 0BO TBphHeme, JOBOJBHO je pa3MOTPUTHU TPU CIydaja y
3aBUCHOCTH OJ[ TOTa KOjy CMO MAIUHY ymoTpebmiu. AKO ¢cMO ynoTpeouau
vamuny A tana je m' =m —n, an’ =n. Hakne, m=m'+n’ un=n’, na
cy 6pojeBu m u n memuBu ca 3. CamyHO, aKO CMO yHOTPEOUIU MAIIUHY
B Basku m = m' —n’ un =n/, a ako cmo ynorpebunu mamuuy B Bakm
m=n'un=m', ma cy mu n 3aucta IeHbUBA Ca 3.

Y marom npumepy 6poj 19 Huje memuB ca 3, Tako na ce ynorpedboMm JaTmx
MaImuHa He Moske noburtn 6poj (12,21). (Tanrenra 70, M1082)
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Yerspru paspen - B kareropuja
2(x—1
M >0, 3a z > 1.
rz+1
2(x—1)
+1

1. /lara HejegHAKOCT €KBMBAJIEHTHA je ca lnx —

Hera je f:[1,+00) — R, nepunucana ca f(zr) =Inz — . Tana je

oy 1 2@+1)—2@—-1) (x—1)2
Fla) =2 (z+1)? oz 1)

Kako je f'(z) > 0 3a = > 1, pymruuja f je pacryha ma (1,400), na kako je
Henpekugaa y 1 nodujamo f(x) > f(1) =0 3a x > 1. (Taurenrta 66, M999)

2. Heka je O mupecek mumjaro-
Hasa uyerBopoyria ABCD, tauke
A’ B',C’, D' nomuoxkja mHOpMAaJsa u3
O wa crpauune AB,BC,CD,DA,
penom, u OA' =o', 0B =1V,0C" =
d,0D" = d'. Tlo teopemu o Tpu
mopmadte je <A'VO = a,<B'VO =
B,<C'VO =~,aD'VO = ¢, na je us

onrosapajyiux mpaBoyrianx TpOY- Ok 2014 41 2
TJI0Ba
H? H? H? H?
ctg?a +ctg?y = o + R ctg?f + ctg s = 2 + 77

rane je H nysxwuma Bucune mupamume. JIBOCTpyKa TOBPIIMHA MPABOYTIIOT
tpoyraa AOB jemmaka je o’ - AB = AO - BO, na je
AB? AO? + BO? 1 1

1
@2~ A0 BO? _ AO0-BO® _ BO? T Aor

Cmuruno nobujamo 1/ =1/BO*+1/C0?,1/¢? =1/CO?*+1/D0O? u 1/d"* =
1/DO? +1/AO?, onaksne caemn TBpheme 3amaTka.

3. DBpoj 3z + 7y mewus je ca 19, ma je u 6poj 8(3zx + Ty) = 24z + 56y
newuB ca 19. Cama, kako cy OpojeBu 24x + 56y u 19z + 19y meswusu ca 19
3aKLYUYjEeMO na je m BUXOoB 30up, Tj. 43z + 7S5y memuB ca 19, mTo je u
tpebaso nokazatu. (Tamrenra 66, cTp. 39, 3an. 4)

4. Hera je AB xunotenysa tpoyria ABC u Heka crnoJ/ba OpUOUCAHA
kpyskHUna k Koja omroBapa xumorenysu nomupyje mpase AB, BC,CA 'y
raukama C', A’, B’, pemom. Axo je O menrap Kpys:kHuUne k, Taga Baku
OA" 1 BC, OB" L CA, A’C L BC' u OA' = OB’ = R, na je 4eTBOpOyrao
OA'CB' kBanpar.
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Ca npyre crpame, BA' u BC' cy Y S 1)
taurenTe u3 B ma k, ma je BA' = \ '
BC'. Cmnuno je u AB' = AC’, na \\ !
je ¢ = BC' + AC" = BA' + AB' = BR !
CA'-BC+CB'—AC = 2R—a—b, rne S
jea= BC u b= AC. Ilakue, 2R = c A B
b+c. K j b)2 <2(a? +b?

a+bie. Raxo je (a+5)°<2(a”+57), Ox20144B 4
TO je

a+b ¢ a2+b2 ¢ 1 1 V2 +1

> oSV T 3TN\ E ) T T

5. a) Heka je a = pi"p5?...pp* u b = plﬂpoQ...pg’“, rme cy pi, 3a i €
{1,2,...,k}, pasmumuntu npoctu GpojeBM, aau OPUTOM NO3BOJHABAMO 1A

Heku ox Opojesa «y, [3; Oymy Hyne (y ciaydajy ma Hekn onx Gpojesa a u b
“Ma TPOCTE UMHUOINE KOje APYTU Hema). lIpUMeTMMO ma ako TO3BOJIUMO
Ia Cy HEKU Ol BhbUX HyJe, TO He yTude Ha medpuHunujy Gyurmuje f, jep 3a
CBaKU TPOCT OPOj p Baku po2 =1.

Cana je ab= pivlJrﬁlpngrﬂz . .pgzﬁrﬁk’ na je

2

2 « 2 «
f(ab) :pg 1+61) pg 2+f2) p; k+0Bk) )

2 2 2 2 2 2
C mpyre crpane je f(a) = pi'ps*...po" u f(b) = pflpg2 ...pi’“, ma je

02432 02432 24 g2
(f(a) . f(b))2 _ p?( 1+51)p§( >+83) . .pi(o’k'i'ﬁk).

ITo mejemmakoctu u3aMely apuTMeTHUKe 1M KBaJIpaTHE CpPeIMHE, 33 CBe
i€ {1,2,...,k} Bawm (o + B;)% < 2(a? + B?), omarse mobujamo Tpameny
HEejeTHAKOCT.

6) Heka je a = pi'p5?...pp%, rme cy p; pas3iuumTé IpocTu OpojeBu u
a; €Ny 3aie{l,2,...,k}. Tana je

n n n n n 2 n 2 n 2
f(a2 ) =f(p? “py L p} ""‘) = p{Fre) pree) L plter)

n_ 2 4n_2 2
4"y 4" as

4 2 2 2 4" n
=p; 'py P py = (p?lp;%-“p:k) = fla)".



92

PEIMEIHA 3AJATARKA IP;KABHOTI TAKMUYEILEHLA 13
MATEMATHWRE YYEHVMKA CPEIOILUX IMIKOJIA, 15.3.2014.

ITpBu pa3pen, A rareropuja

1. Jlokaszahemo ma 6poj S = a® + 2¥" Mopa 6Guru cioxen 6poj.

Ako 3|awu 3|z, To 3|S5, naje S cuoken 6poj jep je Behm o 3. Ako 3| b
u 3|y, 6poj S ce moxe 3amucatu kao S = o + 33 = (a+ B)(a? — aB + 3?),
rae cy o u 3 npupoxau Gpojesu Behu ox 1. Karo je o — a8 + 82 > 1,
3aKJbYUyjeMo Ja je Uy OBOM ciayuajy S cioskeH 6poj.

Y mpeocTasuM CIydajeBUMa je

S € {20143 + 3201477 9014157 | 3201477 9(143" | 1520147 901415° 4 152014%

Bpoj 2014' je memus ca 4, ma je 3204 = 1 (mod 5). Cana, kako je
2014 = —1 (mod 5), a 3'° u 153 menapuu 6pojesn, To Cy MpBa ABA EIEMEHTA
[aTOr CKyma AesmuBa ca b m Beha ox 5, ma Cy CcIiokeHU OPOjeBu.

Hame, 2014% = 5% = —1 (mod 7), ma kako cy 3'* u 5152 menmapuu Gpojesn
TO je

14 2
2014%"" = (2014%)7 = —1 (mod 7) u 2014">" = (2014%)”"* = —1 (mod 7).

. 3
Kako je 152°1%" = 1 (mod 7), To cy mociaemma nBa eleMeHTa ATOT CKyTa
nespuBa ca 7 u Beha on 7, ma cy cioskeHu OpojeBu.

2. Be3 ymamema ommTocTy MOsKEMO mpernocTaBuTtu Aa je a <<b<c. Heka je
ca S(XYZ) osnauena nospmuna tpoyriaa XY Z. Axo cabepeMo IBOCTPyKe
nospmune Tpoyriaosa AMB, BMC u CM A nobujamo

28 = 2S(AMB) + 25(BMC) +2S(CMA) = a-dg + b - dy + ¢ - d.
> a(d, +dp + d.). (3)

Tarobe, b < 2R u ¢ < 2R (b u ¢ cy teruBe, a 2R HpEUHUK KPY/KHUIE
onucane oko tpoyraa ABC), npu dyemy je Gapem jemHa OX OBUX HejexHAa-

KOCTH CTpOra. 3aTo je 7 +-> R Ta us HejenHakoCTH (3) 3aKbydyjeMo
c
1 1 1 1 28 1 1 1
25 . — — - — — = — 25 . - - — = > da d dc~
<a+b+c R) a+ <b+c R) Tt

3. JlorkakmMO HAjUpe Aa Ce Wrpa MOpPa 3aBPIIMTHU IOCJIE KOHAYHO MHOTO
more3a. [IpermocraBumo cynporao. IIpumermMo ma ce mociae CBAKOT
more3a miam OpOj sKeTOHAa cMamyje 3a 1, miam Opoj KeToHa ocTaje UCTU
a 6poj romuia moBehasa 3a 6apem 1. Jlakie, Kako ce y HajBUIIE N TIOTE3a
6poj KeTOHA MOKE CMAWUBATHU, TO CE Ol HEKOT TPEHYTKA Y CBAKOM IOTE3Y
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6poj romumsa moBehasa. MeDhyTuMm, Kako Ha MOYETKY UMaMO 7l JKETOHA, TO
Yy CBAKOM TPEHYTKY MOKe MOCTOjaTU HAjBUIIE 7 TOMWUJA, MITO HAC HOBOIU
O KOHTPaAUKIUjE.

IHorazahemo na ako je n Hemapas mpocT 06poj oHma urpad b mma mobe-
MHUYKY CTpaTerujy, a Ja y CympoTHOM urpad A mma mobenHuuKy cTpare-
THujy.

Axo je m mapuO, urpad A MO:Ke MONEJUTU TOMUIY Ha 2 Aeja U HAJAILE
UrpaT cuMeTpudHo urpady B (mra rox B ypaamo ca jeIHOM TOMMIIOM,
To A ypamu ca npyrom). Ha oBaj mauun on curypuo notebyje, jep mociue
CBAKOT mOoTe3a urpada b OH MOMKEe OMUIPATU MOTE3, & UIPa Ce 3aBpIIaBa.
Axo je m memapan mpocTt 6poj, OHma y IPBOM MoTe3y urpad A uma mse
MoryhHOCTU: WM na y3Me ;KeTOH Ca TOMWUJIE WM Ja TOAeJIV TOMUIY Ha
n TOMUJIA OJ 1O JeAHOT sKeToHa. AKO urpau A ysme jeman »KETOH, OHIA
Ha CTOJIy OCTaje mapaH Opoj skeToHa, ma urpad b Ha Beh onmcanm HAYMH
curypuo nobebyje. Axo urpau A momesu romMumiry Ha 1 DOMUIIA Ca IIO
jeTHUM JKeTOHOM, Tala y CBAKOM HAPEIHOM MOTE3y UIrPavl YKIAMmAJY MO
jeman :xeTOH, ma urpy 3aspmasa B (jep je n menmapam).

Konauno, Heka je n HemapaH CJIOKEH OpOj U p IPOU3BOJLAH IPOCT IEJIUIIALL
6poja n. Tamxa urpau A Moke mOGeAUTU TAKO MITO Urpa Ha ciaeneliv Hauus.
Y OpBOM KOPaKy OH HeJi TOMUJIY Ha 1/p rOMuIa Of 1o p keToHa. Hanambe,
urpady A cBaky TOMUJIy TpeTupa Kao 3acebHy ,mapTujy’, Tj. Ha CBaKU
nore3 urpava b urpa omrosapajyhu mores y ,mapruju’. Kako cBaky on
,maprtuja” 3anounme B, TO mpemMa MpeTXOAHOM A MOKe UrpaTu TaKo 1aa
3aBIIU CBAKY ,,lIapTUjy’ , Ia CAMUM TUM U [MOYETHY UTPY.

4. Hera je R(z) = ana™ +ap_12" 1+ ...+ a12 + ag TOTUHOM ca HaBeIeHIM
ocobunama. Ounro R(x) HUje KOHCTaHTaH mMONIMHOM. AKO je a, = —1, Taxa
BaXKNU

3 —1
130=R(3)<—3"+3" 1 4+3" 2+ 43 +1=-3"+

<0,

mro Huje moryhe. 3ato je

31 341
130 = R(3) 23" = (3" +3" 24314 1) =3 - T = 2+

n

W3 mejemnaroctu 130 > nobujamo n < 5. 3a n < 5 Baku

130 =R(3) <3* +3%+3%+3' +1 =121,
Te je n = 5. Kakro je 3* > 32 +3%2+3' +1 u 130 < 3° zaxmyuyjemo ma je
as = —1. Cana je
130 = R(3) = 3° — 3* + 27a3 + 9as + 3a; + ao,

omHocHO 27a3+ 9as + 3a1 +ag = —32. Ha ciauuan HauymH HAJIa3MMO 1 BayKU
a3 =—1,ay=—1,a; =1u ayp=1. Ilakne, jeiuHN TOTUHOM KOjU MOKE Ia
3a00BOJLABA CBE YCJOBE 3a0aTKa je

Rx)=2° -2 —2® — 2 + o+ 1.
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Henocpemunom nposepom yrBpbhyjemo na 3a mera Basku u R(—2) = —45, te
je OH jeAMHU TMOJIMHOM Ca TPAKECHUM OCOOMHAMA.

JIlpyru paspen - A kareropuja

1. Heka je m 6poj ca marom ocobunom. Tana 3a csako i € {1,2,...,2014}
BasKU a; < m, Tj. a; <m — 1. IIpema Tome Basku

m!=al+a!l+...+taga! <(m—D+(m—D!+...4+(m—1)! =2014- (m—1)!

1j. m < 2014, ma mOCTOju KOHAYHO MHOI'O NMPUPOAHUX OpOjeBa M ca OaToM
OCOOUHOM.

2. Ca maTor rpauka MOKEMO NPUMETUTH Ja QyHKIUja f MMa TpU peaJiHe
Hysle 1 < Ty < X3 3a KOje je xa — 1 > X3 — Ta, Te ga je f(x) > 0 3a
x € (—o0,x1) U (x5, +00).

Hera cy ¢g,h: R — R ¢pysrnuje nepunucane ca

g(x) =az? +br+c u h(z)=cx® + bz +a.

OBe (yHEIUje HUCY WOGHTUYKU jeIHAKE HYJIMW, [Ia CBaKa OJ HUX WUMAa
HajBuime aBe peanne mysue. Joraxkumo na je ac # 0. IlpermocraBumo
cynporrao. Heka je 6e3 ymamema ommroctu ¢ = 0. Arko je m b = 0, tana
¢yHKIMja ¢ UMa HAjBUIIE je[HY DeaJiHy HyJIy, OOK (QyHERIUja h HeMma pea-
JHUX HyJa, Ta f nMa HajBUIIE jeIHY PEAJHY HYJIY, IITO je KOHTPAIUKIN]A.
Iakne, b # 0. Ciununo, Basku u a # 0, na je

f(z) = g(2)h(z) = abz (w + 2) (x + %) .

Iaxne, 3a x > max{0,—b/a,—a/b} 3mak QymHrnmje [ mcTm je KAO W 3HAK
6poja ab, a 3a x < min{0, —b/a, —a/b} 3mak pymrmmje f cymporan je 3HaKY
6poja ab, mTo je cympoTHO yciaoBuMa 3amatka. llakie, ac # 0.
KBanparue ¢yurmumje ¢ u h mmajy jenHake nuckpuMuaanTte D. Y KOJIMKO
Baxkn D < 0 ¢yHKNMja MMa HajBUIIE OBE peaJiHe HyJIe, IITO HUjE CIydYaj.
Iaxkae, Basku D > 0, na pyHKnuje g u h umajy no ase peasnse (1 pa3amdnre)
myise. Kako ¢pyukuuja f uma 3 peasne HyJse, TO ce jenHa HyJsa QYHKIUjE g U
jemua myna QyHKuuje h mokmanajy, onHOCHO KBanparHe jennauune g(z) =0
u h(zr) =0 umajy Tauyno jemHO 3ajeJHUUYKO PEATHO PEIIEHE (.

Iakne, a # ¢ u BaxKu

ac? +ba+c=0wu ca®+ba+a=0.

Onysumamem oBux jemnaroctu mmamo (a — c)(a? — 1) = 0. Kaxo je a # ¢,

nobujamo o = £1. M3 BujeroBux ¢popmyna mpeocrase mnBe HyjIe (pyHKINI]je

f cy 6pojeBu ¢/a u a/c 3a o =1, omHocHo —c¢/a u —a/c 3a a« = —1. 3aro
c

f(z) = ac(z —1)? (a: - —) (a: - %) uma f(z) = ac(z + 1)? (x—|— 2) (x—|— %) .

a
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OpnaBne 3akpydyjeMo ma je y mpBoM ciayuajy 3a ¢ > max{l,c/a,a/c},
OIHOCHO y ApyroM 3a z > max{—1,—c¢/a,—a/c}, 3naK QyHEUMje [ mcTu
Kao U 3HaK Opoja ac, ma je ac > 0. IHariue, 6pojesu +1, +c¢/a n +a/c cy

UCTOT 3HaKa, ma kKako Bakw (+1)? = (+c/a)(+a/c), To je xg = +1.

c_a
Ako je 9 =1, Taga u3 ycaosa 1 — 1 > 3 — 1 3akmyuyjemo 1 — — > — — 1
a ¢

a ¢ c a )
nnn 1 —— > ——1, na Bawku 2 > — + —. Mebyrum, no #ejennaroctu uzmebhy
¢ a a c
apUTMETUYKE U T€OMETPUjCKe CPEIUHE UMaMO

e i g fca_y
a C a C

na je xo = —1.

Heka cy A, B u C' Tauke Ha T OCU KOje OnroBapajy HyJaMa Ti, Tz U
x3, penoM. Ocraje ma KOHCTPYUIIEMO KOOpAUHATHU modeTak O, mpu yemy
3maMo ma Basxu pacmopen A — B —C — O u OB? = 0A-OC. Opasze je

40 _BO _A0-BO _AB
BO CO BO-CO BC’

BO 1 AB 1 BC AB — BC
— — 1= — —1, OIHOCHO — = —————
0o BC 8 cO BC

jemuaroct m TasmecoBy Teopemy Moskemo koHcTpywuimemo ay:k CO. Twuwme
je onpeben koopauaaTHu mouerak O, a Yy OCY KOHCTPYUIIEMO KAaO HOPMAJIY

Ha x ocy y Tauku O.

ma je Kopucrehu oy

3. Heka je <CAB = a, <ABC = u <ACB = 7, u Heka je 6e3 ymMamema
OHIITOCTH [3 > 7.

Horasxknmo npso na je MB = MC = MS. Kako je <MAC = <M BC, 1o
je <SBM = (180° — B)/2 — <MBC = ~/2. Tarobe, <BMS = <MBA +
IBAM = (4 o/2) + a/2 = 180° — v, na je <BSM = /2, a caMuM TtuM U
MB = MS. Auanoruo je MC = MS.

[Ipumernmo nma je <MPB = =7~
<MCB = <MBD, na rako je u e S p
<BMP = <DMB, 10 cy TpOYIJIOBU / \

MPBu MBD cauuau. CaMuM TUM, / |
MP-MD = MB? = MS? Kaxko ! |
tpoyraosu MPS u MSD wumajy \ /

3ajeHUYKM yTao, U3 MNOpeTXomHe BRI R PEAY
jemHarocTM nodbujamMo Oa Cy ¥ OHU \\::\\\ 1 /7
CIUYHU, NIa BaKHN \\\\JT/[ =]
IMPS = <MSD
= <BSD — <MSB
= (90° — <SBD) — <SBM s

=(B—)/2 JIp20142A 3
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Cana je

GAPS = 9<APM + <MPS = <ACM + <MPS =~ + % + 5—57 — 90°.
4. loraxuMmo na je 6poj n pememe 3aaTKa aKO U CaMO aKO IPU AeJbEHY
ca 3 maje ocrarax 0 niu 1. JlokasxuMo IpBO Oa OpOjeBU KOjU najy OCTaTaK
0 unu 1 mpm mememy ca 3 jecy pememe 3anatka. Jloka3 cmpoBoauMo
MaTeMaTUYKOM UHIYKIMjoM ca kopakoMm 3. Osnaka o mpencrasiahe yma-
JbEHY CUjaJInIa, & ® yTalleHy CUjaJIuILy.
Hoxrasknmo tBpheme 3a n = 3. Y 3aBUCHOCTH OJ IOYETHOT CTAHaA CUjaJIUIA
Ha ciaenehie HaumHe MOskeMo HOOUTHU Ha Cy CBe cUjaJule yrnajbeHe: 1) o oo;
2)oee — 000; 3)0o0e — eee —» 000; 4)0e0 — 0o e (mame Kao y 3)).
[Ipeocrann ciaydajeBu Cy CUMETPUYHU OBUM CJIydajeBUMa, Te je MOKa3 3a
n = 3 3aBpuieH. 3a n = 4 MovYeTHa CTama Ca IPBOM yHIAJLEHOM CHUjAJUIOM
cy: 1)0000; 2)000. — €008 —> 00 @8 — 00 00; 3)0000 —% o ® 00 —
0000;4)ooee (kao y 2)); 5)oeoo (aHasoruo ca 3)); 6)ceoe — oo eo
(kao y 3)); 7)oeeo — eo0eo — ceoo (kao y 5)); 8) ceee — oo oo.
Csu npeoctanu ciyuajeBn (OHM KOZX KOJUX je IpBa CUjaJnIa yTalleHa) ce
IPUTUCKOM IpPEKuAada KCIOJ IpBe CHjalule cBoie Ha Beh aHammsupane
cayuajese. OBuM je 0aza MHIYKIUje TOKA3aHA.
[IpernocraBuMo cana na ce M3 IPOU3BOJHHOT IIOYETHOI CTAa 3a N CUja-
auna Moske JoNu y cTame ca CBUM yTalleHUM CHjajJnulaMa U JOKAKAMO 1
je TakBo TBpheme TauyHo m kKaza mMamo n + 3 cujasnune. llocrymajmo Ha
canenehu maumu. Hajope, HEum3oM more3a yracumo HOCIEHE TPU CUjaJINALEe
(y cayyajy n = 3 cMo mokazauu na je To Moryhie), a HOTOM Ha NPBUX
n cujaaumia IPUMEHNMO WHIYKTUBHY Xumore3dy. HakoH oBora je mpBux n
cujania yoajbeHo, OOK Cy IOCIeNHhe TPU y jeIHOM O] ABa CTama: 1) o ee
iy 2) e ee. Y IPBOM CJIy4ajy MPUTUCKOM Ha MPEKUAAY UCIO MOCIEIHE, &
Yy APYTOM KCIIOX IPETHOCIEeIHe, HOCTIREMO fa Cy U MOCIeAme TPU Chja-
Jaulle yoaJbemhe, IPU YeMy HICMO IPOMEHUIN CTAhe NPBUX N CUjaJIUIA.
OsBuMm je mora3s 3a 6pojeBe n koju majy ocratak 0 wiau 1 mpu nememy ca 3
KOMILJIETUPAH.
HoraskmMo cana ga 6pojeBU N KOJU Aajy OCTATAK 2 IPU ACLEHY ca 3 HUCY
pemema 3axaTka. l[IprMeTrMO IPBO na YKOJIMKO HEKW HPEKUAaY IPUTU-
CcHeMO mapaH O6poj myTa, TO je MCTO KA0 U Ja HUCMO HPUTUCIN Taj IPEKU-
a4, a YKOJUKO I'd IPUTUCHEMO HemapaH Opoj myTa TO je MCTO Kao aa CMO
ra npurtucam camo jemaoMm. Takxobhe, pemocsen rkopumhema Opekugava He
yTude Ha KOHauHy nmo3mnujy. JlokawmMmo na ce u3 mosuiuje rie je IPBUX
n — 1 cujanuna ynasseHo, a TOCJIenma yraieHa, He Moske NoNu y mo3unujy
Ia Cy CBe cujajuile ynaJjeHe. bBe3 ymMamema OMITOCTH, 300T HaBeIeHUX
0CcoDOMHA, MOKEMO IPETIOCTABUATU Ha IPEKuAade aKTUBUPAMO Ca JeBa HA
necuo. Herka je ¢ mpBu akTuBUpanu npekngad. Ako je ¢ > 1, rana cujanuna
i1—1 mocTaje yramena u aJb,UM HU30M OTE3a HE MOKe OUTHU yTmaJsLeHa, Te ce
HE MOT'Yy CB€ yHaJUTU. 3aTO je IPBU IPEKUAaY yIaJbeH U NMaMO HO3UI]Y
eeco0..0e. Cana je Hy;KHO AKTUBUPATHU APYTU MPEKUAAY, A TOJIA3UMO
0 coeo..0e. Y OBOj HO3UNUjU HE MOKE & C€ NMPUTUCHE Tpenu mpexru-
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nau (jep he mpyra cujasuna ocraTu yramena), Ia je HysKHO TPUTUCHYTHU
YEeTBPTU U J0OMjaMO Mo3unujy cooeeoo...oe. Cama MOpaMO aKTUBUPATH
MeTU TPEKUJau YnMe CTIKEMO 1O 0000 o e oo .. oe. HacraBmajyhu ma
OBaj HAUMH mAOOMjamMO ma ce Mopa MONW [0 MO3UIHje © O O...0 @ O @, TPU
JyeMy je HOCIenmW IPUTUCHYTH NPEKUIad ca peqHuM OpojeMm n — 3. Y
OBOj MO3UIMjU MOPAMO TPUTUCHYTU HTPETIOCIEeIHU MIPEKUIAY, Al OHIA,
6e3 063upa ma Jau MOCIeqHhU aKTUBUPAMO UM He, NOOUjaMo MO3UNU)Y TIae
HUCY cBe cujasure ynashene. OBUM CMO OKa3aJu na OpPOjeBU N KOjU Hajy
OCTaTakK 2 IpU AeJbelny Ca 3 HUCY pPellena 3aIaTKa.

Tpehu paspern - A kareropuja

1. IlpernocraBumo npBo jga npasa BC noaupyje Kpy:KHULY ONMCAHY OKO
tpoyraa DEF. Tana je <DFE = <CDFE, na rako je u <EDF = <FECD,
to cy tpoyraosu CDE u DFE canunu, u Basxku CD/DF = DE/EF.
Ananoruo je ABDF ~ ADEF, a omatne u BD/DF = DE/EF. U3 ose
nee jemnaxoctu ciaeau BD = CD.

[MpernocraBumo na je BD = CD. Ako kpysxkuuna k omucana OKO TPOyTLJa
DEF momupyje crpanune AB u AC, tana AD canp:ku neHTap Kpy:KHUIE
k, ma je BC' meHa TAHDEHTA Y TAUKU 4
D. Hexka 3aT0, 6€3 yMamemna OUIITO-
ctu, Kpyxkauna k ceue mpaBy AB
y taukama F'u H # F. Ilperno-
craBuMmo na Baxku B — F — H. Tana
je <FHE = 180° — <FDE = 180° —
<ABC. N3 «BAC =180°-2<ABC,
3akpyuyjemo na Baxku F'— H — A u
JAHE = 180° — <FHE = <ABC,
tj. HE || BC. Ip20143A1

Kako je AD Bucuna tpoyria ABC, to je AD | HE, na je D cpenumre
ayka HE kpyskuune onucane oko tpoyria F'ED, a camum tum BC' tanre-
ura y D oBe kpyskuune. Ilokas y ciayuajy pacmopena A— H — F' ce u3Bomau
CIIMYHO.

Jpyeo pewewe. Hera je <ABC = <EDF = §, <FFD =z, <FED = vy,
<IBDF =z u <CDFE =t. [lpumenom cunycue treopeme Ha Tpoyriaose BDF
u CDE nmamo

BD _ sin(B +2) CD _ sin(B+t)
DF ~ sing " DE”  sng

BD DE  sin(f+2)
JememeM OBUX jeqHAKOCTH HOOHMjaMO ——

CD DF  sin(B+1)
npuMmenyjyhu cunycuy teopemy Ha Tpoyrao EDF | nobujamo

BD sin(f+y) _sin(8+2) )
CD sin(B+x) sin(B+1t)’

Onasne,
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Axo je mpasa BC' TaHreHTa KpysKHUIE ommcaHe OKO Tpoyraa EDF, kao y
OPBOM peIeny UMaMo ¥ =t u y = z, na Ha ocHOBY (T) Bazku BD = CD.

Heka je D cpemumre BC'. IloBomHO je mokasatu ma je x =t u y = z. Rako
jex+y==z+t, us (}) nodbujamo cos(25 +y+t) = cos(20 + x + z), na Baku

sin (254 BHY R G (vEt- @) g 1)
2 2
¢ ¢
Karo je 2 + x“’% — 180° + f, To je sin <25+ %) 40,

y+t—(x+2)

5 ) = 0. Onaszue, y3

ma BayKM sin <

y+t—(x+2)

180° —
_ ‘< 80° — B,

nobujamo na je y+t = x+z. VI3 oBe jemnarocTu u T +y = z + t, HAIA3UMO
x=tuy=z, duMe je NOKa3 KOMIIETHPAH.

2. 3a n =1 tBpheme je ouurnenno rauno. Heka je zaTo n > 1.

OnpemuMo kKoMmMKO mMa TpaskeHux naposa (A4, B) 3a koje je |[AU B| = m.
Axo je AU B ¢ukcupaHu m-TO4YJaHU CKyI, Taza ckymose A m B Mo:keMo
onpemuty Ha m — 1 maumna (axo je |A| =k, tama ckyn A yuHEM HajMAHUX
k enemenara cxkyna AU B, a Baxku 1 < k<m —1). Kako m-tounanu mon-

n
crym ckyma {1,2,...,n} MoskemMo n3abpaTtu Ha < ) HauMHA, OPOj OBAKBUX
m
mapoBa je ( )(m — 1), na je Tpaskenu 6pOj mapoBa jeIHAK
m

(n)on==32 (2)m=32 (7).

n
= m=2 m=2

m=2

(:L)m:n-(n—l).,;ﬁ!-(n—m+1)_m:n(:l:ll),

TO 3a IPBY CYMy BaKU

S ()-S5 = 8 () e

m=2 =2 =1

Kako je

n
n
Hpyra cyma jemnaka je g ( > =2"—n—1, na je Tpaskenu 6poj jemHAK
m

m=2
n(2" !t —1)— (2" —n—1) = (n—2)2""1 + 1, mTo je m Tpebano MOKazaTH.

Zpyzo pewewe. 3a n = 1 tBphemwe je oumro Ttauno. Heka je 3aTto n > 1,
(A, B) nap rakas na je A < B u k < n Hajsehu enement ckyna A. Tana ce
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ckyn A Mosxke omabpaTu Ha 2! mauunma, a ckyn B ma 2% —1 (B me Moxe
6utu npasan ckyn). Oryma je ykynam 6poj Tpaskenux ypebenux maposa
jemHak

n—1 n—1 n—1
Z 2k—1(2n,—k o 1) _ Z 2n,—1 o Z 2k—1 _ (TL - 1)2n,—1 o (2n—1 o 1)
k=1 k=1 k=1

=(n-2)-2""1 1.

Tpehe pewewe. ObGenesxumo ca x, 6poj ypebenux naposa (A, B) moucky-
nosa ckyna {1,2,...,n} Taksux na je A < B.

Nspauynajmo 6poj T,41 Yy 3aBUCHOCTU O T,. llaposa ckymosa (A, B) 3a
koje Baskm A, B C {1,2,...,.n+ 1}, A< Bun+1¢ B nva x,. Aro je
B ={n+1}, onna ce A mose onabpatu Ha 2" — 1 naumna; ako B # {n+1},
ouzna ce nap (A4, B) mo:xxe omabparu Ha , HauuHa. lakie,

Tpy1 = 2x, + 27 — 1.

Hus 3amat ca 1 = 0 1 0BOM DPEKYPEHTOM jeIHAYUHOM jE€TUHCTBEHO je
ompeben, ma kako x, = (n —2)-2""! 4+ 1 3amoBomaBa oBe ycioBe, T0Ka3 je
3aBpIIEH.

3. JlokaxmMo ma cBako n € Z uMma TPpaskeHy OCOOUMHY.
Heka je

S ={-1007,...,~2,—1,1,2,...,1007},
C = {~1,-2,3} U{dk, —(4k + 1), —(4k +2),4k + 3| 1 < k < 251},
D ={1,2,-3} U{—4k, 4k + 1,4k + 2, —(4k + 3) | 1 < k < 251}.
3a oBako onabpane ckynose Bazku |C| = |D| = 1007, CND =0, CU D =S,

Kao 1
S k=0=)> "k k=K

keC keD keC k€D
3an € 7Z, uexa je m =n + 1007 u

A={m+clceC}, B={m+d|de D}.

Crynosu A u B cy ,tpancaamuje” ckynosa C' u D 3a m, na Baxku |A| =
|B| =1007, ANB =0, AUB={n,n+1,...,n+2014}\ {m} u

DR =D (n+j)? =1007n2 + 20> i+ > 52

keA jec jec jec
= 10070 +2n ) 4> 2= (44 =) K,
jeD jeD jeD keB

YyMe je MOKa3 3aBPIICH.

4. Ilpmmerumo na je n = 1 pememe 3anmatra. lIpermoctaBuMo 3aTo na
HeKO n > 1 3am0BOJbaBa yCIoOBe 3aIaTEA.
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Kako je 6™ = 9™ (mod 3™ — 2™), maTu yCJIOB €KBUBAJCHTAH je Ca
3T —2" 9"+ 3" + 1.
Axo je n memapan 6poj, u3
9" +3" +1= (3" —1)* +3",

3akmyuyjemo ma je 9™ + 3" + 1 36up nBa kBanpara. Ca apyre crpase,
3" —2" = —1 (mod 4), na je 3" —2" nesbUB HEKUM IPOCTUM OpOjeM p OBIUKA
4k+3. Kako nmpoct 6poj obuuka 4k+3 mesnu 30up mBa KBagpaTa aKO U CAMO
AKO MeJIM CBAKU OJ] HUX, 3akbydyjemo na p | 3" — 1 u p | 375 Mebyrum,
U3 APYTOT YCJOBa je p = 3, MTO HE 3aJ0BOJLABA MIPBU yCJIOB.

I[Ipema tome, 6poj n je mapan, ma Baxku n = 2t 3a mero t € N. Jlarie,
32 —-22 =5 menu 3" — 2", ma je u 6poj 9" + 3" + 1 mesus ca 5. MebyTum,
oBO Huje moryhe, jep Basku

9" 43"+ 1= (-1 + (-1)' +1=24(~1)" (mod 5).

Jemuno pememe je n = 1.

YerBpTu paspen - A kareropuja

1. Horaxkumo Hajupe ciaenehe tBpbheme.

Tephewe. Axro je p > 3 npoct 6poj koju neau 6pojese a + b+ ¢,
a’?+ 0>+ a4+ b3+, onma p menu u 6pojese a, b u c.

Jloxas. Hexa je t = a®b + a’c + b%a + b%c + c?a + c?b. Tana Bazwu
pl(a+b+c)(a®+b*+c?) —(a®+b*+c3) =t, na us

pl(a+b+c)?—(a®+ 1%+ ) = 3t + 6abe,

nobujamo p | 6abc. Karo je H3(p,6) = 1, To p | abc, na 6e3
yMamema OIIITOCTH MOkeMO Ipernocrasutu na p | c. Tana je
b= —a (modp), mauz 0 = a? +b% +c? = a2+ a?> + 0 (mod p),
nobujamo ma p | 2a2, tj. p | a. Komauno, u3 p | a + b+ ¢, mmamo
u p | b, unme je nmokas tBphema 3aBpiieH.

I[Tpumenom morazamor tBpbhema 3a p = 11, ommocuo p = 61, mobujamo
113613 | abc. Iaxme, moBosHO je mokaszaTu ma 3° | abc(a — b)(b — c¢)(c — a).
Axro OpojeBu a, b u ¢ majy pasnmymre OCTATKE IPU IELEHY ca 3, Talga
je a®> + >+ = 02+ 12 + 22 = 2 (mod 3), mTO je y CympoTHOCTH ca
3] a®+b%+ c?. Iakne, 6e3 yMamema ONIMITOCTH, MOKEMO MPETIOCTABUTH
najeb=c (mod 3). Canauz 0=a+b+c=a+2b=a—b (mod 3) nobujamo
na je a =b (mod 3). OBum cMo mokazanu ma cy 6pojesu a—b, b—cuc—a
nemusu ca 3, ma 33 | abe(a — b)(b — ¢)(c — a).
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2. Kako Bazu 3(a?+b%+2ab) <4(a?+b*+ab), To u3 maTor yciosa mobujamo

4+(a+b)2:§~(ab+bc+ca)+a2+b2+2ab
<§-(ab+bc+ca+a2+b2+ab):%-(a—i—b)(a—l—b—i—c).
Opnaspe je
S e ) P 3(a+b)° _q,_ 3latb)
4+ (a+0b)? 4+ (a+0b)2 " 4(a+b)(a+b+c) 4(a+b+c)

CabupameM aHAJOTHUX HEjeIHAKOCTU NOOUjaMO TpaskeHy HejemTHAKOCT.
FKomenmap. JemHAKOCT Basky aKO 1 caMo ako je a =b=c=1.

3. Heka je 3a muoroyrao M ca S(M) o3nauena merosa MOBPUIMHA.

Heka je d pacrojame tauke D no npaBe AK u Heka tauka F npumana
yuyrpammoctu nysxku AC (nokas y cayuajy na rauka D npunazna yHyTpa-
mWHBoCTU Ay:ku AB ce M3BOIU aHAJIOIHO).

[Ipumernmo na je <DBM > <ECM, mro y3 BM = CM naje DM > EM,
na ce tauka K manasu san tpoyraa ABC. ame, Baxu AK-d = 2-S(ADK),
a Kako je K cpemumre nysxu DE, 10 je u 2- S(ADK) = S(ADE). Takobe,

S(ADE) = S(BKD) + S(BKEA) = S(BKD) + S(BKCA) — S(KCE).

Tauka K je cpemumre myxku DFE, A
na je S(KCE) = S(KDC), a

rauka M cpemumre nysxu BC, na je

S(KDC) = S(MDC) - S(MKC) =
S(MDB)-S(MKB)=S(KDB). U3

ose gmse jemmakoctu je S(KCE) =

S(KDB), tj. AK -d = S(ADE) =

S(BKCA). Konauno,

2AK -d=2S(BKCA)
=AK - -BC -sinp < AK - BC

(¢ je yrao msmeby mpasux AK u D
BC), na je d < BC/2, mto je u Tpe- Jlp 2014 4A 3
faJsio morasaTu.

4. Jlorkazahemo ma Ana mva mobemauuky crparerujy. Heka je O menrap
nator mecrtoyria AgA;AsAsAsAs (Ag = Ap). Yoummo Ha cTpaHunaMa
ArAks1, 3a 0 < k <5, rauke Bop u Bopy1 TakBe na je <ArOBg, = 15°
u <{Bok110Ak1 = 15°. Tpoyraosu AypBsiO, Agi1Bor+10, 3a 0 <k <5,
nMajy jemHake yruioBe um upu Tome cy aysxku OAp, 3a 0 < k <5, mony-
napue, na cy tpoyriaosu AiBsiO, Agy1Bak+10, 3a 0 < k <5, monynapuu.
Opnasne 3akmyuyjemo na cy nyxu OBy, 3a 0<k<11, monynapue, Te Kako je
<IBrOBg4+1 = 30°, 3a 0 < k<11, 3akmyuyjemo na je BoBj ... B1; mpaBunan
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nsanaectoyrao. Canma morasyjemo na Ana kopucrehu rauke By, By, ..., B11
MOKe TTo0enuTu.

Tp 2014 4A 4

Hera Ana npso omabepe taury By. loraskumo ma Boja tama mopa usa-
Opatu Heky on tavaka Bs, Bg munu Bg. 3aucra, yroauko Boja omabepe ma
KOjy ApYyry Tauky, Ama y apyrom moresy Oupa tauky Bg u 6e3 ob3upa Ha
apyru Bojun note3, onabupom Bs unu By paBu jeTHAKOKPAKO TPABOYTIIU
TPOyTao.

Heka je Boja y mpsoMm moresy omabpao tauky Bg. Ana makon Tora 6upa
tauky Bg. Tana je Boja nmpumyben na omabepe taury By, jep Ou je y
cynporHoM Ana onmabpao y HapegHOM moTe3y u mobmo wmrpy. Y tpehewm
nore3y Arma 6upa taury Bs. Bes o63upa ma tpehu Bojun mores, kojum on
He Moyke nobutu urpy, Aum Ha pacmosiaramy ocTaje bap jemHa O Tavyaka
Bs unu By, Te 0oqabupoM HEKe Ol HUX Zo0uja Urpy.

Heka je Boja y mpsom more3y omabpao Taury Bs (amamorso pacybyjemo
u ako je omabpao tauky Bg). Ama y apyrom mortesy Gupa Taury By, unme
je Boja mpumyben na omabGepe taury Bg. Canma Ama Gupa taury Big u
y HapemHOM moTe3y nobuja mrpy ¢opmupajyhn je1HaAaKOKPAKO IPaBOYILJIN
Tpoyrao B4Bl()B1 nJan B4B10B7.

IIpBu pa3pen - b kareropuja

1. U3 ycaoBa 3amaTtka mobujamo
2014 = - 82015 + 582013 . 8" +d-8°+16-8% + 3. 6
Taxkobe, Basku

p(—8) =a-(—8)15 +b. (—8)2 fc. (=8 +d- (-8 +16-82+3, (1)
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na cabupamem jemnaxoctu (1) u (I) mobujamo 2014 + p(—8) = 2054, Tj.
p(—8) = 40.

2. U3 nator ycaosa je (ax+by+cz)? =0, 1j. a?x? +b%y? + 22?2 = —2abxry —
2bcyz — 2cazx, ma UMEHMIIAL] JATOT PA3JIOMKA MOYKEMO 3AIICATU Kao

be(y — 2)2 + ca(z — x)* + ab(z — y)*

= bey? + bez? — 2beyz + caz? + cax? — 2cazx + abx® + aby® — 2abxy
= bey? + bez® + caz? + cax? + abz® + aby? + a®x? + b2y? + 222
= 22 (ca + ab+ a?) + y*(bc + ab + b%) + 22(be + ca + ¢2)
= (az® + by* + c2®)(a + b +c).
1

Jlakne, natu pa3iaoMak jegHak je ————
) p J J et brc

(Tarrenra 67, M1013)

, Ia HE 3aBUCK OO T, Yy 1 2.

3. Heka cy m u n pemema mare jegHavmHe. KRako cy m W n TPUPOIHU
6pojeBu, To je m™ < 2014 u n"™ < (mn)® < 2014. Kako 3a k > 5 Baku
k* > 55 > 2014, u3 mpeTxomHUX HEjeTHAKOCTH 3aKbydyjeMo ma je m < 4 u
n<4. Ako je m = 3 oHZAa je JeBa cTpaHa jeJHAKOCTU NeJbUBa Ca 3, a JeCHA
uuje, ma m € {1,2,4}. Aro je m =1, tana je n = 2013, mro Huje moryhe.
Ako je m = 2, tana je (2n)" = 2010. Jacuo je ma n = 1 Huje pememe oBe
jemHauyuHe, NOK je 3a n > 2 jJeBa CTaHa IPETXOMHE je THAKOCTU NEeJbUBa Ca
4, a mecua mmje. lakie, 3a m = 2 jenHauyuHa HeMa peliema. 3a m = 4
jemmaumma ce csomm Ha 4% + (4n)" = 2014, mro muje moryhe, jep je mesa
cTpaHa gemuBa ca 4, a mecHa nuje. /lakie, maTta jemHauMHA HEMA PEIICHAQ
Yy CKyIy IPUPOTHUX OpojeBa.

4. Heka je <ABC = 3. Kako je
AE | EBu AD | BD, to rauke E n
D nexe na Kpyry ca mpedynurom AB.
Cavum tum, <CED = 180°—AED =
<ABD = p. Axo je O uenrap
onucane kpyskauie k rpoyraa ABC,
ouna je <ACO = <CAO = 90° — 3,
na je <ACO + «CED = 90°, Tj.
CO 1 DE. Kako je tpoyrao MON
jemMHAKOKpaKu, TO je BUCUHA KOja
oarosapa crpanuru M N yjenHo u
cumerpasa ayxku MN, ma je CO Ip 2014164
cumerpata aysxku M N. Komauno,

tauka C' ce Hamasu Ha cumerpasu aysxu M N, na je CM = CN.

5. Jloka:kuMO ma ce CBAKO CJIOBO TOjaBJbyje MCTU OpPOj mMyTa y peuuma ca
onmcanmM cBOjcTBOM. Heka je x mpomsBosbHO cioBO. Peuwm ca ommcanum
CBOjCTBOM y KOjUMa C€ TOjaBJbyj€ CJOBO & MMa KOJUKO U TETOUJAHUX
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CKYIOBa CJIOBa KOJjU HE caapskKe X. 3anucTa, 3a CBAKM TaKaB CKYI HA jenn-
HCTBEH HAUMH MOKEMO nopebhaTnm merose ejleMeHTe M T y ped myskuHe 6
yrja cy cJoBa y a30ydHOM NMOPETKY, U HA Taj HAYWH JOOWUTU TAYHO jEIHY
peu Koja 3a70BObaBa TpaskeHne yciose. Jlakie, 6poj mojaBprBama CBaAKOT
CJIOBO y peunMa ca JATOM OCOOMHOM jedHAK je OpOojy MeTOUwSIaHUX MOICKY-
ImoBa CKymna ca 29 esemeHara.

Ipyru paspen - B kareropuja

1. [Ipumerumo ma je KOMIIEKCAH OPOj w peaslaH aKko M CaMO aKoO je w = W.
3ato 3a t € C\ {0} Baxn

1
t-E€R&I——=t-2
Kako je
1 1 1 - 1 — 1 1 - t—t
t——=t—-t—-=t—-—z=-t—-t—|(-—=)=0t—t——=0
t t t t t t it
1 _
< (t—1) (1+W) =0& (t=tAt#0)<tecR\{0},
10 cy 6pojesu 2'° — Tz, 2% — L m 2201 — o peannu ako camo ako Basku
21523 22014 ¢ R\ {0}. Mebyrum, Tana je u 6poj z = % peaJiaH, ma He

nocroju 6poj z € C\ R ca TpaskenoM 0coBUHOM.

2. IIpumenom Ilutaropune Teo- B
peme Ha mpaBoyrie Tpoyriaose NAB
u MCB mobujamo NB? = NA? +
AB? =CD?+ AB? u MB? = MC? +
BC? = AD? + BC?. Ilpumenom
[Imraropure TeopemMe Ha TPOYTJIOBE
ABD u CBD pnobujamo AD? =
AB%? — BD? u CD? = BC? — BD?. Ilp 2014 25 2

3aMeHOM y MPEeTXOJHEe jeIHAKOCTU I00ujamMo

A D C

NB? = AB? + BC? — BD? = M B?,

mTo je u Tpebaso moKa3aTu.

FKomenmap. Ha caumnu je mpuraszan ciaydaj y kome cy tauke M u N ca ucrte
crpane npase AC kao u tauka B. Tauka M, omaocuo IV, ce MOKe HAJIA3UTUA
u ca cynpotHe crpane npase AC y omuocy ma taurky B. Ilpumerumo mna
OaTW MOKA3 HE 3aBUCU OJX moJoskaja Ttavaka M um N, ma Huje moTpeOHO
3acebHO pa3MaTpaTh CBAKA O YeTHUPU MOTyha pacmopena.

3. 3a k>2 6poj k! je mapan, jep ce y npoussony k-(k—1)-...-2-1 6poj 2
mojaBJipyje Kao ymHUIAI. Rako je 5P memapan Opoj, 3akbydyjeMo na bapem



65

jemam om 6pojeBa m u n jemnak 1. Herka je m = 1. Tanma je n! = 5P — 1.
IIpumeTumo ma mecHa cTpaHa OBe jeIHAKOCTH HUje NEHUBA ca H, Ta HUje
uu sesa. Camum tuM je n <4, jep je y cynporHoM 6poj n! memus ca 5 (y
npoussony n-(n—1)-...-2-1 ce b Hama3u ka0 YnMHWIAL). JEIHOCTABHOM
nposepoMm yTBpbhyjemo ma jemumo 3a n = 4 marta jeagHauMHA UMa PEIICHA.
Csa pemema mate jemmauune cy (m,n,p) = (1,4,2) u (m,n,p) = (4,1,2).
(TanrenTa 70, ctp. 31, 3am. 4)

4. Heka je ByB;...DBj; mpaBuiaH IBaHAECTOYTao YIUCAH Yy HATy KpYy-
sguauny. Jloraskumo na Ama uma mobemauury crparerujy. Heka Ama mpso
onabepe Taury By. Iokaxmumo na Boja Tama mopa m3abpatu HEKY On
tauaka Bs, Bg mnu Bg. 3awncra, yroauko Boja omabepe ma KOjy Ipyry
Tauky, Ana y apyrom moresy oupa tauky Bg u 0e3 063upa Ha apyru Bojun
noTes, onabupoM Bs man By mpaBu je IHAKOKPAKO MPABOYTJIIN TPOYTAO.
Heka je Boja y mpowm moresy omabpao Taury Bg. Ama HarkoH Tora Gupa
tauky Bg. Tamna je Boja mpumyben na omabepe taury By, jep Ou je y
cynporaoM Ana omabpao y HapemHOM moTe3y u mobuo urpy. Y tpeliem
nore3y Ana 6upa taury Bs. Bes 063upa ma tpehu Bojun nmores, kojum on
He MOyke noburtum urpy, Aum Ha pacnosiaramy ocraje Oap jemHa O Tavyaka
Bs unu Bip, Te 0qabupoM Heke o1 BUX qo0uja urpy.

Heka je Boja y mpsom more3y omabpao Tauky Bs (amamorso pacybyjemo
1 ako je omabpao rauky Bg). Aua y Apyrom moresy Oupa Tauky By, unme
je Boja mpunyben ma omabepe taury Bs. Canma Ana Gupa taury Bijg u
y HapemHOM moTe3y mnobuja murpy ¢opmupajyhn jemHaKOKPAKO MPaBOYyTIIN
Tpoyrao ByBigB1 nnu ByB1oBr.

5. Osmaunmo ca k, 1<k<3, pemnau Opoj BpCTe riiefaHo 003100 HATOPE, a ca
n, 1<n<7, penau 6poj KOJIOHE IyIe1aHO CJIeBa HANEeCHO. Y HapemHoj rabesu
ynucalieMo Ha KOJMKO HAUMWHA Ce OJl JOH-er JIeBOI IOJhba MO:Ke CTUhu 10
noma (k,n) (oBo je moijbe Koje ce Hasa3u y Hpeceka k-Te BPCTE U N-Te
kosone). Heka je oBaj 6poj osmauen ca t(k,n). Ilpumerumo ma 3a Guso
KOjy myramy on mosma (1,1) mo moma (k,n) mpermocienme 3ayCTaBbaHEe
Moske 6utu Ha nowy (k,1), 3a mHero 1<l <n—1, uau ma nomy (I,n), 3a HEKO
1<1<k—1. HMakxne, cBakoj myramu Toma 1o nosa (k,n) oaroBapa jemHa
nyTtama 1o nowa (k,l), 3a mexko 1 <I<n— 1, nau no noma (I,n), 3a HEKO
1<I<k—1, 1j. Baskn

t(k,n)=tk,1)+t(k,2)+...+t(k,n—1)+t(1,n) +t(2,n) +...+t(k—1,n).

[IpunukoMm monymaBama Tabesne, 0By (GOPMYyIy MOKEMO MHTEPIPETUPATU
Ha ciaemehu HavmH: cBaku Opoj y Tabenu jemmak je 30upy OpojeBa Koju ce
HaJja3e JeBO O Wera W y MCTOj BPCTU KaO OH, W OpojeBa MCHOMA Hmera u
y MCTOj KOJOHM Kao oH. JacHo je ma Baku t(1,1) = ¢(2,1) =¢(1,2) =1, a
ocraTak Tabeje MONyHaBaMO Ha OCHOBY IPETXOJHO ONUCAHOL IPABUJIA.

E\n|l|2]3|4]|5] 67
3 2[5 14|37 |94 | 232 | 560
2 125 [12]28] 64 | 144
1 T[1]2 48] 16]32
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Tpaskenu 6poj jemunak je 560.
Tpehu paspen - B kareropuja

1. Heka je 1 <a<<n Tamajer; =...=z,=1u2441 =... =2, =0
jemno pememe naror cuctema. Ilakie, 3a cse a € {1,2,...,n} natu cucrem
nMa pemema. Jlokaxkumo na 3a ¢ =n+ 1 maTtw cucrteM HEMa PEIena.
ITpernocraBuMo cynpoTHO, Tj. na je (1,Z2,...,Ty) jJEIHO DEIIEHE AaTOT
cucteMa 3a a = n + 1. V3 npBe jemHaumHe cucTeMa 3aKLYUyjeMO na He
MOT'Y CBH Z;, 1 < i < n, OUTK jeqHAKW HyJIa WX jelaH, jep je Taxa ri+xa+
...+, < n. 3aro, 3a vero i € {1,2,...,n} Bakn x; & {0,1}. IIpumernmo
Ia 3a cBakm 1eo 6poj x Basm 2’14 > . mpm ueMmy jemHAKOCT BaskM aKoO
u camo aro je x € {0,1}. 3awmcra, oBo je Tauno 3a x € {—1,0,1}, nok 3a
|z| > 1 Basm 22014 = |z|-]|2[?°13 > |z|>=z. Ilakne, kako mHucy cBu r;, 1<i<n,
u3 ckyna {0,1}, o je

n+l=ay+ag+.. .+, <M 4201 420 —p 41,

IITO je KOHTPAIUKIIA]A.
Ha ocnoBy mperxommor pasmarpama 3aK/bydyjeMo 1a je HajMamu MPUpo-
maH Opoj a 3a KOju maTu CUCTEM HeMa pelrema jemHak n + 1.

2. Hexra /3+5i omrosapa remeny C, 2i nearpy O, a a+bi, a,b € R, Temeny
A mator jemmarxoctpammusnor tpoyriaa ABC. Tana je AO? = CO?, na Baxu

o+ (b -2 = (V3 +3° =12, M)

Tarxobe, xaxo je AO = 21/3 moaynpednuk omucame Kpys:kHUIE, TO je AB =
AC = 6, na Baxku

(a—V3)? + (b—5)% = 36. (1)

Iame, u3 (1) — (1) je av/3+3b=0, 1j. a = —/3b. Kowauno, samesom y ()
nobujamo b?—b—2 = 0. Pemema ose jenmaunue cy by = —1 u by = 2, a muma
oarosapajyhe BpemnHocTu 3a a Cy a; = \/§ uag = —2\/§. IIpumerumo na u
Tauka B 3a10BOJbaBa jelHAUMHE KOj€ CMO KOPUCTUIIM 3a HOOUjame Tauke
A, ma jemHo o OBUX pelnema oarosapa tauku A, a apyro tauku B. Ilakie,
IPEOCTANNM TEMEHUMA TPOYTJIA OArOBAPa]y KOMIUIEKCHU OpojeBu /3 —i u

—2/3 + 2i. (Tamrenra 65, M969)

3. Karo 2015 maje ocrarak 1 mpu mememy ca 2014, matu ycaoB eKBUBa-
nenras je ca (3z 4+ 16)" = 1 (mod 2014). IIpumernmo na mocieqme BaKu
3a cBe x Takse ga je 3xr+ 16 =1 (mod 2014). Jenuo rakso z je 2009, ma 3a

cBako n € N mocToju = ca TpaskeHOM OCOOMHOM.

—
4. Hexra je k = P1 P> : P,P;. VI3 ycnoBa 3anaTka numamo na je Py Po = kPy Ps,
Q1Q2 = kQ2Q3 u R{Ry = kRoR3. Hera cy Ty, 1o u T3 TesgumTa TpOyriaoBa
PiQ1 Ry, P2QaRy u P3(QQ3R3, pemowm.
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IIpumerumo ma Basku TlT@ =T\P +
PT; = TP + PP + PTs.
Amnanorno mobujamo caenehe mBe
jemHaKOCTU:

T = T\ Pi + PiP; + P21}
=T10Q1 + Q1Q2 + Q215
=T R + Ri Ry + RoT5.

Ip 2014364
—_—
CabupameM OBUX jemHAKOCTU, y3uMmajyhm y o03up ma je T9P; +T1T1Q1 +

TiR1 = 0 u PyTo+ Q2T+ RoTo = 0 (jep cy Ty u Ty Tesruinra TpOyrioBa

PiPP; n Q1Q2Q3) nodbujamo 3111 = PiPy + Q1Q2 + R1Ry. Awmasiorso

nmamo u 315715 = Po Py + Q2Q3 + RoR3, ma je
PP+ QiQa+ iRy PPy 4 Q@3+ RoRg
W5 = 3 =k 3

mTo 3HaYM na cy tauke 17, 15 u I3 KoJmHEapHE.

—
= kT2T37

5. a) IIpuruckom mpBOr M HOCJHEAHEr HPEKUAada HO0UjaMO MO3ULUjY O O
®e..0000, I'Jle O U ® O3HAUABA]Y, PEIOM, YIaJbeHY U yTallleHYy CUjaJIuILly.
Cge yramene cujanuie, rojux mva 2010, momenumo y rpyme o MO TpU
y3acTomnHe cujanuie. [IpUTUCKOM Ha Cpeamu NpeKuaad y CBAKO] MDY
IMOCTU:KEMO [1a CBe cujajuie Oyay ymajbeHe.

6) Ilokazahiemo na je Ge3z o63upa Koja je cujanuua ynameHa Moryhie mo-
OuTu mo3UNUjy y KOjOj Cy CBe cujajuie ymajheHe. PasmMorpumo Hajmpe
ciyvyaj Kajga [IeCHO OJf yIaJjbeHe CHUjaJIUIle MOCTOoje jour Oap Tpu cuja-
gure. Tanma HM30M moTe3a MOOUjaMO e...e0eee.e — o...00000@..0 —

~~ ~~

e..00000..0. OBUM CMO yHAJLEHY CHUjAJIUILY , IOMEPUIN’ 34 TPU MO3UNMjE
JIECHO, IPU YeMy Cy CBe ocTaje cujanuie yramene. Hacrasmajyhu oBakso
LIoMepame” MokeMo mohm mo mosumnuje y KOjoj je jenmHa ymaJreHa Cuja-
JUIa jeHa O MOCJEIHhe TPU. Y KOJIUKO MAaK y MOYETHOM CTA’Y MECHO O
yIaJ/beHe CHjanile HeMaMo 6ap Tpu yralleHe CUjasulle, TO 3HAUN Ia Ce OHA
Beh mamasu Ha jenHoj o mocienme Tpu mosunuje. llakie, morazaan cMO
na 6e3 0063upa Ha MOUYETHY HO3UNMjy MoskeMo nohwm mo jemme on caemehe
Tpu nosunuje: 1)e...ece; 2)e...ee0; 3)e...0ee. 113 nozunuje 1) npuruckom Ha
IPEeKUAad UCIOM IOCHeNhe CUjalulle N01a3uMo y no3unujy 2). Jokaskumo
& TO3UNujy 2) MOYKEMO JOBECTHU [0 MO3UIMje Ca CBUM YHAJLEHUM CUjaJv-
mamMa. 3anucTta, aKO CBe yTalleHe CUjaJiiile IONEJMMO Yy IPYyIe O IO TPU
y3aCTONHEe, OHIA AKTUBUPALEM CPEIImhEer IPEKuava y CBaKOj Ipynu 1oou-
jamMo ma cy cBe cujasnuue ynajbeHe. Y NO3ULIUJU 3) aKTUBUPAHEM IOCJIe-
IBa Ba TPEKuIava JOJA3UMO [0 CUTYAlUje aa Cy CBe CUjAJUIEe YyTAlleHe.
ITpema moKA3aHOM Helly a) OBAKBa IO3ULUjA CE MOKE TPAHCOOPMUCATH Y
[O3UIM]y Ca CBUM YIAJbEHUM CHjaJIdIaMa.

OBuMm je mokasano ma ce 6e3 063upa Koja je cujasuia yIabeHa y TOYeTHOM
TPEHYTKY MOKe NoNu Mo mo3uiuje ca CBUM yIaJbeHUM CUjaidiaMa.
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Yerspru paspen - B kareropuja

1. llatn 6poj jemnak je A = 25" + 5™ — 18" — 12". Kako je 25 =12 = —1
(mod 13), To je 25™ = 12" (mod 13), na je 25" — 12" nemuso ca 13. Cuanuro
je 18 =5 (mod 13), 7j. 18" = 5" (mod 13), na je u 5" — 18" nemwuso ca 13.
Kaxko je A 36up mBa Gpoja memusa ca 13, To je u A memus ca 13.
(TanrenTa 71, cTp. 36, 3am. 5)

2. Heka je VA'B'C'D' nara
OpaBUJIHA TUpPaMUAA, OPU UMy je
A e VA, B e VB, C € V',
D € VD'. Osmaummo ca « yrao
KOju oOpa3yje BUCUHA MUPaAMUIE Ca
BEeHMM OO4YHMM wuBumama u ca K
[PECEK BUCUHE MUPAMUIE U PABHU 7.
[Mpumernmo na ce pasau VAC n
VA'C' mormanajy, ma obGe canpske
Bucuuy nwmpamune. lakme, VK ce
Haja3um y oBoj pasuu, nma K € AC.
Ako P(XYZ) o3mauaBa HOBDUIMHY

Tpoyraa XY Z, m3 mpeTXOgHOT MO-
oujamo Ip 2014405 2

P(ACV) = P(AKV)+ P(KCV), Tj. % -sin 2a = a_2k ~sin o + % - sin «,

rae je k = VK. KopumhemeMm ¢popmyie 3a CUHYC ABOCTPYKOT yria, W3
2cosa 1

IpeTXOoaHe je IHAKOCTU mobujamo 2accosa = ak + ck, Tj. = -+ —.
c a
2cosa 1 1
Awnasiorno, us Tpoyraa BDV nobujamo T g + .
WsjennavaBameM TpeTXOMHE OBE jeIHAKOCTH, MOOMjaMO TpasKeHY jemHa-
1 1
KOCT, Tj. —+ — = - + —.
et T4

3. Osmaunmo maty cymy ca S,. Tana je 25, =n-2"+(n—1)-2"" 1 +.. .+
3-2342.22 na Bawn
Sp =28, -5,
=n-2"+(n—-1)2" 4. 4222 (2" (n—1)2" 2 4. 2.2
=n-2" — (2" 22 4 27) —2.2!
2n — 1"
2—-1

:n.2n_

—1=(n—1)-2",

onakiie cienu TBpbheme 3amarka.

4. JlorazahiemMo ma enuncu ca JaTOM OCOOMHOM MMa OECKOHAYHO MHOTO.
Heka je ¢ nyxmua crpaHume jegHaxkocTpaHudHOr Tpoyriaa, a d > 0
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npousBosban 6poj. [locTaBuMo jemHarkoCTpaHUYAH TPOYrao Y KOODAUHATHY

c

paBaH TAKO Oa jeIHO HErOBO TeMe Oyne Tadka (d+ 23,0), a mpeocraja

nBa (d, g) u (d, —%) Jloka:xmMO [a OKO OBOI' TPOYIJIA MOYKEMO ONUCATH
€JIUTICY YUjU j€ TEeHTAp KOOPAMHATHU MOYETAK, a MOJyoce a u b mpumanajy
rOoOpAMHATHUM ocaMa. Heka je a = d + # Ha oBaj maunn o6e36enunn

CMO [1a Ce jeHO TeMe TPOYyIJa Haja3u Ha €JIUICH.

akme, enumnca je onmcaHa OKO I
jemIHAKOCTPAHUYHOT TPOYTJIa aKo U
caMO aKO CaIpPKM U IPeocTasa IBa
TEMEHAa, Tj. aKO W CaMO aKO BarKU -

¢, G -
oy 27 d —<
a2 + 2 1 i( ’ 2)
3a HEKO b > 0. Hp 2014454
2 (d+ ﬂy
[Mocrenma jeaHAKOCT je eKkBuBaJeHTHA ca b? = ———— 27 1e ounro
3¢2 + 4v/3cd

mocroju b > (0 koje 3am0BOJbABA OBaj YCJIOB, IIa M €JIUNCA CA TPaKEHOM
OCODMHOM.

[IprmeTrnMo ma cMO Ha OBaj HAUYMH 3a cBako d > ( KOHCTpyucaaud jemaHy
euICcy ca TpaskeHoOM ocobmuOM. IIpm Tome, oBako mobujene eaurmce Ccy
pa3auynTe, TaKO a WX 3auCTa uMa OECKOHAUHO MHOTO.

Komenmap. Y nurepaTypu ce HOjaBibyjy MOBE pas3auduTe Ie(QUHUII]E
eJuICe: jenHa IO KOjOj je KPYKHUIA eJIUICca U Ipyra Io kKojoj Huje. laro
pememe OATOBapa IPBOj AePUHUNM]U, Tj. HJOKA3aHO je na Ce OKO jeIHAKO-
CTPAHUYHOI TPOYIJIa MOKE ONMCATU OECKOHAYHO MHOI'O €JIWIICU O KOjUX
HEKEe MOTY OUTH M KPY/KHHUIE. Kako ce OKO CBAKOD TPOyTJia MOKE OIMUCATH
caMoO jenHa KPY/KHUIlA, U3 JATOr NOKa3a 3aKbydyjeMo ma ce OKO jeTHaKO-
CTPAHMYHOD TPOYIJIA MOKE ONMUCATA M OECKOHAYHO MHOTO EJIUICU KOje
OAroBapajy APYToj Ae(pUHUNIN]U.

5. Heka je x Opoj Ha mpBOM, Yy Ha APYroM, a z Ha Tpehem memmpy.
Tanma, mo ycnoBy 3amaTka BakU £ = Yy + 2, Yy = 2+ unua z = £ + y, 10a
jex =y+zwmm x = |y — z|. 3aT0, IpBU MaTEMATHYAD MOMKE OAPEIUTHU
Opoj HA CBOM HIEmMUpPY aKO W CAMO aKO jedHa O OBE ABE jeTHAKOCTU HUje
moryha. Kako Ha mouerky mpBM mMareMaTuyap HE MOKE OIPEIUTU KOjU
je Opoj Ha HWEroBOM IIemupy, TO cy o0be jemHakocTu MmMoryhe, a camMum
tuMm Basku |y — z| € N, Tj. y # z. Ilpyru marematuuap Takobe He MOKe
ONPEIUTH KOja ON JEMHAKOCTH y = 2 + & u Yy = |z — x| Basku, ma caumdano
Kao y MPEeTXOAHOM Hejy 3akibydyjemo na z # x. Mebhyrum, uz omrosopa
APYTOT MaTeMaThdapa MOKEMO 3aK/LYUYUTH U Buile. Hawmme, Kako Basku
Yy # z, APYTA MaTeMaTudap MO:Ke OA0aluTH jeAHAKOCT Yy = |z — x|, ako
BajkU & = 2z, ma TO HUje ciay4daj, Tj. x # 2z. Hakue, x & {z,2z} u y # z,
Y HA OCHOBY OBUX MH(GOPMAIM]a IPBU MATEMATAYAD MOMKE yTBPAUTU OPOj
Z, Tj. OH MOKe OIDAIUTU jelHy OX JeQHAKOCTU T = Yy + z u & = |y — z|.
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Kako 3a x = y + z cBakako Baxn ¢ ¢ {z,2z} n y # z, T0 OH oxbamnyje APYTy
jemuakoct, Tj. |y — z| € {#,2z}. Karo je mpyrum maremaruuap (kacHuje)
yTBpamo na je y = 2014, To He Bayku ¢y = 32, Ia U3 IPETXOTHOT 3aKbYUIY)jeMO
na je y = 2z. Romauno, z = 1007 u x = y + z = 3021.
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