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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 25.1.2014.

Prvi razred – A kategorija

1. Za realne brojeve a, b, c vaжe nejednakosti

|b − c| > | a|, |c− a| > | b|, |a− b| > | c|.

Dokazati da je jedan od brojeva a, b, c jednak zbiru preostala dva.

2. U trougao ABC sa stranicama BC = a,CA = b i AB = c upisan je
krug. Jedna tangenta tog kruga seqe stranice AC i BC u taqkama P i
Q, redom. Odrediti obim trougla PQC.

3. Na�i sva celobrojna rexeǌa jednaqine

6(6a2 + 3b2 + c2) = 5d2.

4. Neka je ABCD qetvorougao takav da vaжi

∢BCA+ ∢CAD = 180◦ i AB = AD +BC.

Dokazati da je ∢BAC + ∢ACD = ∢CDA.

5. Na odbojkaxkom turniru uqestvovalo je 10 ekipa. Svaka od ǌih
odigrala je po jednu utakmicu sa svakom od preostalih ekipa. Na
kraju turnira, prva ekipa imala je x1 pobeda i y1 poraza, druga ekipa
x2 pobeda i y2 poraza, itd. Dokazati da je

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
10 = y21 + y22 + . . .+ y210.

(Odbojkaxka utakmica se ne moжe zavrxiti nerexenim rezultatom.)

Drugi razred – A kategorija

1. Dokazati da za sve realne brojeve α, β, γ vaжi nejednakost

sinα sinβ sin γ + cosα cosβ cos γ 6 1.

2. Na�i sve realne brojeve a za koje jednaqina

x2 + y2 = a(x+ 1)(y − 1)

ima rexeǌa u skupu realnih brojeva.

3. Na�i sve uzajamno proste prirodne brojeve a i b takve da vaжi: ako
se decimalnom zapisu broja a zdesna dopixe zarez, a zatim se napixe

decimalni zapis broja b, dobija se decimalni zapis broja
b

a
.
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4. Kruжnica k1 sa centrom u O1 i polupreqnikom r i kruжnica k2 sa
centrom u O2 i polupreqnikom 2r dodiruju se iznutra. Tetiva AB
kruжnice k2 izabrana je tako da dodiruje kruжnicu k1 u taqki T i da
je AT 2 +BT 2 najve�i mogu�. Ako je ∢ATO2 tup, odrediti ∢ATO2.

5. Neka su m i n prirodni brojevi. Tabla dimenzije n× n obojena je
na xahovski naqin, tako da je poǉe u desnom doǌem uglu belo. Aca
i Bane igraju slede�u igru. U svakom potezu, Aca meǌa boju svim
poǉima jedne vrste, a zatim Bane meǌa boju svim poǉima jedne kolone
(prilikom promene boje, crna poǉa postaju bela, a bela postaju crna).
Dokazati da Bane moжe igrati tako da posle m odigranih poteza broj
crnih poǉa na tabli bude paran.

Tre�i razred – A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

x
4
√
x+

√
y = y2 · 3

√

y2,

y
4
√
x+

√
y =

3
√
x2.

2. Neka su N i S dijametralno suprotne taqke kruжnice C i neka je
t tangenta kruжnice C u taqki S. Kruжnica k sa centrom u O seqe
kruжnicu C u taqkama A i B i ortogonalna je na ǌu. Prave NA,NB
i NO seku pravu t u taqkama A′,B′ i O′, redom. Dokazati da je taqka
O′ sredixte duжi A′B′.
(Kruжnice γ1 i γ2 su ortogonalne ako se seku u taqkama X i Y i pri
tome su ǌihove tangente u taqki X me�usobno normalne.)

3. Na�i sve prirodne brojeve x za koje

x | ⌊(x− 1)
√
x⌋.

(Sa ⌊x⌋ oznaqen je ceo deo broja x.)

4. Unutar trougla ABC na simetrali ugla ACB uoqena je taqka M
takva da je

∢MBA = ∢MAC = 30◦.

Dokazati da je ∢ACB 6 60◦.

5. Neka je n ∈ N. Odrediti broj razliqitih naqina na koji se tabla
dimenzije 2×n moжe poploqati dominama (pravougaonicima dimenzije
1× 2 i 2× 1) i kvadratima dimenzije 2× 2.
(U poploqavaǌu table svako poǉe prekriveno je taqno jednom dominom
ili kvadratom.)
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Qetvrti razred – A kategorija

1. Telo T zapremine α ∈ (0, 1) sadrжano je u jediniqnoj kocki I.
Dokazati da postoje kocke K1 i K2 za koje vaжi:

1◦ K1,K2 ⊆ I;

2◦ K1 i K2 nemaju zajedniqkih unutraxǌih taqaka;

3◦ zbir duжine ivice kocke K1 i duжine ivice kocke K2 jednak je 1;

4◦ zapremina dela tela T koji se nalazi u K1 jednaka je zapremini
dela tela T koji se nalazi u K2.

2. Koxarkax ga�a kox qetiri puta. Verovatno�a pogotka prilikom
svakog ga�aǌa je 1/2, osim ukoliko koxarkax promaxi oba puta u prva
dva bacaǌa, kada je verovatno�a pogotka u svakom narednom pokuxaju
2/3.

a) Odrediti raspodelu verovatno�a broja pogodaka u 4 bacaǌa.

b) Kolika je verovatno�a da je koxarkax pogodio u tre�em poku-
xaju ako se zna da je imao taqno tri pogotka?

3. Na�i sve parove razliqitih prostih brojeva p i q za koje je

5pq − 1

peti stepen celog broja.

4. Neka je ABCD tetivni qetvorougao za koji vaжi AD = AB i neka
je X taqka na stranici CD takva da je ∢XAD = ∢ADB. Dokazati da
je

AX2 −XD2 = BC ·XD.

5. Jednakokraki trapez qije su osnovice duжina 1 i 5, a krak duжine√
7, prekriven je sa 10 podudarnih krugova polupreqnika r. Dokazati

da je r >
1

2
.

Prvi razred – B kategorija

1. Funkcija f : R → R zadata je sa f(2x+ 1) = 4x2 + 4x, za x ∈ R.

a) Odrediti f(3).

b) Odrediti f(x), za sve x ∈ R.

v) Da li je funkcija f 1-1 i na-funkcija?
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2. Ispitati da li je formula

(p ⇔ (q ∨ r)) ⇒ ((p ∧ r) ⇔ (q ∧ r))

tautologija.

3. Grupa od 300 ǉudi sa odre�enim tegobama uqestvuje u ispitivaǌu
takozvanog placebo efekta. Odre�enom broju ǉudi iz ove grupe dat
je odgovaraju�i lek, a preostalima laжni lek (lek koji nema nikakvo
dejstvo). Naravno, niko nije znao da li je dobio pravi ili laжni
lek. Ispostavilo se da je 20% onih koji su dobili pravi lek reklo
da ne ose�a nikakvo poboǉxaǌe, dok su preostali rekli da im je boǉe.
Dvadeset posto onih koji su dobili laжni lek je potvrdilo da im je
boǉe, dok su preostali iz ove grupe rekli da ne uoqavaju nikakvu
promenu. Ako je ukupno 40% ǉudi koji su uqestvovali u eksperimentu
potvrdilo poboǉxaǌe sopstvenog staǌa, odrediti koliko ǌih je do-
bilo pravi lek, a koliko laжni.

4. Koliko ima 100-cifrenih brojeva koji se zapisuju ciframa 1, 2 i
3 tako da im nikoje dve susedne cifre nisu jednake?

5. Tri Engleza i dva Francuza zainteresovani su za sedam razliqi-
tih kǌiga: tri na engleskom jeziku (traжe ih samo Englezi), dve na
francuskom jeziku (traжe ih samo Francuzi) i dve na srpskom jeziku
(traжe ih i Englezi i Francuzi). Na koliko naqina svakom od ǌih
moжemo pokloniti po jednu kǌigu?

Drugi razred – B kategorija

1. Odrediti sve kompleksne brojeve z takve da vaжi

|z + 2| = |1− z| i Re

(
z

2 + 3i

)

=
1

13
.

2. Neka je BH visina trougla ABC. Krug k, qiji je centar na duжi
BH, sadrжi taqke B i C i seqe stranicu AB u taqki E (E 6= B). Ako
je duжina duжi AB jednaka 16, a duжina duжi BC jednaka 12, odrediti
duжinu duжi AE.

3. Odrediti broj celobrojnih rexeǌa nejednaqine

|x2 − 9x− 1|6
√
21.

4. U konveksnom qetvorouglu ABCD taqke P ,Q,R,S izbrane su na
pravama BC,CD,DA,AB, redom, tako da vaжi

−−→
BP :

−−→
BC =

−−→
CQ :

−−→
CD = 1 : 2,

−−→
DR :

−−→
DA = 2 : 1,

−→
AS :

−−→
AB = 3 : 2.
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Ako se prave AP ,BQ,CR,DS seku u taqki O, odrediti AO : OP .

5. U dve jednake kutije je smexteno ukupno 65 crvenih, zelenih, жutih
i plavih lopti. Pored toga xto su razliqitih boja, lopte se mogu
razlikovati i po veliqini. Pri tome, me�u svakih pet lopti iste
boje izvuqenih iz jedne kutije, bar dve su iste veliqine. Dokazati da
postoje bar tri lopte koje se nalaze u istoj kutiji i koje su iste boje
i veliqine.

Tre�i razred – B kategorija

1. Za koje vrednosti realnog parametra a sistem jednaqina

2x − y + z + t = 0
x + 2y − z + 4t = 2
x + 7y − 4z + 11t = a

ima rexeǌa u skupu realnih brojeva?

2. Neka je S vrh trostrane piramide SABC takve da je

SA = SB = SC = a, ∢ASB = 60◦, ∢ASC = 90◦, ∢BSC = 120◦,

gde je a ∈ R+.

a) Dokazati da je trougao ABC pravougli.

b) Odrediti povrxinu piramide SABC.

3. Odrediti sve prirodne brojeve x i y za koje je

2014x + 11x = y2.

4. Odrediti sve realne brojeve x > y > 1 za koje vaжi

2x2 − xy − 5x+ y + 4 = 0.

5. Za ekipu jedne xkole u xahu treba izabrati tri takmiqara od 11
kandidata me�u kojima je 6 deqaka i 5 devojqica. Na koliko naqina
se to moжe uqiniti ako se zna da u ekipi mora biti barem jedna devo-
jqica?

Qetvrti razred – B kategorija

1. Za kompleksan broj z vaжi

arg(z + 3) =
π

3
.

Odrediti najmaǌu mogu�u vrednost |z|.
2. Rotacijom koordinatne ravni za ugao α oko taqke M taqka A(1, 2)
se preslikava u taqku A1(6, 5), a taqka B(1, 4) u taqku B1(4, 5).
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a) Odrediti sliku taqke C(1, 3).

b) Na�i veliqinu ugla α i koordinate taqke M .

3. Neka je n prirodan broj. Ako je cifra desetica broja n2 neparna,
dokazati da je cifra jedinica tog broja jednaka 6.

4. Posmatrajmo sve funkcije f : [1801, 2014]→ R takve da

|f(x)− f(y)| 6 |x− y|, za sve x, y ∈ [1801, 2014],

i f(1801) = f(2014) = 0. Odrediti najmaǌu vrednost konstante C (ako
postoji), tako da za svako x ∈ [1801, 2014] i sve ovakve funkcije f vaжi
f(x) 6 C.

5. Na pod sobe qija je povrxina 5 postavǉeno je 9 tepiha. Tepisi su
proizvoǉnog oblika, a povrxina svakog je 1. Oqigledno, neki tepisi
se moraju preklapati. Dokazati da postoje dva tepiha za koje je povr-

xina ǌihovog preklopa bar
1

9
.

OKRUЖNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 8.2.2014.

Prvi razred – A kategorija

1. Aca, Branka, Vera i Goran su od nastavnika matematike dobili
zadatak da izraqunaju koliqnik dva pozitivna realna broja, i to:
Aca da izraquna a1 : a2, Branka da izraquna b1 : b2, Vera da izraquna
v1 : v2, a Goran da izraquna g1 : g2. Nastavnik je na tabli izraqunao
koliqnik (a1 + b1 + v1 + g1) : (a2 + b2 + v2 + g2). Ispostavilo se da
nijedan od koliqnika koji su dobili uqenici nije bio ve�i od onog
koji je dobio nastavnik (uqenici i nastavnik su taqno izraqunali
svoje koliqnike). Da li koliqnici koje su dobili Branka i Goran
mogu biti razliqiti?

2. Konstruisati trougao ABC ako su date dve ǌegove stranice a i
b tako da je veliqina ugla naspram jedne od ovih stranica tri puta
ve�a od veliqine ugla naspram druge stranice.

3. Odrediti sve prirodne brojeve k,m i n za koje vaжi

2k + 10m − 10n = 2014.

4. U trouglu ABC simetrala ugla kod temena A seqe stranicu BC
u taqki D. Normala iz taqke B na pravu AD seqe opisanu kruжnicu
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trougla ABD u taqki E 6= B. Dokazati da centar O opisane kruжnice
trougla ABC leжi na pravoj AE.

5. U Ludoj xumi жivelo je 6 vukodlaka, 17 jednoroga i 55 paukova.
Vukodlak moжe da pojede pauka i jednoroga, ali ne i drugog vukodlaka,
pauk moжe da pojede jednoroga, ali ne i vukodlaka ili drugog pauka, a
jednorog ne moжe da pojede ni vukodlaka ni pauka ni drugog jednoroga.
Kada god vukodlak pojede pauka, pretvara se u jednoroga, a kada pojede
jednoroga, pretvara se u pauka; tako�e, kada pauk pojede jednoroga,
postaje vukodlak. Koliko najvixe stvoreǌa moжe ostati u xumi kada
vixe niko nikog ne bude mogao da pojede?

Drugi razred – A kategorija

1. Da li postoje kvadratne funkcije f, g, h : R → R takve da je zbir ma
koje dve od ǌih kvadratna funkcija koja ima bar jednu realnu nulu, a
zbir sve tri kvadratna funkcija koja nema realnih nula?

2. Neka su AB i CD duжi duжine 1 koje se seku u taqki O i pri tome

vaжi ∢AOC =
π

3
. Dokazati da je

AC +BD > 1.

3. Odrediti najve�i zajedniqki delilac svih brojeva iz skupa

{(n+ 2014)n+2014 + nn| n ∈ N, n > 20142014}.

4. Neka je A1A2A3A4A5 tetivni petougao qiji su svi unutraxǌi
uglovi tupi. Neka su S1, S2, S3, S4 i S5 centri upisanih kruжnica trou-
glova A5A1A2, A1A2A3, A2A3A4, A3A4A5 i A4A5A1, redom. Dokazati da
su svi unutraxǌi uglovi petougla S1S2S3S4S5 tupi.

5. Za stanovnike planete P , kojih moжda ima i beskonaqno mnogo,
vaжi slede�e:

(1) svaki stanovnik voli taqno jednog i poxtuje taqno jednog stano-
vnika;

(2) ako stanovnik A voli stanovnika B, onda svi stanovnici koji
poxtuju stanovnika A vole stanovnika B;

(3) ako stanovnik A poxtuje stanovnika B, onda svi stanovnici koji
vole stanovnika A poxtuju stanovnika B;

(4) za svakog stanovnika postoji neko ko ga voli.

Da li je obavezno taqno da svaki stanovnik voli onoga koga poxtuje?
(Stanovnik moжe poxtovati ili voleti sebe.)
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Tre�i razred – A kategorija

1. Neka su x, y, z realni brojevi takvi da vaжi x+ y+ z = 0. Dokazati
da vaжi nejednakost

6(x3 + y3 + z3)2 6 (x2 + y2 + z2)3.

2. Neka su n, k ∈ N ∪ {0} takvi da je 0 6 k 6 n. Dokazati da vaжi

k∑

i=0

(
n+ 1

i

)

+

n−k∑

i=0

2i
(
n− i

k

)

= 2n+1.

3. Znaju�i da vaжi

(4005 · 6!)3 = (5 021 004 40a 22b 000 000 000 000)6,

odrediti cifre a i b.
(Za cele brojeve 0 6 a0, a1, . . . , ak 6 5 oznaka (ak . . . a1a0)6 predstavǉa
zapis broja u bazi sa osnovom 6.)

4. Taqka D unutar oxtrouglog trougla ABC izabrana je tako da
vaжi AD = BD. Neka je taqka E presek pravih CD i AB. Ako je
AE : EB = CD : CE, dokazati da je CB = CE.

5. U nekoj zemǉi жivi konaqno mnogo stanovnika. Svaki od ǌih voli
bar jednog i poxtuje bar jednog stanovnika (ne obavezno istog). Poz-
nato je da:

(1) ako stanovnik A voli stanovnika B, onda svi stanovnici koji
poxtuju stanovnika A vole stanovnika B;

(2) ako stanovnik A poxtuje stanovnika B, onda svi stanovnici koji
vole stanovnika A poxtuju stanovnika B.

Dokazati da postoji stanovnik koji voli sebe.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Odrediti sve trojke pozitivnih realnih brojeva (a, b, c) takve da
jednaqina

ax + bx + cx = 3

ima barem tri razliqita rexeǌa u skupu realnih brojeva.

2. Za prirodne brojeve k i n oznaqimo sa dk(n) broj delilaca broja n
ne maǌih od k. Odrediti

d1(2015) + d2(2016) + d3(2017) + . . .+ d2014(4028).
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3. Odrediti najve�i prirodan broj k takav da postoji prirodan broj
n > k za koji je svaki od brojeva

(
n

0

)

,

(
n

1

)

, . . . ,

(
n

k

)

potpun kvadrat.

4. Na kruжnici k0 date su taqke A, B i C. Kruжnice k′, k′′ i k′′′

normalne su na kruжnicu k0, i pritom k′ prolazi kroz A i B, k′′ kroz
A i C, a k′′′ kroz B i C. Na kruжnici k′′′ data je taqka P 6∈ {B,C},
a potom su povuqene kruжnice k1 i k2 koje prolaze kroz P i koje su
normalne na k0, pri qemu je k1 normalna i na k′, a k2 na k′′. Dokazati
da su kruжnice k1 i k2 me�usobno normalne.
(Kruжnice γ1 i γ2 su normalne ako se seku u taqkama X i Y i pri tome
su ǌihove tangente u taqki X me�usobno normalne.)

5. Igraqi A i B naizmeniqno zameǌuju zvezdice u

⋆1 ⋆ 2 ⋆ 22 ⋆ 23 ⋆ . . . ⋆ 2999 ⋆ 21000

znacima + i −. Igraq B pobe�uje ako je po zavrxetku igre vrednost
dobijenog izraza deǉiva sa 17. U suprotnom pobe�uje igraq A. Ako
igraq A poqiǌe igru, kako treba da igra da bi sigurno pobedio?

Prvi razred – B kategorija

1. Za skupove A, B, C, neka je

P = (A \B) ∪ C i Q = (A ∪ C) \B.

Ispitati da li za sve ovakve skupove vaжi neka od relacija P ⊆ Q,
P = Q ili Q ⊆ P .

2. Neka je ABCDEF konveksan xestougao kod koga je AB = AF , BC =
CD i DE = EF . Dokazati da se simetrale uglova BAF , BCD i DEF
seku u jednoj taqki.

3. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu

9a2 − b2 + 6b = 2014.

4. Neka je ABC trougao takav da vaжi ∢ABC>∢BCA. Simetrala ugla
kod temena A ovog trougla seqe stranicu BC u taqki D. Normala iz
taqke B na pravu AD seqe opisanu kruжnicu trougla ABD u taqki
E 6= B. Dokazati da centar O opisane kruжnice trougla ABC leжi
na pravoj AE.

5. Na stovarixtu se nalazi 80 balvana. Neki imaju duжinu 3m, neki
4m, neki 5m, a neki 6m. Poznato je da balvana duжine 4m ima duplo
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vixe od balvana duжine 5m. Ukupna duжina svih balvana je 345m. Sve
balvane treba razrezati na komade duжine 1m. Koliko rezova treba
napraviti (jednim rezom moжe se razrezati samo jedan balvan)?

Drugi razred – B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

√

7x− 1

x
>

x− 1

x
.

2. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

(x2 + x+ 3)(x2 + 3x+ 3) = 3x2.

3. U skupu celih brojeva rexiti jednaqinu

3a2 + 3a+ 2014 = b3.

4. Neka je I centar upisanog kruga, a AE simetrala ugla BAC trougla
ABC (E je na duжi BC). Dokazati da vaжi

AI

IE
=

AC +AB

BC
.

5. Neka je n prirodan broj ve�i od 2. Koliko ima trojki (A,B,C)
podskupova skupa {1, 2, . . . , n} takvih da je

A ∩B ∩ C = ∅, |A ∩B| = 2 i |A ∩ C| = 1 ?

Tre�i razred – B kategorija

1. Neka je a = −1+ i
√
3, b = −1− i

√
3, c = 2 i n prirodan broj koji nije

deǉiv sa 3. Odrediti an + bn + cn.

2. Neka su ~m i ~n nenula vektori i ~a = ~m+ 3~n, ~b = 7~m− 5~n, ~c = ~m− 4~n,
~d = 7~m− 2~n. Ako je ~a ⊥ ~b i ~c ⊥ ~d:

a) dokazati da je |~m| = |~n|;

b) odrediti ugao izme�u vektora ~m i ~n.

3. Neka je a racionalan broj ve�i od
4

3
. Ako je x realan broj takav da

su x2 − ax i x3 − ax racionalni brojevi, dokazati da je x racionalan
broj.

4. Svake dve od kruжnica k1, k2 i k3 dodiruju se me�usobno spoǉa
i svaka od ǌih dodiruje kruжnicu k iznutra. Ako su O1,O2,O3 i O
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centri kruжnica k1, k2, k3 i k, redom, dokazati da je O centar kruжnice
upisane u trougao O1O2O3 ako i samo ako kruжnice k1, k2 i k3 imaju
jednake polupreqnike.

5. Svaka od maxina A, B i V moжe da proqita karticu na kojoj je
upisan par celih brojeva (m,n) i da zatim odxtampa novu karticu.
Pri tome,

(1) ako maxina A uqita karticu na kojoj je par (m,n), ona xtampa
novu karticu sa parom (m− n, n);

(2) ako maxina B uqita karticu na kojoj je par (m,n), ona xtampa
novu karticu sa parom (m+ n, n);

(3) ako maxina V uqita karticu na kojoj je par (m,n), ona xtampa
novu karticu sa parom (n,m);

Na poqetku je data kartica na kojoj je upisan par (19, 81). Da li
je mogu�e upotrebom ove tri maxine u proizvoǉnom poretku dobiti
karticu na kojoj je upisan par:

a) (7, 13); b) (12, 21)?

Qetvrti razred – B kategorija

1. Dokazati da za x > 1 vaжi nejednakost

lnx >
2(x− 1)

x+ 1
.

2. Neka je ABCDV piramida qija je osnova ABCD konveksan qetvo-
rougao sa normalnim dijagonalama. Pri tome, podnoжje visine pira-
mide nalazi se u preseku dijagonala qetvorougla ABCD. Ako su α,
β, γ i δ uglovi koje visina zaklapa sa boqnim stranama ABV , BCV ,
CDV i DAV , redom, dokazati da je

ctg2α+ ctg2γ = ctg2β + ctg2δ.

3. Neka su x i y celi brojevi takvi da je broj 3x + 7y deǉiv sa 19.
Dokazati da je i broj 43x+ 75y deǉiv sa 19.

4. Neka je R polupreqnik spoǉa pripisane kruжnice koja odgovara
hipotenuzi pravouglog trougla ABC. Dokazati da je

R

c
6

1 +
√
2

2
,

gde je c duжina hipotenuze trougla ABC.
(Spoǉa pripisana kruжnica koja odgovara hipotenuzi trougla je
kruжnica koja dodiruje hipotenuzu i produжetke kateta.)
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5. Funkcija f : N \ {1} → N definisana je na slede�i naqin: ako su
p1, p2, . . . , pk razliqiti prosti brojevi i αi ∈ N, za i ∈ {1, 2, . . . , k},
onda je

f(pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k ) = p
α2

1

1 p
α2

2

2 . . . p
α2

k

k .

Dokazati da vaжi:

a) f(ab) 6 (f(a) · f(b))2, za sve a, b ∈ N \ {1};

b) f(a2
n

) = (f(a))4
n

, za sve a ∈ N \ {1} i n ∈ N.

DRЖAVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 15.3.2014.

Prvi razred – A kategorija

1. Za brojeve a, b, c, x, y i z vaжi {a, b, c} = {x, y, z} = {15, 3, 2014}. Da
li broj

ab
c

+ xyz

mora biti sloжen?

(Za m,n, k ∈ N je sa mnk

oznaqen broj m(nk).)

2. Neka su a, b i c stranice, S povrxina, R polupreqnik opisane
kruжnice i M taqka u unutraxǌosti trougla ABC. Oznaqimo sa da,
db i dc rastojaǌa taqke M od pravih koje sadrжe stranice trougla
ABC. Dokazati da vaжi nejednakost

2S ·
(
1

a
+

1

b
+

1

c
− 1

R

)

> da + db + dc.

3. Na stolu se nalazi gomila sa n жetona. Dva igraqa, A i B, naizme-
niqno igraju, pri qemu igraq A igra prvi. U svakom potezu igraq
ili uzima jedan жeton sa neke od gomila ili deli neku od gomila
na nekoliko gomila (barem dve) sa me�usobno jednakim brojem жetona
(ako igraq uzme posledǌi жeton sa gomile ona prestaje da postoji).
Pobednik je igraq koji uzme posledǌi жeton sa stola. Za koje vre-
dnosti broja n igraq A ima pobedniqku strategiju, a za koje vrednosti
broja n igraq B ima pobedniqku strategiju?

4. Odrediti sve polinome R(x) qiji su svi koeficijenti iz skupa
{−1, 1} i za koje vaжi R(3) = 130 i R(−2) = −45.
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Drugi razred – A kategorija

1. Da li postoji konaqno ili beskonaqno mnogo prirodnih brojeva m
za koje postoje prirodni brojevi a1, a2, . . . , a2014 takvi da je

a1! + a2! + . . .+ a2014! = m! ?

2. Perica je zamislio tri realna broja a, b i c i u svesci skicirao
grafik funkcije f : R → R za koju je

f(x) = (ax2 + bx+ c)(cx2 + bx+ a).

ǋegov mla�i brat Mikica je iskoristio priliku kada Perica nije
bio kod ku�e i sa skice izbrisao y osu. Narednog dana Perica je
primetio da ǌegovoj skici nedostaje y osa. Pokuxao je da se priseti
funkcije qiji je grafik skicirao. Uspeo je da se seti da je funkcija
oblika f(x) = (ax2 + bx+ c)(cx2 + bx+ a), ali nije uspeo da se seti vre-
dnosti brojeva a, b i c. Da li je mogu�e da Perica konstruixe y osu,
ako je u svesci pronaxao skicu priloжenu na slici? Pretpostavǉa
se da je Perica prvobitno taqno skicirao grafik funkcije.

3. Neka je M sredixte luka BC opisane kruжnice k trougla ABC koji
ne sadrжi taqku A. Spoǉa pripisana kruжnica trougla ABC naspram
temena A, sa centrom S, dodiruje stranicu BC u taqki D. Ako prava
MD seqe kruжnicu k u taqki P (P 6= M) dokazati da je ∢APS = 90◦.

4. U nizu je dato n > 3 sijalica. Ispod svake sijalice nalazi se
prekidaq. Pritiskom na prekidaq ispod sijalice sa rednim brojem
i, 1 < i < n, meǌa se staǌe sijalica sa rednim brojevima i − 1, i i
i+ 1; pritiskom na prekidaq ispod prve sijalice meǌa se staǌe prve
i druge sijalice, dok se pritiskom na prekidaq ispod sijalice sa
rednim brojem n meǌa staǌe sijalica sa rednim brojevima n − 1 i
n. Odrediti sve prirodne brojeve n za koje je bez obzira na poqetno
staǌe sijalica mogu�e u konaqno mnogo poteza dobiti staǌe u kojem
su sve sijalice upaǉene.
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Tre�i razred – A kategorija

1. U trouglu ABC je AB = AC. Taqke D, E i F izabrane su na strani-
cama BC, CA i AB, redom, tako da prave EF i BC nisu paralelne
i da vaжi ∢EDF = ∢ABC. Dokazati da prava BC dodiruje opisanu
kruжnicu trougla DEF ako i samo ako je D sredixte stranice BC.

2. Za neprazne podskupove A i B skupa {1, 2, . . . , n} pixemo A < B ako
je svaki element skupa A maǌi od svakog elementa skupa B. Dokazati
da je broj parova nepraznih podskupova (A,B) skupa {1, 2, . . . , n} takvih
da je A < B jednak (n− 2)2n−1 + 1.

4. Odrediti sve n ∈ Z takve da se iz skupa {n, n+1, . . . , n+2014} moжe
izbaciti jedan broj, tako da se ostali brojevi mogu podeliti na dva
disjunktna skupa A i B, za koje je |A| = |B| i

∑

k∈A

k2 =
∑

k∈B

k2.

3. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da

3n − 2n | 6n + 3n + 1.

Qetvrti razred – A kategorija

1. Za cele brojeve a, b i c brojevi a + b + c, a2 + b2 + c2 i a3 + b3 + c3

deǉivi su sa 2013. Dokazati da

20133 | abc(a− b)(b− c)(c− a).

2. Dati su pozitivni brojevi a, b i c takvi da vaжi ab + bc + ca = 3.
Dokazati nejednakost

1

4 + (a+ b)2
+

1

4 + (b+ c)2
+

1

4 + (c+ a)2
6

3

8
.

3. Prava ℓ sadrжi sredixte M stranice BC trougla ABC i seqe
prave AB i AC u taqkama D i E, redom. Neka je K sredixte duжi
DE. Dokazati da rastojaǌe od taqke D do prave AK nije ve�e od
BC/2.

4. Na papiru je nacrtan pravilan xestougao. Aca i Voja naizmeniqno
biraju po jednu taqku sa ruba tog mnogougla, pri qemu Aca taqku uvek
boji plavom, a Voja crvenom bojom (svaka taqka moжe biti odabrana
najvixe jednom). Aca igra prvi. Igru dobija igraq koji prvi ostvari
da me�u taqkama koje je do tada obojio postoje tri koje qine temena
jednakostraniqnog ili temena jednakokrako pravouglog trougla. Da
li neki od igraqa ima pobedniqku strategiju?
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Prvi razred – B kategorija

1. Neka je a, b, c, d ∈ R,

p(x) = ax2015 + bx2013 + cx11 + dx3 + 16x2 + 3

i p(8) = 2014. Odrediti mogu�e vrednosti p(−8).

2. Ako za realne brojeve a, b, c, x, y i z vaжi ax + by + cz = 0 i ako je
izraz

ax2 + by2 + cz2

bc(y − z)2 + ca(z − x)2 + ab(x− y)2

definisan, dokazati da ǌegova vrednost ne zavisi od x, y i z.

3. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

mm + (mn)n = 2014.

4. Neka su AD i BE visine oxtrouglog trougla ABC. Prava DE
seqe opisanu kruжnicu trougla ABC u taqkama M i N . Dokazati da
je CM = CN .

5. Posmatrajmo sve reqi duжine 6 sastavǉene od 30 slova azbuke u
kojima su sva slova razliqita i pore�ana u azbuqnom poretku. Da li
u svim ovakvim reqima ima vixe pojava slova M ili slova S?
(Na primer ABVGZX je takva req, a GKZHIC nije)

Drugi razred – B kategorija

1. Da li postoji kompleksan broj z koji nije realan takav da su bro-
jevi

z15 − 1

z15
, z3 − 1

z3
i z2014 − 1

z2014

realni?

2. Neka je BD visina trougla ABC. Taqke M i N izabrane su u
ravni trougla ABC tako da vaжi AN ⊥ AB, CM ⊥ BC, AN = DC i
CM = AD. Dokazati da je BM = BN .

3. Odrediti sve prirodne brojeve m, n i p takve da vaжi

m ! + n ! = 5p.

(Za k ∈ N je k ! = k · (k − 1) · . . . · 2 · 1.)
4. Na papiru je nacrtana kruжnica. Aca i Voja naizmeniqno biraju
po jednu taqku sa kruжnice, pri qemu Aca taqku uvek boji plavom,
a Voja uvek crvenom bojom (svaka taqka moжe biti odabrana najvixe
jednom). Aca poqiǌe igru. U igri pobe�uje igraq koji prvi ostvari
da me�u taqkama koje je do tada obojio postoje tri koje qine temena
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jednakostraniqnog ili temena jednakokrako pravouglog trougla. Da
li neki od igraqa moжe igrati tako da pobedi bez obzira na to kako
igra drugi igraq?

5. Odrediti broj razliqitih naqina da top stigne od levog doǌeg do
desnog gorǌeg poǉa table 3×7, ukoliko je dozvoǉeno da se kre�e samo
udesno i nagore.
(Top je figura koja se u jednom potezu pomera sa poǉa A na poǉe koje
se nalazi u istoj vrsti ili koloni kao poǉe A. Dva kretaǌa topa su
razliqita ukoliko se u drugoj kretǌi top zaustavǉa na barem jedno
poǉe na koje se nije zaustavio u prvoj kretǌi.)

Tre�i razred – B kategorija

1. Neka je n prirodan broj. Odrediti najmaǌi prirodan broj a za
koji sistem jednaqina

x1 + x2 + . . . + xn = a
x1

2014 + x2
2014 + . . . + xn

2014 = a

nema celobrojnih rexeǌa.

2. U kompleksnoj ravni dat je jednakostraniqan trougao. Ako je-
dnom temenu ovog trougla odgovara kompleksan broj

√
3 + 5i, a centru

trougla kompleksan broj 2i, odrediti kompleksne brojeve koji odgo-
varaju preostalim temenima trougla.

3. Na�i sve prirodne brojeve n za koje postoji prirodan broj x tako
da

2014 | (3x+ 16)n − 2015.

4. U ravni su date prave p, q i r i taqke P1, P2, P3 ∈ p, Q1, Q2, Q3 ∈ q
i R1, R2, R3 ∈ r takve da je P2 izme�u P1 i P3, Q2 izme�u Q1 i Q3, R2

izme�u R1 i R3, pri qemu vaжi

P1P2 : P2P3 = Q1Q2 : Q2Q3 = R1R2 : R2R3.

Dokazati da su teжixta △P1Q1R1, △P2Q2R2 i △P3Q3R3 kolinearna.

5. U niz je pore�ano 2014 sijalica. Ispod svake sijalice nalazi se
prekidaq. Pritiskom na prekidaq ispod sijalice sa rednim brojem
i, za 1 < i < 2014, meǌa se staǌe sijalica sa rednim brojevima i − 1,
i i i + 1; pritiskom na prekidaq ispod prve sijalice meǌa se staǌe
prve i druge sijalice, dok se pritiskom na prekidaq ispod sijalice
sa rednim brojem 2014 meǌa staǌe sijalica sa rednim brojevima 2013
i 2014.
a) Ako su na poqetku sve sijalice ugaxene da li se nizom poteza moжe
dobiti da sve sijalice budu upaǉene?
b) Ako je na poqetku jedna sijalica upaǉena, a preostalih 2013
ugaxeno, da li se bez obzira koja je sijalica upaǉena moжe do�i
do staǌa u kojem su sve sijalice upaǉene?
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Qetvrti razred – B kategorija

1. Dokazati da je broj

5n(5n + 1)− 6n(3n + 2n)

deǉiv sa 13 za svaki prirodan broj n.

2. Ravan π preseca boqne ivice pravilne qetvorostrane piramide u
taqkama A, B, C i D koje se nalaze na udaǉenostima a, b, c i d, redom,
od vrha piramide. Dokazati da vaжi jednakost

1

a
+

1

c
=

1

b
+

1

d
.

3. Dokazati da je za svaki prirodan broj n ve�i od 1 broj

n · 2n−1 + (n− 1) · 2n−2 + . . .+ 3 · 22 + 2 · 21

deǉiv sa 2n.

4. Dat je jednakostraniqni trougao. Koliko ima elipsi koje se mogu
opisati oko datog trougla?

5. Tri matematiqara imaju xexire na kojima su napisani neki pri-
rodni brojevi. ǋima je poznato da je jedan od brojeva jednak zbiru
druga dva broja, i pri tome svaki matematiqar vidi brojeve ispisane
na xexirima druge dvojice, ali ne i na svom. Prvi kaжe: ,,Ja ne znam
koji je broj na mom xexiru”, na xta drugi izjavǉuje: ,,Ni ja ne znam
koji je broj na mom”. Zatim prvi konstatuje: ,,Ja sada znam koji je
broj na mom xexiru”, a drugi zakǉuquje: ,,Onda na mom xexiru mora
biti broj 2014”. Koji su brojevi napisani na xexirima?
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REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 25.1.2014.

Prvi razred - A kategorija

1. Primetimo da brojevi −a,−b i −c tako�e zadovoǉavaju uslove
zadatka, pa moжemo pretpostaviti da je barem jedan od brojeva a, b i
c nenegativan. Dati uslov je simetriqan, pa, bez umaǌeǌa opxtosti,
moжemo pretpostaviti da je a6 b6 c. Po uslovu zadatka je

|c|+ |a|6 |a− b|+ |b− c| = b− a+ c− b = |c− a|,

a iz nejednakosti trougla, |c−a|6|c|+|a|. Dakle, u svakoj od prethodnih
nejednakosti mora vaжiti jednakost, pa je c = |c| = |a − b| = b − a, tj.
b = c+ a.

2. Po uslovu zadatka qetvorougao
ABQP je tangentan, pa je AB +
PQ = AP +BQ, odnosno

AB + PQ = AC − CP +BC − CQ.

Samim tim, obim trougla PQC
jednak je a + b − c. (Tangenta 66,
str. 40, zad. 5)

A B

C

P
Q

Op2014 1A 2

3. Dokaza�emo da je a = b = c = d = 0 jedino rexeǌe ove jednaqine.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je qetvorka celih brojeva (a, b, c, d) 6=
(0, 0, 0, 0) rexeǌe date jednaqine. Neka je u =NZD (a, b, c, d) i a = ux, b =
uy, c = uz, d = ut. Deǉeǌem polazne jednaqine sa u2 dobijamo

6(6x2 + 3y2 + z2) = 5t2, (∗)

pri qemu je NZD (x, y, z, t) = 1. Iz date jednakosti odmah zakǉuqujemo
da je t deǉivo sa 6, tj. t = 6t1, t1 ∈ Z. Zamenom u (∗) dobijamo 6x2 +
3y2+z2 = 30t21, pa je 3y2+z2 paran broj, odnosno y i z su iste parnosti.
Primetimo da kvadrati neparnih brojeva daju ostatak 1 pri deǉeǌu
sa 8, a kvadrati parnih 0 ili 4. Ako su y i z neparni brojevi, tada
je 3y2 + z2 ≡ 4 (mod 8), pa je i 30t21 − 6x2 ≡ 4 (mod 8), a samim tim
i 15t21 − 3x2 ≡ 2 (mod 4). Odavde zakǉuqujemo da je 15t21 − 3x2 paran
broj, pa su brojevi t1 i x iste parnosti. Ako su oba parna, tada je
15t21 − 3x2 ≡ 0 (mod 4), a ukoliko su oba neparna 15t21 − 3x2 ≡ 15− 3 ≡ 0
(mod 4), xto nije mogu�e. Dakle, brojevi y i z moraju biti parni.
Neka je y = 2y1 i z = 2z1. Zamenom u (∗) i deǉeǌem sa 12 dobijamo

3x2 + 6y21 + 2z21 = 15t21.

Dakle, 15t21 − 3x2 je paran broj, pa su x i t1 iste parnosti. Kako je
NZD(x, y, z, t) = 1, to su x i t1 neparni. Tada je 3x2−15t21 ≡ 4 (mod 8), pa
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je 6y21 + 2z21 ≡ 4 (mod 8), odnosno 3y21 + z21 ≡ 2 (mod 4). Dakle, y1 i z1 su
iste parnosti, pa sliqno kao u prethodnom delu zadatka zakǉuqujemo
da je 3y21 + z21 ≡ 0 (mod 4), xto je kontradikcija.

4. Izaberimo taqku E na pravoj
BC tako da vaжi E − C − B i
EC = AD. Po uslovu zadatka je
∢ACE = 180◦ − ∢ACB = ∢DAC,
pa su trouglovi ACD i CAE po-
dudarni (AD = CE,AC = CA i
∢DAC = ∢ECA). Dakle, ∢ADC =
∢BEA i ∢EAC = ∢DCA.

C

A B

D

E

Op2014 1A 4

Sa druge strane, trougao ABE je jednakokraki, pa je ∢CDA = ∢BEA =
∢BAE = ∢EAC + ∢CAB = ∢ACD + ∢CAB, xto je i trebalo dokazati.

5. Svaka ekipa odigrala je po 9 meqeva, a kako nema nerexenih rezu-
ltata, to je xi + yi = 9, za sve 1 6 i 6 10. Na svakom mequ pobedila je
taqno jedna ekipa, pa je zbir x1 + x2 + . . . + xn jednak ukupnom broju

odigranih meqeva, tj.

(
10

2

)

= 45. Sada je

y21 + y22 + . . .+ y210 =(9− x1)
2 + (9− x2)

2 + . . .+ (9− x10)
2

=10 · 81− 18 · (x1 + x2 + . . .+ x10) + x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
10

= x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
10,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 72, M1126)

Drugi razred - A kategorija

1. Datu nejednakost dovoǉno je dokazati u sluqaju α, β, γ ∈
(

0,
π

2

)

,

jer za svako x ∈ R postoji x′ ∈
(

0,
π

2

)

tako da vaжi sinx′ = | sinx| i

cosx′ = | cosx|. Traжena nejednakost sada sledi iz

sinα sinβ sin γ + cosα cosβ cos γ 6 max{sin γ, cos γ} · (sinα sinβ + cosα cosβ)

= max{sin γ, cos γ} · cos(α− β) 6 1.

(Tangenta 65, str. 38, zad. 1)

2. Zapiximo jednaqinu kao kvadratnu po y:

y2 − a(x+ 1)y + (x2 + ax+ a) = 0.

ǋena diskriminanta je

D(x) = a2(x+ 1)2 − 4(x2 + ax+ a) = (a2 − 4)x2 + (2a2 − 4a)x+ (a2 − 4a).
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Da bi polazna jednaqina imala realna rexeǌa potrebno je i dovoǉno
da za neko x ∈ R vaжi D(x) > 0. Ako je |a| > 2, takvo x postoji. Sa druge
strane, ako je |a| < 2, takvo x postoji ako i samo ako je diskriminanta
kvadratne jednaqine D(x) = 0 nenegativna. Dakle,

0 6 4(a2 − 2a)2 − 4(a2 − 4)(a2 − 4a) = 32a(a− 2),

pa je a 6 0. Najzad, za a = 2 je D(x) = −4 za sve x, pa tada polazna
jednaqina nema rexeǌa, a za a = −2 je D(x) = 16x + 12, xto uzima i
pozitivne vrednosti, pa tada polazna jednaqina ima rexeǌa.
Odgovor je a ∈ (−∞, 0] ∪ (2,∞).

3. Ukoliko broj b ima taqno k cifara u decimalnom zapisu, dati
uslov ekvivalentan je sa

a+
b

10k
=

b

a
,

odnosno ab = (b − a2)10k. Primetimo da su brojevi b i b − a2 uzajamno
prosti, jer su brojevi b i a2 uzajamno prosti. Sliqno, brojevi a i
b − a2 su uzajamno prosti, pa kako b − a2 deli ab, to je b − a2 = 1 i
ab = 10k. Iz prve jednakosti je b > a, pa iz druge zakǉuqujemo da je
(a, b) = (1, 10k) ili (a, b) = (2k, 5k) (a i b su uzajamno prosti). U prvom
sluqaju dobijamo 10k = 2, xto nije mogu�e. Drugi sluqaj ekvivalentan
je sa 5k − 4k = 1, odnosno

5k

4k
− 1 =

1

4k
.

Primetimo da je za k > 1 desna stana prethodne jednakosti maǌa od
1/4, a leva ve�a od 5/4− 1 = 1/4, pa je k = 1.
Jedino rexeǌe je par (a, b) = (2, 5). (Tangenta 70, M1090)

4. Neka je PQ tetiva kruжnice
k2 koja prolazi kroz T i normalna
je na O1O2, i neka ona seqe pravu
O1O2 u taqki M a kruжnicu k1
drugi put u taqki S. Kako je
∢BTO2 = ∢O2ST = ∢O2TS, sledi
AT = PT i BT = QT . Neka je
O1M = x. Iz Pitagorine teoreme
dobijamo

QM2 =QO2
2 −MO2

2

= (2r)2 − (r − x)2

= 3r2 + 2rx− x2

TM2 =TO2
1 −MO2

1 = r2 − x2.

O1 O2

A

B

T

S

M

P

Q
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Kako je PT = PM − TM = QM − TM i QT = QM + TM , dobijamo

PT 2 +QT 2 = 8r2 + 4rx− 4x2 = 9r2 − (2x− r)2.

Ova vrednost dostiжe maksimum za x = r/2. Sada iz △TO1M sledi
∢TO1M = 60◦, pa je △TO1O2 jednakostraniqan, tj. ∢ATO2 = 150◦.

Drugo rexeǌe. Neka je ∢BTO2 = ϕ. Tada je ∢O2TO1 = 90◦ − ϕ, pa je
TO2 = 2r cos(90◦ − ϕ). Neka je U podnoжje normale iz O2 na AB. Tada
je O2U = TO2 sinϕ = 2r sin2 ϕ i TU = TO2 cosϕ = 2r sinϕ cosϕ = r sin 2ϕ.
Sada moжemo izraqunati i UB2 = (2r)2−O2U

2 = 4r2(1−sin4 ϕ). Najzad,
iz AT = UB − UT i BT = UB + UT dobijamo

AT 2 +BT 2 = 2UB2 + 2UT 2 = 2(4r2(1− sin4 ϕ) + r2 sin2 2ϕ)

= 8r2(1− sin4 ϕ+ sin2 ϕ cos2 ϕ)

= 8r2(1− 2 sin4 ϕ+ sin2 ϕ) = r2(9 − (4 sin2 ϕ− 1)2).

Ova vrednost dostiжe maksimum za sin2 ϕ = 1
4 , tj. za sinϕ = ± 1

2 . Kako
je ϕ oxtar ugao sledi ϕ = 30◦. Odatle je ∢ATO2 = 150◦.

5. Primetimo da su u poqetnoj poziciji poǉa na glavnoj dijagonali
table bele boja, kao i da se simetrijom u odnosu na glavnu dijago-
nalu bela poǉa slikaju u bela, a crna u crna. Dakle, na poqetku je
broj crnih poǉa paran. Da bi ostvario svoj ciǉ, Bane moжe igrati
na slede�i naqin: kada Aca promeni boju poǉima i-te po redu vrste
gledano od gorǌe ivice, on promeni boju poǉima i-te po redu kolone
gledano sleva. Zaista, posle svakog odigranog poteza sva poǉa na
glavnoj dijagonali ostaju bele boje (taqno jednom poǉu se boja meǌa
i to dva puta), a tabla ostaje simetriqna u odnosu na glavnu dijago-
nalu, pa je broj crnih poǉa paran.

Tre�i razred - A kategorija

1. Da bi dati izrazi bili definisani mora biti x > 0 i y > 0. Par
(x, y) = (1, 1) je rexeǌe datog sistema. Tako�e, ako je x = 1 tada je
y = 1, i sliqno, ako je y = 1 tada je x = 1. Zato, moжemo pretpostaviti
da je x 6= 1 i y 6= 1. Logaritmovaǌem (sa osnovom 10) datih jednakosti
dobijamo sistem

( 4
√
x+

√
y) · log x =

8

3
· log y

( 4
√
x+

√
y) · log y =

2

3
· log x

, odnosno

4
√
x+

√
y =

8 log y

3 log x

4
√
x+

√
y =

2 log x

3 log y

.

Iz posledǌeg sistema dobijamo 4 · log2 y = log2 x, odnosno 2 · log y = log x
ili 2 · log y = − logx. Ako je 2 · log y = log x, tada x = y2, pa iz posledǌeg
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sistema dobijamo 2
√
y = 4/3, tj. (x, y) = (16/81, 4/9). Ako je 2 · log y =

− logx, tada je 4
√
x+

√
y < 0, xto nije mogu�e.

Sva rexeǌa sistema su parovi (x, y) = (1, 1) i (x, y) =

(
16

81
,
4

9

)

.

(Tangenta 72, M1129)

2. Posmatrajmo inverziju sa centrom u N i polupreqnikom NS. Ovom
inverzijom se kruжnica C preslikava u pravu t i obratno, prava t u
kruжnicu C. Samim tim se taqke A i B preslikavaju u taqke A′ i B′,
redom. Kruжnica k, normalna na kruжnicu C, preslikava se u kru-
жnicu k′, normalnu na pravu t. To znaqi da je centar kruжnice k′ na
pravoj t i da je duж A′B′ preqnik kruжnice k′. Prava NO preslikava
se u samu sebe, pa kako je ona normalna na kruжnicu k, normalna je i
na ǌenu sliku k′. Drugim reqima, centar kruжnice k′ leжi na pravoj
ON . Kako centar kruжnice k′ pripada i pravoj t i pravoj ON , on se
poklapa sa O′. Taqka O′ je centar kruжnice k′, a A′B′ ǌen preqnik, pa
je O′ zaista sredixte duжi A′B′. (Tangenta 65, M982)

S

N

A

B

O

A′B′ O′ S

N

A′B′ O′C′

k′
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3. Neka su n i m jedinstveni prirodni brojevi takvi da je x = n2 +m
i 0 6 m 6 2n. Za x 6 3 rexeǌa zadatka su x = 1 i x = 3, pa moжemo
pretpostaviti da je x > 3.

Primetimo da vaжi (n−1)x+1 < (x−1)
√
x, jer je to nakon kvadriraǌa

i sre�ivaǌa ekvivalentno sa 1 < (2n−3)x(x−1)+mx2. Sa druge strane
je (x− 1)

√
x < (n+ 1)x (jer je

√
x < n+ 1 i x− 1 < x), pa je

n− 1 <
⌊(x− 1)

√
x⌋

x
< n+ 1.

Kako je po uslovu zadatka ⌊(x−1)
√
x⌋ deǉivo sa x, to je [(x−1)

√
x] = nx,

tj. nx 6 (x − 1)
√
x < nx + 1. Kvadriraǌem i sre�ivaǌem dobijamo

0 6 (m − 2)x + 1 < 2n + 1/x. Leva nejednakost daje m > 2, a desna
(m− 2)x6 2n− 1. Kako je n> 2, to je x>n2 > 2n− 1, pa je m = 2. Prema
tome, sva rexeǌa su x = 1 i x = n2 + 2 za n ∈ N.
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4. Neka je γ = ∢ACB. Pretpostavimo suprotno. Tada je x + y < 60◦,
gde je x = ∢MAB i y = ∢MBC. Zato je cos(x+ y) > 1/2, te je

sinx sin y =
cos(x− y)− cos(x+ y)

2
6

1− cos(x+ y)

2
<

1− 1
2

2
=

1

4
. (∗)

Sa druge strane, primenom sinu-
sne Qevine teoreme, imamo

sinx sin y sin γ
2

sin 30◦ sin 30◦ sin γ
2

= 1,

odnosno sinx sin y = sin2 30◦ = 1/4.
Ovo je u suprotnosti sa (∗), te
dolazimo do kontradikcije.

A B

C

M
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5. Neka je An skup svih poploqavaǌa i an = |An|. Oznaqimo sa ξ gorǌi-
levi ugao kvadratne table. Neka je Hn skup poploqavaǌa u kome je ξ
pokriveno horizontalnom dominom, Vn skup poploqavaǌa u kome je ξ
pokriveno vertikalnom dominom, i Kn skup poploqavaǌa u kome je ξ
pokriveno kvadratom. Tada je |An| = |Hn|+ |Vn|+ |Kn|. Oqigledno je da
je |Vn| = an−1 i |Kn| = an−2. Ako je ξ pokriveno horizontalnom domi-
nom, onda doǌi levi ugao tako�e mora biti pokriven horizontalnom
dominom, pa je |Hn| = an−2. Zakǉuqujemo da je za n> 2 ispuǌeno

an = an−1 + 2an−2. (∗)
Tako�e, imamo da je a1 = 1 i a2 = 3. Ukoliko dodamo an i levoj i
desnoj strani jednakosti (∗) dobijamo an + an−1 = 2(an−1 + an−2), pa
ako sa bn oznaqimo bn = an + an−1 dobijamo da je b2 = 4 i bn = 2bn−1, za
n > 3. To znaqi da je bn = 4 · 2n−2 = 2n, za n ≥ 2.
Ukoliko oduzmemo 2an−1 od leve i desne strane jednakosti (∗) dobijamo
an−2an−1 = −(an−1−2an−2). Neka je cn = an−2an−1. Tada je cn = −cn−1,
pa je cn = (−1)n−2c2 = (−1)nc2 = (−1)n(a2 − 2a1) = (−1)n. Sada moжemo

zakǉuqiti da je an =
2bn + cn

3
=

2n+1 + (−1)n

3
, za sve n ∈ N.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Neka je V (X) zapremina tela X i f(x) = V (T ∩[0, x]3)− V (T ∩[x, 1]3).
Funkcija f je definisana na [0, 1]. Ako je x ∈ [0, 1) i d > 0 takvo da je
x+ d 6 1, onda je

f(x+ d)− f(x) = V
(
T ∩

(
[0, x+ d]3 \ [0, x]3

))
+ V

(
T ∩

(
[x, 1]3 \ [x+ d, 1]3

))
,

pa vaжi

f(x+ d)− f(x) 6 V
(
[0, x+ d]3 \ [0, x]3

)
+ V

(
[x, 1]3 \ [x+ d, 1]3

)

= d((x+ d)2 + (x + d)d+ d2)

+ d((1 − x)2 + (1− x)(1 − x− d) + (1 − x− d)2) 6 6d
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(jer je a3− b3 = (a− b)(a2+ ab+ b2) i 0 6 d, x+ d, 1−x, 1−x− d6 1), pa je
f neprekidna na [0, 1]. Kako je f(0) = −α < 0 i f(1) = α > 0, postoji y
za koje je f(y) = 0, pa su K1 = [0, y]3 i K2 = [y, 1]3 kocke koje ispuǌavaju
uslove zadatka.

2. a) Neka je X sluqajna veliqina koja predstavǉa broj pogodaka u 4
ga�aǌa. Na osnovu redosleda qinilaca i broja sabiraka jasno je koji
je raspored pogodaka i promaxaja u 4 bacaǌa u svakom od narednih
sluqajeva:

P{X = 0} =
1

2
· 1
2
· 1
3
· 1
3
=

1

36
;

P{X = 1} =2 · 1
2
· 1
2
· 2
3
· 1
3
+ 2 · 1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

17

72
;

P{X = 2} =
1

2
· 1
2
· 2
3
· 2
3
+ 5 · 1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

61

144
;

P{X = 3} =4 · 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

4
;

P{X = 4} =
1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

16
.

Raspodela sluqajne veliqine X je X :

(
0 1 2 3 4
1
36

17
72

61
144

1
4

1
16

)

.

b) Koxarkax ima tri pogotka u 4 sluqaja, pri qemu svaki ima istu
verovatno�u. U taqno jednom od ovih sluqajeva se promaxaj dogodio

u tre�em bacaǌu, pa je traжena verovatno�a 1− 1

4
=

3

4
.

(Tangenta 68, M1047)

3. Neka je 5pq − 1 = x5, gde je x ∈ N. Tada je

5pq = x5 + 1 = (x + 1)(x4 − x3 + x2 − x+ 1). (∗)

Po Maloj Fermaovoj teoremi je x5 ≡ x (mod 5), a iz prethodne
jednakosti i x5 + 1 ≡ 0 (mod 5), pa je x ≡ −1 (mod 5). Sada je
x4 − x3 + x2 − x + 1 ≡ 0 (mod 5), pa 25 | x5 + 1, odnosno 5 | pq. Kako
su p i q prosti brojevi, zakǉuqujemo da je jedan od ǌih jednak 5, npr.
p = 5. Jednaqina (∗) sada postaje 25q = (x+1)(x4−x3+x2−x+1). Kako
je x+ 1 > 5, to je x4 − x3 + x2 − x+ 1 = x3(x− 1) + x(x− 1) + 1 > 5, pa iz

q =
x+ 1

5
· x

4 − x3 + x2 − x+ 1

5
,

zakǉuqujemo da je x+ 1 = 5, a samim tim q = 41.
Jedina rexeǌa su parovi (p, q) ∈ {(5, 41), (41, 5)}.
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4. Izaberimo taqku Y na pravoj
BC tako da vaжi Y − B − C i
da je ∢Y AB = ∢ADB. Qetvor-
ougao ABCD je tetivan, pa vaжi
∢ABY = 180◦ − ∢ABC = ∢ADC,
a kako je AB = AD i ∢Y AB =
∢ADX, to je △ABY ∼= △ADX. Iz
ove podudarnosti je BY = DX i
AY = AX.

X

A

C

B

D

Y

Op2014 4A 4
Daǉe, iz ∢Y AB = ∢ADB zakǉuqujemo da je AY tangenta kruжnice
opisane oko qetvrougla ABCD, pa je

AX2 = AY 2 = Y B · Y C = DX · (DX +BC),

odakle dobijamo traжenu jednakost.

5. Neka je ABCD dati trapez, pri qemu je AB = 5 i CD = 1.
Visina ovog trapeza je

√
3. Uoqimo pravilan xestougao CDA1A2A3A4

(A1 se nalazi u unutraxǌosti trapeza) i jednakostraniqne trou-
glove A1A2A5 i A3A4A6 (A5 i A6 se nalaze van xestougla). Kako je
CA3 = DA2 =

√
3, to se taqke A2 i A3, a samim tim i taqke A5 i A6,

nalaze na stranici AB. Tako�e, iz A2A5 = A2A3 = A3A6 = 1 zakǉuqu-
jemo da je AA5 = BA6 = 1. Oznaqimo sa O centar xestougla.
Posmatrajmo 11 taqaka O,A,B,C,D,A1, . . . , A6. Sve one se nalazi u
trapezu, pa su prekrivene nekim od 10 krugova polupreqnika r. Samim
tim, barem dve od ǌih su prekrivene istim krugom, pa je ǌihovo ras-
tojaǌe najvixe 2r. Sa druge strane, rastojaǌe svake dve od ovih 11
taqaka je barem 1, pa je 2r > 1, xto je i trebalo dokazati.
(Tangenta 65, M986)

Prvi razred - B kategorija

1. Po definiciji funkcije f je

f(x) = f

(

2 · x− 1

2
+ 1

)

= 4 ·
(
x− 1

2

)2

+ 4 · x− 1

2
= x2 − 1,

za sve x ∈ R. Specijalno, f(3) = 32 − 1 = 8.
Primetimo da je f(1) = f(−1) = 0, pa funkcija nije 1-1. Tako�e,
za svako x ∈ R vaжi f(x) = x2 − 1 > −1, pa funkcija nije ni ,,na”.
(Tangenta 69, str. 28, zad. 3)

2. Ukoliko su istinitosne vrednosti slova τ(p) = ⊤, τ(q) = ⊥ i
τ(r) = ⊤, tada je τ(p ⇔ (q ∨ r)) = ⊤, a τ((p ∧ r) ⇔ (q ∧ r)) = ⊥, pa
data formula nije tautologija. (Tangenta 65, str. 34, zad. 1)

3. Neka je x broj ǉudi koji su dobili laжni lek. Tada je ǌih 300− x
dobilo pravi lek. Poxto 20% ǉudi koji su dobili laжni lek tvrde
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da im je boǉe, ǌih ima
x

5
. Tako�e, 80% onih koji su dobili pravi

lek tvrde da im je boǉe, pa je ǌih
4(300− x)

5
. Onih koji tvrde da im

je boǉe ima 40% od 300, odnosno 120. Dakle,
x

5
+

4(300− x)

5
= 120, pa

je x = 200. (Tangenta 69, M1060)

4. Prvu cifru ovog broja moжemo izabrati na 3 naqina. Nakon oda-
bira prve cifre drugu cifru moжemo izabrati na dva naqina (ona
mora biti razliqita od prve cifre). Sliqno, tre�u, kao i svaku
narednu cifru, moжemo odabrati na dva naqina (ona mora biti razli-
qita od prethodno odabrane), pa je traжeni broj jednak 3 · 299.
5. Imamo tri mogu�nosti.

1◦ Oba Francuza dobila su kǌigu na francuskom jeziku. U ovom
sluqaju Francuzima kǌige moжemo pokloniti na 2 naqin. Sada,
za Engleze imamo 5 mogu�ih kǌiga, pa ǌima kǌige moжemo poklo-
niti na 5 · 4 · 3 = 60 naqina. Dakle, ukupan broj naqina da se
osobama poklone kǌige je u ovom sluqaju 2 · 60 = 120.

2◦ Jedan Francuz je dobio kǌigu na francuskom jeziku, a drugi na
srpskom. U ovom sluqaju potrebno je izabrati koji �e od Fra-
ncuza dobiti kǌigu na francuskom jeziku, zatim izabrati jednu
od dve kǌige koju �e on dobiti, a zatim izabrati jednu od dve
kǌige na srpskom jeziku koju �emo pokloniti drugom Francuzu.
Dakle, Francuzima kǌige moжemo pokloniti na 8 naqina. Za
Engleze ostaju 4 kǌige (tri na engleskom i jedna na srpskom
jeziku), pa ǌima kǌige moжemo pokloniti na 4 · 3 · 2 = 24 naqina.
Ukupan broj naqina da se osobama poklone kǌige u ovom sluqaju
je 8 · 24 = 192.

3◦ Oba Francuza dobila su kǌige na srpskom jeziku. U ovom sluqaju
Francuzima kǌige moжemo pokloniti na 2 naqina. Za Engleze
preostale su tri kǌige, pa ǌima kǌige moжemo pokloniti na
3 · 2 · 1 = 6 naqina. Ukupan broj naqina da se osobama poklone
kǌige u ovom sluqaju jednak je 2 · 6 = 12.

Ukupan broj naqina da se osobama poklone kǌige jednak je zbiru bro-
jeva iz sluqajeva 1◦, 2◦ i 3◦, odnosno 120 + 192 + 12 = 324.

Drugi razred - B kategorija

1. Neka je z = x+yi, x, y ∈ R. Tada je |z+2| = |x+2+yi| =
√

(x+ 2)2 + y2

i |1 − z| = |1 − x + yi| =
√

(1− x)2 + y2, pa je prva od datih jednaqina
ekvivalentna sa (x + 2)2 + y2 = (1 − x)2 + y2, odnosno sa x = −1/2. Sa
druge strane,

z

2 + 3i
=

x+ yi

2 + 3i
· 2− 3i

2− 3i
=

2x+ 3y + (2y − 3x)i

13
,
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pa je druga jednaqina ekvivalentna sa 2x+ 3y = 1, tj. (zbog x = −1/2)
sa y = 2/3.

Jedino rexeǌe datog sistema jednaqina je z = −1

2
+

2

3
· i.

(Tangenta 73, str. 34, zad. 5)

2. Neka je O centar kruga k i ∢BAC = α, ∢ABC = β, ∢BCA = γ.
Tada je ∢OBC = 90◦ − γ, a kako je trougao BOC jednakokraki, to je i
∢OCB = 90◦ − γ. Sada, iz zbira uglova trougla BOC zakǉuqujemo da
je ∢BOC = 180◦ − 2 · (90◦ − γ) = 2γ. Daǉe, ∢BOC je centralni a ∢BEC
periferijski ugao kruga k, pa je 2 ∢ BEC = ∢BOC, tj. ∢BEC = γ.
Dakle, △CBE ∼ △ABC (∢CBE = ∢ABC i ∢BEC = ∢BCA), pa je
BC

BE
=

BA

BC
, tj. BE = 9. Konaqno, AE = AB −BE = 7.

(Tangenta 68, str. 38, zad. 2)

A C

B

O
E

H
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3. Nejednaqina je ekvivalentna sa −
√
21 6 x2 − 9x− 1 6

√
21. Kako je

0 6 x2 − 9x− 1 +
√
21 = (x − 4−

√
21)(x− 5 +

√
21)

⇔ x ∈ (−∞, 5−
√
21]∪[4 +

√
21,∞)

0 > x2 − 9x− 1−
√
21 = (x − 4 +

√
21)(x− 5−

√
21)

⇔ x ∈ [4−
√
21, 5 +

√
21],

sledi da je rexeǌe nejednaqine x ∈ [4−
√
21, 5−

√
21]∪[4+

√
21, 5+

√
21].

Kako je

−1 < 4−
√
21 < 0 < 5−

√
21 < 1 i 8 < 4 +

√
21 < 9 < 5 +

√
21 < 10,

sledi da su 0 i 9 jedini celi brojevi koji zadovoǉavaju nejednaqinu,
tj. nejednaqina ima dva celobrojna rexeǌa.

4. Primetimo da su taqke P , Q i A sredixta duжi BC, CD i DR,

redom. Neka je
−→
OA = ~a,

−−→
OB = ~b. Taqke O,P,A, odnosno O,Q,B, su

kolinearne, pa za neke realne brojeve k, l < 0 je
−−→
OP = k ·~a i

−−→
OQ = l ·~b.

Odavde je

−−→
OC =

−−→
OP +

−−→
PC =

−−→
OP +

1

2
· −−→BC =

−−→
OP +

1

2
· (−−−→

OB +
−−→
OC),
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pa je
−−→
OC = 2 · −−→OP − −−→

OB = 2k · ~a − ~b. Sliqno je
−−→
OD = 2 · −−→OQ − −−→

OC =

(2l+ 1) ·~b− 2k ·~a i
−−→
OR = 2 · −→OA−−−→

OD = (2k+ 2) · −→a − (2l+ 1) ·~b. Vektori−−→
OR i

−−→
OC su kolinearni, pa za neko t vaжi t · −−→OR =

−−→
OC, odnosno

t(2k + 2) · ~a− t(2l+ 1) ·~b = 2k · ~a−~b.

Vektori ~a i ~b su linearno nezavisni, pa je t(2k+2) = 2k i t(2l+1) = 1,
odnosno (2l + 1)k = k + 1. Daǉe,

−→
OS =

−−→
OB +

1

2
· −−→AB =

−−→
OB +

1

2
· (−−→

OA+
−−→
OB),

tj.
−→
OS =

3

2
·~b− 1

2
·~a. Vektori

−→
OS i

−−→
OD su kolinearni, pa za neki realan

broj r vaжi r · −→OS =
−−→
OD, odnosno

− r

2
· ~a+ 3r

2
·~b = −2k · ~a+ (2l + 1) ·~b.

Dakle, r = 4k i 3r = 2(2l + 1), odnosno 6k = 2l + 1. Sada, zamenom u

prethodno dobijenu jednakost za k i l dobijamo 6k2 = k+1, tj. k = −1

3
.

Traжeni odnos jednak je 3.

A B S

C

D
Q

P

R

O

Op2014 2B 4

5. U dve kutije smexteno je 65 kuglica, pa su u jednoj od ǌih sme-
xtene barem 33 kuglice. Sve kuglice ove kutije su jedne od 4 boje, pa,
po Dirihleovom principu, postoji 9 kuglica koje su iste boje. Pre-
tpostavimo da me�u ovih 9 kuglica ne postoje tri koje su iste veli-
qine. Tada me�u ǌima postoji barem 5 kuglica razliqitih veliqina,
xto je u kontradikciji sa uslovom zadatka. (Tangenta 73, M1150)
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Tre�i razred - B kategorija

1. Dodavaǌem druge jednaqine pomnoжene sa −1 tre�oj, i druge jedna-
qine pomnoжene sa −2 prvoj, dobijamo slede�i ekvivalentni sistem
jednaqina

x + 2y − z + 4t = 2
5y − 3z + 7t = a− 2

−5y + 3z − 7t = −4.

Dodavaǌem druge jednaqine tre�oj, zakǉuqujemo da za a 6= 6 sistem
nema realnih rexeǌa. Za a = 6 jedno rexeǌe sistema je qetvorka(
2

5
,
4

5
, 0, 0

)

, pa je a = 6 jedino rexeǌe zadatka.

(Tangenta 70, str. 30, zad. 5)

2. U trouglu SAB vaжi ∢ASB =
60◦ i SA = SB, pa je on jed-
nakostraniqan, odnosno AB =
a. Trougao SCA je jednakokrako-
pravougli, pa je AC = a

√
2. U

trouglu SBC vaжi ∢BSC = 120◦ i
SB = SC, pa je BC2 = SB2+SC2−
2 · SB · SC · cos 120◦ (po kosinusnoj
teoremi), odnosno BC = a

√
3.

C A

B

S

a

a a

a

a
√
2

Op2014 3B2

a) Kako je BC2 = AB2 + AC2, iz Pitagorine teoreme zakǉuqujemo da
je trougao ABC pravougli (sa pravim uglom kod temena A).
b) Neka je sa P (XY Z) oznaqena povrxina △XY Z. Iz prethodnog

P (SAB) =
1

2
·SA ·SB · sin 60◦ =

a2
√
3

4
, P (SBC) =

1

2
·SB ·SC · sin 90◦ =

a2

2
,

P (SCA) =
1

2
·SC·SA·sin 120◦ = a2

√
3

4
, P (ABC) =

1

2
·AB·AC·sin 90◦ =

a2
√
2

2
.

Povrxina piramide jednaka je

P (SAB) + P (SBC) + P (SCA) + P (ABC) =
a2(1 +

√
2 +

√
3)

2
.

(Tangenta 65, str. 35, zad. 2)

3. Za x = 1 jedino rexeǌe je par (x, y) = (1, 45). Pretpostavimo da je
x > 2. Kako je 2014x+11x neparan broj, zakǉuqujemo da je i y neparan.
Sa druge strane, 4 | 2014x, pa je y2 = 2014x + 11x ≡ 11x (mod 4), a kako
kvadrat neparnog broja daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 4, zakǉuqujemo
da je 11x ≡ 1 (mod 4). Me�utim, 11x ≡ 3x (mod 4), pa 11x daje ostatak
1 pri deǉeǌu sa 4 akko je x paran broj. Tada 11x ≡ 2x ≡ 1 (mod 3),
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pa y2 = 2014x + 11x ≡ 1 + 1 = 2 (mod 3), xto nije mogu�e, jer kvadrat
prirodnog broja daje ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 3.
Jedino rexeǌe je par (x, y) = (1, 45).

4. Brojevi x i x− y su nenegativni, pa vaжi

x2 − xy = x(x− y) > 1 · (x− y) = x− y.

Sada je

0 = 2x2 − xy− 5x+ y+4 = x2 + x2 − xy− 5x+ y+4 > x2 − 4x+4 = (x− 2)2,

pa je x = 2. Zamenom u polaznu jednaqinu dobijamo y = 2.
Jedino rexeǌe jednaqine je par (x, y) = (2, 2).

5. Po uslovu zadatka, ekipa se moжe sastojati od: tri devojqice, dve
devojqice i jednog deqaka, ili jedne devojqice i dva deqaka. U prvom

sluqaju ekipa se moжe odabrati na
5 · 4 · 3
3 · 2 = 10 naqina. U drugom

sluqaju ekipa se moжe odabrati na
5 · 4
2

· 6 = 60 naqina. U tre�em

sluqaju ekipa se moжe odabrati na 5 · 6 · 5
2

= 75. Dakle, ukupan broj

naqina da se ekipa odabere je 145. (Tangenta 68, str. 29, zad. 7)

Qetvrti razred - B kategorija

1. Kompleksan broj z + 3 nalazi se na pravoj p kompleksne ravni koja
prolazi kroz koordinatni poqetak i sa nenegativnim delom realne ose
zaklapa ugao π/3. Samim tim, kompleksan broj z nalazi se na pravoj
q koja je paralalna sa p i sadrжi taqku −3, pa je minimalna vrednost
broja |z| rastojaǌe izme�u prave q i koordinatnog poqetka. Prava

q zadata je jednaqinom y = (x + 3) · tg π

3
=

√
3 · (x + 3), pa je traжena

minimalna vrednost jednaka
3
√
3√

3 + 1
=

3
√
3

2
.

2. Taqka A1 dobija se rotacijom taqke A oko taqke M , pa je MA =
MA1, i M se nalazi na simetrali duжi AA1. Neka je y = kA · x + cA
jednaqina simetrali duжi AA1, koju �emo oznaqiti sa lA. Jednaqina

prave AA1 je
x− 1

6− 1
=

y − 2

5− 2
, odnosno y =

3

5
·x+ 7

5
, pa je kA = −5

3
. Prava

lA sadrжi sredixte duжi AA1, tj. taqku

(
7

2
,
7

2

)

, pa je
7

2
= −5

3
· 7
2
+ cA,

odnosno cA =
28

3
. Sliqno, M se nalazi i na simetrali lB duжi BB1.

Neka je jednaqina prave lB: y = kB · x + cB. Jednaqina prave BB1 je
x− 1

4− 1
=

y − 4

5− 4
, tj. y =

1

3
· x +

11

3
, pa je kB = −3. Prava lB sadrжi i
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sredixte duжi BB1, tj. taqku

(
5

2
,
9

2

)

, pa je
9

2
= −3 · 5

2
+ cB, odnosno

cB = 12. Taqka M(xM , yM ) nalazi se u preseku pravih lA i lB, pa vaжi

yM = −5

3
· xM +

28

3
, yM = −3 · xM + 12.

Rexavaǌem ovog sistema dobijamo xM = 2 i yM = 6.

Primetimo da je α < π, pa iz
−−→
AM · −−−→A1M = (−1,−4) · (4,−1) = 0,

dobijamo α = π/2. Pri tome,
rotacija je u pozitivnom smeru.
Primetimo da je taqka C sre-
dixte duжi AB. Zato je i taqka
C1 sredixte duжi A1B1 (rotacija
je izometrijska transformacija),
tj. C1 je taqka (5, 5). (Tangenta 71,
M1111)

A

C

B

A1B1 C1

M
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3. Broj n moжemo zapisati kao 10k + a, gde je 0 6 a 6 9. Primetimo
da je n2 = (10k + a)2 = 100k2 + 20ka+ a2, pa je cifra desetica broja n2

jednaka cifri desetica broja 20ka+ a2. Cifra desetica broja 20ka je
parna, tako da, po uslovu zadatka, cifra desetica broja a2 mora biti
neparna. Proverom zakǉuqujemo da od brojeva a2, za 0 6 a 6 9, jedino
42 = 16 i 62 = 36 imaju neparnu cifru desetica. U oba sluqaja je
cifra jedinica broja n2 = (10k+ a)2 jednaka 6, qime je dokaz zavrxen.
(Tangenta 70, str. 31, zad. 3)

4. Neka je K =
1801 + 2014

2
. Ako je x ∈ [1801,K], sledi

|f(x)| = |f(x)− f(1801)| 6 |x− 1801| 6 2014− 1801

2
.

Ako je x ∈ [K, 2014], sledi

|f(x)| = |f(x)− f(2014)| 6 |x− 2014| 6 2014− 1801

2
.

Dakle, za svako f sa navedenim svojstvima vaжi |f(x)| 6 2014− 1801

2
,

tj. C 6
2014− 1801

2
.

Ako je

f(x) =

{
x− 1801, za x ∈ [1801,K]

−x+ 2014, za x ∈ [K, 2014]
,

onda f zadovoǉava traжena svojstva i vaжi |f(K)| = 2014− 1801

2
, pa

je C =
2014− 1801

2
.
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5. Pretpostavimo da je za svaka dva tepiha povrxina preklopa maǌa

od
1

9
. Tako�e, moжemo pretpostaviti da se tepisi u sobu dodaju

jedan po jedan. Prvi tepih prekriva povrxinu 1. Pod uvedenom
pretpostavkom, slede�i postavǉeni tepih pokriva deo poda qija je

povrxina ve�a od
8

9
. Daǉe, tre�i tepih pokriva deo poda qija je

povrxina ve�a od
7

9
, i tako daǉe. Posledǌi, deveti tepih pokriva

deo poda qija je povrxina ve�a od
1

9
. Me�utim, kako je

1 +
8

9
+

7

9
+ . . .+

1

9
= 5,

zakǉuqujemo tepisi pokrivaju povrhinu poda koja je ve�a od 5, xto
nije mogu�e. (Tangenta 70, M1084)

REXEǋA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 8.2.2014.

Prvi razred - A kategorija

1. Aca nije dobio ve�i koliqnik od nastavnika, pa vaжi

a1
a2

6
a1 + b1 + v1 + g1
a2 + b2 + v2 + g2

,

odnosno
a1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 a2(a1 + b1 + v1 + g1).

Analogno tvr�eǌe vaжi i za Branku, Veru i Gorana, pa zbog toga
imamo qetiri nejednakosti:

a1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 a2(a1 + b1 + v1 + g1),

b1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 b2(a1 + b1 + v1 + g1),

v1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 v2(a1 + b1 + v1 + g1),

g1(a2 + b2 + v2 + g2) 6 g2(a1 + b1 + v1 + g1).

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobijamo

(a1 + b1 + v1 + g1)(a2 + b2 + v2 + g2) 6 (a1 + b1 + v1 + g1)(a2 + b2 + v2 + g2).

Kako u ovoj nejednakosti zapravo vaжi jednakost, u svakoj od prethodne

qetiri nejednakosti tako�e vaжi znak jednakosti. Zbog toga je
a1
a2

=

b1
b2

=
v1
v2

=
g1
g2

=
a1 + b1 + v1 + g1
a2 + b2 + v2 + g2

, pa su Branka i Goran dobili isti

koliqnik.
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2. Analiza. Neka je a = BC, b = AC i a > b. Po uslovu zadatka je
∢BAC = 3 ∢ ABC. Izaberimo taqku D na stanici BC tako da vaжi
∢DAB = ∢ABD, tj. AD = DB. Tada je ∢ADC = ∢DAB + ∢ABD =
∢CAD, pa je i AC = CD. Dakle, DA = a− b.
Konstrukcija. Neka je bez umaǌeǌa opxtosti a > b. Konstruiximo
duж AC duжine b. Konstruiximo kruжnicu k1 sa centrom u C i
polupreqnikom b i kruжnicu k2 sa centrom u A i polupreqnikom a− b.
Neka je D taqka preseka kruжnica k1 i k2. Konstruiximo kruжnicu
k3 sa centrom u D i polupreqnikom a−b. Taqka B je ona taqka preseka
kruжnice k3 i prave CD za koju vaжi C −D −B.
Dokaz. Po konstrukciji, taqka D nalazi se na kruжnici k1, pa vaжi
CD = b, i na kruжnici k2, pa vaжi AD = a−b. Sliqno, taqka B nalazi
se na kruжnici k3, pa vaжi DB = a− b. Dakle, trouglovi ACD i ADB
su jednakokraki, pa zbog C − D − B vaжi ∢CAB = ∢CAD + ∢DAB =
∢ADC + ∢DBA = 3 ∢ABC, xto je i trebalo dokazati.
Diskusija. Ako je a = b zadatak nema rexeǌa. Ako je a > b kruжnice
k1 i k2 seku se u dve razliqite taqke X i Y . Zbog simetrije, za
D = X i D = Y dobijamo podudarne trouglove ABC, pa zadatak u
ovom sluqaju ima jedinstveno rexeǌe. (Tangenta 71, M1104)

3. Ako je k > 1, m > 1 i n > 1, leva strana jednakosti je deǉiva sa
4, xto nije mogu�e jer 2014 nije deǉiv sa 4. Dakle, barem jedan od
brojeva k, m i n jednak je 1. Ako je k = 1, cifra jedinica broja sa
leve strane je 2, xto nije mogu�e jer je cifra jedinica broja 2014
jednaka 4. Ako je m = 1, jednaqina se svodi na 2k − 2004 = 10n. Odavde
je 2k > 2004, tj. k > 10. Daǉe, kako 4 deli broj 2k − 2004, a 8 ne
deli ovaj broj, zakǉuqujemo da je n = 2, xto nije mogu�e jer 2104
nije stepen broja 2. Dakle, n = 1 i data jednaqina ekvivalentna je
sa 2k + 10m = 2024. Odavde je 10m < 2024, tj. m 6 3. Za m = 1 i
m = 2 jednaqina nema rexeǌa, dok za m = 3 dobijamo (jedino) rexeǌe
jednaqine (k,m, n) = (10, 3, 1).

4. Neka je ∢BAC = α, ∢ABC = β, ∢BCA = γ i F podnoжje normale iz
taqke B na pravu AD.
Razmotrimo prvo sluqaj β > γ. Tada je ∢ABF = 90◦ − α/26 β, pa vaжe
rasporedi A − F −D i B − F − E. Daǉe, iz tetivnosti qetvorougla
ABDE dobijamo ∢EAB = ∢EAD+∢DAB = ∢EBD+α/2 = β−∢ABF +
α/2 = 90◦ − γ. Sa druge strane, ∢OAB = (180◦ −∢AOB)/2 = 90◦ − γ, pa
kako su taqke O i C sa iste strane prave AB (jer je γ < 90◦), to su
taqke A, O i E kolinearne.
Razmotrimo sada sluqaj β < γ690◦. U ovom sluqaju je ∢ABD < ∢ABE,
pa vaжi A−D − F . Tako�e, ∢EBD = ∢ABF −∢ABD = 90◦ − α/2− β =
(γ−β)/26α/2 = ∢DAB, pa vaжi raspored B−E−F . Dokaz zavrxavamo
sliqno kao u prethodnom sluqaju.
Na kraju, razmotrimo sluqaj β < 90◦ < γ. U ovom sluqaju tako�e vaжi
A−D−F (jer je ∢ABD < ∢ABF ). Me�utim, sada je ∢FBD = (γ−β)/2 >
α/2 = ∢FAB, pa vaжi raspored F −B − E. Daǉe, qetvorougao ADBE
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je tetivan, pa vaжi ∢BAE = ∢DAE − ∢DAB = 180◦ − ∢DBE − α/2 =
∢DBF−α/2 = (γ−β)/2−α/2 = γ−90◦. Sa druge strane, kako su taqke C
i O sa razliqitih strana prave AB, vaжi ∢OAB = (180◦−∢AOB)/2 =
(180◦ − 2(180◦ − γ))/2 = γ − 90◦, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

A B

C

D

F

E

O

Prvi sluqaj

A B

C

D

F

E

O

Drugi sluqaj

A B

C
D

F

E
O

Tre�i sluqaj

5. Odgovor je 23.
Iz uslova zadatka prime�ujemo da na kraju moжe opstati samo jedna
vrsta. Kako posle svakog jedeǌa parnosti brojeva jednoroga i vuko-
dlaka ostaju razliqite, ne mogu ostati samo paukovi. Dakle, svih 55
paukova moraju da ixqeznu, za xta je potrebno bar 55 jedeǌa. Dakle,
mogu ostati najvixe 23 stvoreǌa.
S druge strane, ako 17 paukova odmah pojede jednoroge, ostaju 23
vukodlaka i 38 paukova. Neka nadaǉe, kad god vukodlak pojede pauka,
pauk pojede nastalog jednoroga. Posle svakog ovakvog para jedeǌa,
broj vukodlaka ostaje isti, a broj paukova se smaǌuje za 2. Tako �e
posle 19 puta po dva jedeǌa ostati samo 23 vukodlaka. Ovim je dokaz
zavrxen.

Drugi razred - A kategorija

1. Dokaza�emo da traжene funkcije postoje. Neka su f(x), g(x) i h(x)
kvadratne funkcije takve da vaжi f(x)+g(x) = 2(x−1)2, g(x)+h(x) = 2x2

i h(x) + f(x) = 2(x+ 1)2, odnosno (rexavaǌem ovog sistema)

f(x) = x2 + 2, g(x) = x2 − 4x, h(x) = x2 + 4x.

Zbog naqina odabira ovih funkcija zbir ma koje dve ima realnu nulu,
a zbir sve tri f(x) + g(x) + h(x) = 3x2 + 2 nema, qime je dokazano da je
odgovor na postavǉeno pitaǌe potvrdan.

2. Neka je AO = x, BO = y, CO = z, DO = t. Iz uslova zadatka je
x+ y = 1 i z + t = 1. Daǉe, primenom kosinusne teoreme na trouglove
AOC i BOD dobijamo

AC2 = x2 + z2 − xz, BD2 = y2 + t2 − yt.

Po KA nejednakosti je x2 + z2 > 2

(
x+ z

2

)2

, pa je

x2 + z2 − xz > 2

(
x+ z

2

)2

− xz =
x2 + z2

2
>

(
x+ z

2

)2

.
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Analogno je y2 + t2 − yt>

(
y + t

2

)2

, pa je

AC +BD =
√

x2 + z2 − xz +
√

y2 + t2 − yt>
x+ z

2
+

y + t

2
= 1.

Drugo rexeǌe. Izaberimo taqku
E tako da je trougao CDE jedna-
kostraniqan i da se taqke A i E
nalaze sa iste strane prave CD.
Tada je ∢CDE = ∢COA, pa je
AB ‖ ED. Kako je i AB = ED,
to je qetvorougao ABDE parale-
logram, a samim tim AE = BD.
Sada je po nejednakosti trougla

1 = CE 6AC +AE = AC +BD,

xto je i trebalo dokazati.
(Tangenta 73, M1156)
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3. Oznaqimo sa d traжeni broj. Dokaza�emo da je d = 4. Neka je

xn = (n+ 2014)n+2014 + nn, za n ∈ N.

Neka je p prost broj koji ne deli 2014 i n > 20142014 takvo da p | n.
Tada p ∤ n + 2014, pa p ∤ xn. Odavde zakǉuqujemo da broj d moжe biti
deǉiv jedino prostim brojevima iz skupa {2, 19, 53}.
Za n > 20142014 takvo da 19 · 53 | n − 1, imamo xn ≡ 1 + 1 (mod 19) i
xn ≡ 1 + 1 (mod 53), pa 19 ∤ d i 53 ∤ d. Dakle, d = 2k, za neko k > 0.
Ako je n paran broj, onda su brojevi (n+2014)n+2014 i nn deǉivi sa 4,
pa 4 | xn. Ako je n ≡ 1 (mod 4), onda je xn ≡ (−1)n+2014 +1n ≡ 0 (mod 4).
Sliqno, za n ≡ −1 (mod 4) dobijamo xn ≡ 1n+2014 + (−1)n ≡ 0 (mod 4).
Iz svega navedenog zakǉuqujemo da je k>2. Daǉe, za n > 20142014 takvo
da je n ≡ 3 (mod 8) imamo

xn ≡ 1n+2014 + 3n ≡ 1 + 3 · (32)n−1

2 ≡ 1 + 3 ≡ 4 (mod 8),

pa 8 ∤ d, odnosno d = 4.

4. U trouglu A1A2A3 vaжi

∢A2S2A3 = 180◦ − (∢S2A2A3 + ∢S2A3A2)

= 180◦ −
(
∢A1A2A3

2
+

∢A2A3A1

2

)

= 90◦ +
∢A2A1A3

2
.
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Analogno je i ∢A2S3A3 = 90◦ +
∢A2A4A3

2
. Sa druge strane,

petougao A1A2A3A4A5 je tetivan,
pa je ∢A2A1A3 = ∢A2A4A3, tj.
∢A2S2A3 = ∢A2S3A3. Dakle,
qetvorougao A2A3S3S2 je tetivan,
pa je

∢A2S2S3 = 180◦ − ∢A2A3S3

= 180◦ − ∢A2A3A4

2
.

A1

A2

A3

A4

A5

S2

S3

Ok 2014 2A4

Analogno dobijamo i ∢A2S2S1 = 180◦ − ∢A2A1A5

2
. Konaqno

∢S1S2S3 =360◦ − ∢A2S2S3 − ∢A2S2S1

=
∢A2A3A4 + ∢A2A1A5

2
,

pa kako su uglovi A2A3A4 i A2A1A5 tupi, i ǌihova aritmetiqka
sredina je tup ugao. Analogno dobijamo i da su preostali uglovi
petougla S1S2S3S4S5 tupi.

5. Posmatrajmo stanovnika A. Neka stanovnik D voli stanovnika A,
stanovnik A poxtuje stanovnika B, a stanovnik B voli stanovnika C.
Po uslovima zadatka, stanovnik A voli stanovnika C, a stanovnik D
poxtuje stanovnika B, odakle sledi da stanovnik D voli stanovnika
C. Kako stanovnik D voli samo jednog stanovnika, zakǉuqujemo da je
A = C, tj. A voli samog sebe. Konaqno, stanovnik B voli stanovnika
A, ali voli i sebe, dakle B = A, tj. A i poxtuje samog sebe.

Tre�i razred - A kategorija

1. Moжemo pretpostaviti da su dva od brojeva x, y i z nenegativna (u
suprotnom dokaz vrximo za brojeve −x, −y i −z). Neka je bez umaǌeǌa
opxtosti x, y > 0. Iz datog uslova je z = −x− y, pa vaжi

(x3 + y3 + z3)2 = 9x2y2(x+ y)2 i (x2 + y2 + z2)3 = 8(x2 + y2 + xy)3.

Kako je x2 + y2 > 2xy, to vaжi x2 + y2 + xy > 3xy i

4(x2 + y2 + xy)> 3(x2 + y2 + xy) + 3xy = 3(x+ y)2.

Konaqno,

(x2 + y2 + z2)3 = 2(x2 + y2 + xy)2 · 4(x2 + y2 + xy)

> 2(3xy)2 · 3(x+ y)2 = 6(x3 + y3 + z3)2.

(Tangenta 70, M1094)
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2. Dokaz izvodimo indukcijom po M = n + k. Za n + k = 0, tj. n =
k = 0 obe sume jednake su 1, pa tvr�eǌe vaжi. Pretpostavimo zato da
tvr�eǌe vaжi za sve n′ > k′ takve da je n′ + k′ 6M i dokaжimo da vaжi
za sve n> k takve da je n+ k = M + 1. Ako je n = k, tada je

k∑

i=0

(
n+ 1

i

)

+

n−k∑

i=0

2i
(
n− i

k

)

=

n∑

i=0

(
n+ 1

i

)

+ 1 =

n+1∑

i=0

(
n+ 1

i

)

= 2n+1,

a ako je k = 0, tada je

k∑

i=0

(
n+ 1

i

)

+

n−k∑

i=0

2i
(
n− i

k

)

= 1 +

n∑

i=0

2i = 2n+1.

Neka je zato n > k > 1. Korix�eǌem identiteta

(
a+ 1

b+ 1

)

=

(
a

b+ 1

)

+

(
a

b

)

,

dobijamo

k∑

i=0

(
n+ 1

i

)

= 1 +

k∑

i=1

(
n+ 1

i

)

= 1+

k∑

i=1

((
n

i

)

+

(
n

i− 1

))

=
k∑

i=0

(
n

i

)

+
k−1∑

i=0

(
n

i

)

, (1)

kao i

n−k∑

i=0

2i
(
n− i

k

)

=

n−k−1∑

i=0

2i
((

n− i− 1

k

)

+

(
n− i− 1

k − 1

))

+ 2n−k

=

n−1−k∑

i=0

2i
(
n− 1− i

k

)

+

n−1−(k−1)
∑

i=0

2i
(
n− 1− i

k − 1

)

. (2)

Kako je n− 1> k i n− 1 + k = M , to je po induktivnoj pretpostavci

k∑

i=0

(
n

i

)

+

n−1−k∑

i=0

2i
(
n− 1− i

k

)

= 2n,

a kako je n − 1 > k − 1 i n − 1 + k − 1 = M − 1, to je po induktivnoj
pretpostavci

k−1∑

i=0

(
n

i

)

+

n−1−(k−1)
∑

i=0

2i
(
n− 1− i

k − 1

)

= 2n.

Sada, traжenu jednakost dobijamo sabiraǌem jednakosti (1) i (2).
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Drugo rexeǌe. Desna strana date jednakosti jednaka je broju podsku-
pova skupa S = {1, 2, . . . , n+1}. Dakle, dovoǉno je dokazati da je i leva
strana jednaka ovom broju.
Prva suma na levoj strani jednakosti jednaka je broju podskupova
skupa S koji imaju najvixe k elemenata. Odatle, dovoǉno je dokazati
da je druga suma na levoj strani jednakosti jednaka broju podskupova
skupa S koji imaju vixe od k elemenata. Uvo�eǌem smene j = n − i
dobijamo da vaжi

n−k∑

i=0

2i
(
n− i

k

)

=
n∑

j=k

2n−j

(
j

k

)

= L.

Neka je j fiksirano, k 6 j 6 n. Tvrdimo da je 2n−j
(
j
k

)
upravo

broj podskupova skupa S koji imaju vixe od k elemenata takvih da
se na mestu k + 1 po veliqini nalazi element j + 1. Zaista, prvih
k elemenata po veliqini biramo iz skupa {1, 2, . . . , j}, xto se moжe
uqiniti na

(
j
k

)
naqina; naredni element po veliqini je fiksiran (to

je j + 1), a svi preostali elementi qine proizvoǉan podskup skupa
{j + 2, j + 3, . . . , n + 1}, te ih moжemo odabrati na 2n+1−(j+2)+1 = 2n−j

naqina, qime je tvrdǌa dokazana. Kako za proizvoǉan podskup skupa
S element koji je na mestu k + 1 po veliqini moжe biti bilo koji od
brojeva k+1, k+2, . . . , n+1, prema prethodno reqenom dobijamo da je L
upravo broj podskupova skupa S koji imaju vixe od k elemenata. Time
je dokaz zavrxen.

3. Primetimo da za

n = (akak−1 . . . a2a1a0)6 =
k∑

i=0

ai · 6i

vaжi n ≡
k∑

i=0

ai (mod 5) i n ≡
k∑

i=0

ai(−1)i (mod 7). Kako je broj (4005 ·6!)3

deǉiv brojem 5, iz prethodnog zakǉuqka dobijamo

0 ≡ 20 + a+ b ≡ a+ b (mod 5).

Kako vaжi 0 6 a, b 6 5, sledi 0 6 a + b 6 10, pa je a + b ∈ {0, 5, 10}.
Daǉe, po Vilsonovoj teoremi (ili direktnom proverom) je (4005·6!)3 ≡
(1 · (−1))3 = −1 (mod 7), pa dobijamo

−1 ≡ 6− a+ b (mod 7),

odakle je b− a ≡ 0 (mod 7). Iz −5 6 b− a 6 5 odavde zakǉuqujemo da je
b − a = 0, tj. a = b. Dakle, a = b = 0 ili a = b = 5. Najzad, primetimo
da je broj (4005 · 6!)3 deǉiv sa (34)3 = 312 ali ne i sa 313, i da je deǉiv
sa (24)3 = 212 ali ne i sa 213. Dakle, on je deǉiv sa 612 ali ne i sa 613,
pa se u bazi sa osnovom 6 zavrxava sa taqno 12 nula. Sledi b 6= 0, te
konaqno imamo a = b = 5.
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4. Neka je F taqka duжi AB takva
da je AE = BF . Iz uslova za-
datka zakǉuqujemo BF = AE <
EB. Daǉe, trougao ADB je jed-
nakokraki, pa je ∢EAD = ∢FBD.
Dakle, △AED ∼= △BFD, pa je
ED = FD, a samim tim i ∢DEF =
∢DFE.

C

A B

D

E F

Ok2014 3A 4

Jednakost razmera iz zadatka daje BF : BE = AE : BE = CD : CE, pa
je po Talesovoj teoremi DF ‖ BC. Sada je ∢CBE = ∢DFE = ∢DEF ,
tj. trougao BCE je jednakokraki.

5. Neka je A1 jedan od stanovnika. Daǉe, niz stanovnika {An}n∈N iza-
bran je tako da stanovnik A2k−1 poxtuje stanovnika A2k i stanovnik
A2k voli stanovnika A2k+1, za k ∈ N (neki stanovnici se u nizu mogu
pojavǉivati vixe puta). Dokaжimo indukcijom po d da, za svako
neparno (odnosno parno) n > d stanovnik An−d voli (odnosno poxtuje)
stanovnika An. Ovo je taqno za d = 1. Neka je d > 1. Za neparno
(odnosno parno) n > d, po induktivnoj pretpostavci, stanovnik An−d

poxtuje (odnosno voli) stanovnika An−1, pa po uslovu (2) stanovnik
An−d voli (odnosno poxtuje) stanovnika An, i indukcija je gotova.
Oznaqimo broj stanovnika sa m. U podnizu A1, A3, A5, . . . , A2m+1 neki
stanovnik se pojavǉuje vixe puta, recimo Ai = Aj za neparne i < j.
Na osnovu dokazanog, stanovnik Ai voli stanovnika Aj, tj. samog sebe,
qime je dokaz zavrxen.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Ako je (a, b, c) = (1, 1, 1) tada je svaki realan broj x rexeǌe ove jedna-
qine, pa u tom sluqaju ova jednaqina ima beskonaqno mnogo rexeǌa.
Pretpostavimo da (a, b, c) 6= (1, 1, 1). Neka je f(x) = ax+ bx+ cx−3. Tada
je f ′(x) = ax ln a + bx ln b + cx ln c i f ′′(x) = ax(ln a)2 + bx(ln b)2 + cx(ln c)2.
Kako nisu sva tri broja a, b, c jednaka jedinici, za svaki realan broj
x je f ′′(x) > 0. Zbog toga je funkcija f ′(x) strogo rastu�a na qitavom
skupu R. Kao takva, funkcija f ′(x) moжe imati najvixe jednu nulu u
skupu R. Ako f ′(x) nema realnih nula, budu�i da je f ′(x) neprekidna
na R, sledi da je f ′(x) istog znaka na celom skupu R. Tada je f(x) ili
strogo opadaju�a na R ili strogo rastu�a na R, a u oba sluqaja ona
moжe imati najvixe jednu realnu nulu. Dakle, f ′(x) ima realnu nulu
x0. Funkcija f ′(x) je strogo rastu�a, pa je negativna na intervalu
(−∞, x0), a pozitivna na intervalu (x0,+∞). Samim tim, funkcija
f(x) je strogo opadaju�a na intervalu (−∞, x0] (jer je neprekidna u x0)
i strogo rastu�a na intervalu (x0,+∞), pa u svakom od ovih intervala
f(x) moжe imati najvixe jednu nulu. Dakle, u ovom sluqaju f(x) moжe
imati najvixe dve realne nule, te je jedino rexeǌe zadatka (a, b, c) =
(1, 1, 1).
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2. Neka su za sve k ∈ {1, 2, . . . , 2014} zapisani svi delioci broja 2014+k
ne maǌi od k. Dokaжimo da je svaki prirodan broj n od 1 do 4028
zapisan taqno jednom. Ako je n > 2014, tada je broj n zapisan za svako
k ∈ {1, 2, . . . , 2014} takvo da n | k + 2014. Me�utim, tada je n = k + 2014,
jer je 2n > 4028>k+2014, pa je n zapisan taqno jednom (za k = n−2014).
Ako je n6 2014, broj n zapisan za svako k takvo da vaжi n | 2014 + k i
k 6 n. Neka je 2014 = nt + s, gde je 0 6 s 6 n − 1, t ∈ Z. Tada je broj n
zapisan za svako k 6 n takvo da n | nt + s + k, odnosno n | s + k. Kako
je s+ k < 2n, zakǉuqujemo da je s+ k = n. Dakle, n je zapisan samo za
broj k = n− s.
Kako je suma data u zadatku jednaka broju zapisanih brojeva, to je ona
jednaka 4028.

3. Za k = 2 i n = 9 svaki od datih brojeva, tj.

(
9

0

)

= 1,

(
9

1

)

= 9 i
(
9

2

)

= 36, je potpun kvadrat.

Dokaжimo da je k = 2 najve�i broj sa datom osobinom. Pretpo-
stavimo suprotno, tj. da postoji n > 3 takvo da je svaki od brojeva
(
n

0

)

,

(
n

1

)

,

(
n

2

)

i

(
n

3

)

potpun kvadrat. Neka je

a2 = n, b2 =

(
n

2

)

=
n(n− 1)

2
, c2 =

(
n

3

)

=
n(n− 1)(n− 2)

6
.

Iz a2(n − 1) = 2b2 dobijamo da a | b i da je n − 1 paran. Analogno, iz
b2(n − 2) = 3c2 dobijamo da b | c i da je n − 2 deǉiv sa 3. Dakle, n
daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 2, a ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3, pa je
n = 6s + 5, za neko s ∈ Z. Sada, zamenom u jednakost a2(n − 1) = 2b2

nalazimo da je a2(3s + 2) = b2, pa je 3s + 2 potpun kvadrat, xto nije
mogu�e.

4. Kako su kruжnice k′ i k0 me�u-
sobno normalne, tangenta u taqki
A na kruжnicu k′ prolazi kroz
centar kruжnice k0. I kruжnica
k′′ normalna je na k0, pa tangenta u
taqki A na k′′ tako�e prolazi kroz
centar kruжnice k0, tj. ova prava
zajedniqka je tangenta kruжnica
k′ i k′′. Odatle zakǉuqujemo da se
kruжnice k′ i k′′ dodiruju u taqki
A, a analogno se kruжnice k′ i
k′′′ dodiruju u taqki B, odnosno
kruжnice k′′ i k′′′ u taqki C.

B∗

C∗

P ∗

k∗
0

k′′′∗

k′′∗

k′∗

k∗
2

k∗
1

Ok 2014 4A4
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Posmatrajmo inverziju s centrom u taqki A i proizvoǉnim polu-
preqnikom. Kako kruжnice k′ i k′′ prolaze kroz centar inverzije i
dodiruju se, one se preslikavaju u paralelne prave k′∗ i k′′∗. Kru-
жnica k0 tako�e prolazi kroz taqku A i normalna je na k′ i k′′, pa
se ona preslikava u pravu k∗0 normalnu na k′∗ i k′′∗, koja ih seqe u
taqkama B∗ i C∗, slikama taqaka B i C, respektivno. Kruжnica k′′′

preslikava se u kruжnicu k′′′∗ koja mora dodirivati prave k′∗ i k′′∗, i
qiji centar mora pripadati pravoj k∗0 (ovo sledi zbog toga xto kruж-
nica k′′′∗ mora biti normalna na pravu k∗0) — dakle, kruжnica k′′′∗

jeste kruжnica nad preqnikom B∗C∗.
Neka je P ∗ slika taqke P , P ∗ ∈ k′′′∗. Kruжnica k1 preslikava se u
kruжnicu k1

∗ koja prolazi kroz taqku P ∗ i koja mora biti normalna
na prave k′∗ i k∗0, pa se ǌen centar nalazi u preseku ovih pravih,
taqki B∗. Analogno, slika k∗2 kruжnice k2 jeste kruжnica s centrom u
taqki C∗ koja prolazi kroz taqku P ∗. Tvr�eǌe zadatka bi�e pokazano
ukoliko ustanovimo da su kruжnice k∗1 i k∗2 me�usobno normalne, tj. da
tangenta jedne od ǌih u taqki P ∗ prolazi kroz centar druge. I zaista,
kako je ∢B∗P ∗C∗ prav (kao ugao nad preqnikom B∗C∗), zakǉuqujemo da
je prava B∗P ∗ tangenta na k∗2, xto je i traжeno.

5. U prvom potezu igraq A postavǉa znak + ispred broja 1, a
zatim igra na slede�i naqin. On podeli brojeve 21 do 21000 u
parove: (28k+1, 28k+5), (28k+2, 28k+6), (28k+3, 28k+7), (28k+4, 28k+8), za sve
k ∈ {0, 1, 2, . . . , 124}, i posle svakog poteza igraqa B stavǉa isti znak
kao i B, ali ispred drugog elementa para u odnosu na onaj ispred
koga je B prethodno stavio znak. Kako je zbir elemenata svakog para
deǉiv sa 17, igraju�i na ovaj naqin igraq A postiжe da posle svakog
ǌegovog odigranog poteza, pa i na kraju igre, vrednost izraza daje
ostatak 1 pri deǉeǌu sa 17. (Tangenta 69, M1068)

Prvi razred - B kategorija

1. Dokaжimo da je Q ⊆ P , tako xto �emo dokazati da je svaki element
skupa Q ujedno i element skupa P . Neka je x ∈ Q. Po definiciji skupa
Q vaжi x 6∈ B i x ∈ A ∪ C. Iz druge relacije zakǉuqujemo da je x ∈ A
ili x ∈ C. Ako je x ∈ C, tada je i x ∈ P (jer je P = (A \B) ∪ C), a ako
je x ∈ A, kako x 6∈ B, to je x ∈ A \B, pa opet vaжi x ∈ P .
(Tangenta 73, str. 35, zad. 1)

2. Trougao BAF je jednakokraki, pa je simetrala ∢BAF ujedno i
simetrala duжi BF . Sliqno, simetrale ∢BCD i ∢DEF su ujedno i
simetrale duжi BD i DF . Kako se simetrale duжi BF , FD i BD
seku u centru opisane kruжnice trougla BDF , tvr�eǌe je dokazano.
(Tangenta 66, str. 40, zad. 2)

3. Neka su a i b celobrojna rexeǌa date jednaqine. Kako broj 2014
daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 3, to i broj 9a2 − b2 + 6b daje ostatak 1
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pri deǉeǌu sa 3. Brojevi 9a2 i 6b su deǉivi sa 3, pa zakǉuqujemo da
b2 daje ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3. Me�utim, kvadrati celih brojeva
daju ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 3, pa data jednaqina nema rexeǌa
u skupu celih brojeva.

4. Neka je ∢BAC = α, ∢ABC =
β, ∢BCA = γ i F podnoжje no-
rmale iz taqke B na pravu AD.
Kako je β > γ vaжi ∢ABF =
90◦ − α/2 6 β, a samim tim i ras-
poredi A − F − D i B − F − E.
Daǉe, iz tetivnosti qetvorougla
ABDE dobijamo ∢EAB = ∢EAD+
∢DAB = ∢EBD+α/2 = β−∢ABF+
α/2 = 90◦ − γ.

A B

C

D

F

E

O

Ok 2014 1B 4

Sa druge strane, ∢OAB = (180◦ − ∢AOB)/2 = 90◦ − γ, pa kako su taqke
O i C sa iste strane prave AB (jer je γ < 90◦), to su taqke A, O i E
kolinearne.

5. Ukupna duжina balvana je 345m. Da imamo samo jedan deo te
duжine, trebalo bi napraviti 344 rezova. Me�utim, 80 delova ve�
postoji, pa moжemo zakǉuqivati kao da je poqetnih 79 rezova ve�
napravǉeno. Znaqi treba uqiniti jox 344− 79 = 265 rezova.

Drugi razred - B kategorija

1. Da bi dati izraz bio definisan potrebno je da vaжi x 6= 0 i
7x− 1

x
> 0, tj. x ∈ (−∞, 0) ∪

[
1

7
,+∞

)

= D. Daǉe, svako x ∈ D takvo

da vaжi
x− 1

x
< 0 je rexeǌe date nejednaqine (jer je leva strana uvek

nenegativna), odnosno svi x ∈
[
1

7
, 1

)

= R1 su rexeǌa date nejednaqine.

Neka je daǉe, x ∈ D \ R1. Tada, data nejednaqina je ekvivalentna sa

7x− 1

x
>

(x− 1)2

x2
, tj. 0 <

7x− 1

x
− (x− 1)2

x2
=

6x2 + x− 1

x2
.

Posledǌa nejednaqina je ekvivalentna sa 6x2 + x − 1 > 0. Rexeǌa

odgovaraju�e kvadratne jednaqine su x1 = −1

2
i x2 =

1

3
, pa su u ovom

sluqaju rexeǌa svi x ∈
(

−∞,−1

2

)

∪ [1,+∞).

Konaqno, rexeǌa nejednaqine su svi x ∈
(

−∞,−1

2

)

∪
[
1

7
,+∞

)

.

(Tangenta 71, str. 35, zad. 2)
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2. Levu stranu date jednaqine moжemo zapisati kao

(x2+x+3)(x2+3x+3) = (x2+2x+3−x)(x2+2x+3+x) = (x2+2x+3)2−x2,

pa je data jednaqina ekvivalentna sa (x2 + 2x + 3)2 = 4x2. Dakle,
rexeǌa poqetne jednaqine su sva rexeǌa jednaqina x2 + 2x + 3 = 2x
i x2 + 2x + 3 = −2x. Prva kvadratna jednaqina nema rexeǌa u skupu
realnih brojeva, dok su rexeǌa druge x1 = −1 i x2 = −3. Ovo su
ujedno i sva rexeǌa date jednaqine. (Tangenta 70, str. 31, zad. 3)

3. Posmatrajmo ostatak leve strane jednakosti pri deǉeǌu sa 9. Broj
3a2 + 3a = 3a(a + 1) daje ostatak 0 ili 6 pri deǉeǌu sa 9 (jer a2 + a
daje ostatak 0 ili 2 pri deǉeǌu sa 3), pa leva strana jednkosti daje
ostatak 7 ili 4 pri deǉeǌu sa 9. Sa druge strane, tre�i stepen celog
broja pri deǉeǌu sa 9 daje ostatak 0, 1 ili 8, pa data jednaqina nema
rexeǌa u skupu celih brojeva.

4. Neka su G i H taqke na pra-
voj BC takve da vaжi AG ‖ BI
i AH ‖ CI. Tada je ∢GAB =
∢ABI = ∢IBE = ∢AGB, pa je
AB = GB. Sliqno je CH = AC.
Daǉe, iz Talesove teoreme imamo

EI

AI
=

EB

BG
=

EB

AB
,
EI

AI
=

EC

CH
=

EC

AC
,

A

CBG H

I

Ok2014 2B4

pa je
EI

AI
=

BE + EC

AB +AC
=

BC

AB +AC
, xto je i trebalo dokazati.

5. Svaki element skupa {1, 2, . . . , n} je u skupu A, B, C ili (A∪B ∪C)c,
pa je traжeni broj jednak broju rasporeda brojeva {1, 2, . . . , n} u ova
qetiri skupa tako da su zadovoǉeni dati uslovi. Odredimo broj ovih
rasporeda.
Element koji pripada skupu A ∩ C moжemo izabrati na n naqina.
Izaberimo zatim dva elementa koji pripadaju skupu A ∩ B. Ovi
elementi razliqiti su od elementa koji se nalazi u A ∩ C (jer je

A∩B∩C = ∅), pa ǌih moжemo izabrati na
(n− 1)(n− 2)

2
naqina. Svaki

od preostalih n−3 moжemo smestiti: 1) ili samo u skup A (tj. u skup
A \ (B ∪C)); 2) ili samo u skup B (tj. u skup B \ (A ∪C)); 3) ili samo
u skup C (tj. u skup C \ (A∪B)); 4) ili u skup B ∩C; 5) ili ni u jedan
od skupova A,B,C. Dakle, za ǌihovo razmextaǌe imamo 5n−3 naqina,
pa traжene podskupove moжemo odabrati na

n(n− 1)(n− 2)

2
· 5n−3

naqina.



48

Tre�i razred - B kategorija

1. Predstavimo kompleksne brojeve a i b u trigonometrijskom obliku,

tj. a = 2

(

cos
2π

3
+ i sin

2π

3

)

i b = 2

(

cos
4π

3
+ i sin

4π

3

)

. Po Muavrovoj

formuli imamo a3 = 8(cos 2π + i sin 2π) = 8 i b3 = 8(cos 4π + i sin 4π) = 8.
Sada, ako je n oblika 3k + 1 imamo

an + bn + cn = a3k+1 + b3k+1 + c3k+1

= a · (a3)k + b · (b3)k + c · (c3)k = 8k(a+ b+ c) = 0,

a ako je n oblika 3k + 2 imamo

an + bn + cn = a3k+2 + b3k+2 + c3k+2

= a2 · (a3)k + b2 · (b3)k + c2 · (c3)k = 8k(a2 + b2 + c2) = 0.

Dakle, ako n nije deǉivo sa 3 vaжi an + bn + cn = 0.

2. Iz uslova zadatka je

0 = ~a ·~b = (~m+ 3~n) · (7~m− 5~n) = 7~m · ~m+ 16~m · ~n− 15~n · ~n
= 7|~m|2 + 16~m · ~n− 15|~n|2

0 = ~c · ~d = (~m− 4~n) · (7~m− 2~n) = 7~m · ~m− 30~m · ~n+ 8~n · ~n
= 7|~m|2 − 30~m · ~n+ 8|~n|2.

Iz prve jednakosti dobijamo da je ~m · ~n =
15|~n|2 − 7|~m|2

16
, a iz druge

da je ~m · ~n =
7|~m|2 + 8|~n|2

30
, pa je 30(15|~n|2 − 7|~m|2) = 16(7|~m|2 + 8|~n|2), tj.

|~m| = |~n|. Neka je α ugao izme�u vektora ~m i ~n. Tada je ~m·~n = |~m|2 cosα,
pa iz prve jednakosti dobijamo |~m|2 cosα = |~m|2/2, tj. α = π/3.
(Tangenta 70, str. 30, zad. 2)

3. Neka je x2−ax = b i x3−ax = c. Tada je c = x3−ax = x(ax+ b)−ax =
ax2+(b−a)x = a(ax+b)+(b−a)x = (a2−a+b)x+ab, tj. c−ab = (a2−a+b)x.

Prema tome, ako je a2−a+b 6= 0, tada je x =
c− ab

a2 − a+ b
, pa kako su c−ab

i a2 − a+ b racionalni brojevi (jer je a, b, c ∈ Q), to je i x racionalan
broj.
Dakle, dovoǉno je dokazati da a2−a+ b 6= 0. Pretpostavimo suprotno,
tj. da je

a2 − a+ b = x2 − ax+ (a2 − a) = 0.

Diskriminanta ove kvadratne jednaqine (po x) je

D = a2 − 4(a2 − a) = a(4− 3a),

pa kako je a >
4

3
, to je D < 0, odnosno dobijena kvadratna jednaqina

nema realnih rexeǌa, xto je kontradikcija.
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4. Ako su k1, k2 i k3 istog
polupreqnika, trougao O1O2O3 je
jednakostraniqan i O mu je ce-
ntar. Dakle, treba dokazati
obratno tvr�eǌe. Obeleжimo sa
P1, P2 i P3 taqke dodira kruжnica
k2 i k3, k3 i k1, k1 i k2, redom.
Neka su polupreqnici kruжnica
k1, k2 i k2, redom r1, r2, r3, i neka
je O1O2 = c, O2O3 = a i O3O1 = b.
Tada je O1O2 = O1P3 + P3O2 =
r1 + r2, i sliqno O2O3 = r2 + r3,
O3O1 = r3 + r1.

O3

O1 O2

O

P2 P1

P3

Ok2014 3B4

Rexavaǌem ovog sistema dobijamo da je r1 =
b+ c− a

2
, r2 =

c+ a− b

2

i r3 =
a+ b− c

2
, odnosno P1, P2 i P3 su taqke u kojima upisani krug

trougla O1O2O3 dodiruje stranice O2O3, O3O1 i O1O2, redom.
Taqka O je centar upisanog kruga trougla O1O2O3, pa iz Pitagorine
teoreme dobijamo OO2

1 = r2 + r21, OO2
2 = r2 + r22 i OO2

3 = r2 + r23, gde
je r polupreqnik kruga upisanog u trougao O1O2O3. Sa druge strane,
kruжnica k dodiruje kruжnice k1, k2 i k3, pa vaжi OO1 + r1 = R,
OO2 + r2 = R i OO3 + r3 = R, gde je R polupreqnik kruжnice k. Sada

je r2+ r21 = OO2
1 = (R− r1)

2 = R2−2Rr1+ r21, pa je r1 =
R2 − r2

2R
, i sliqno

r2 = r3 =
R2 − r2

2R
, qime je tvr�eǌe dokazano.

5. a) Dati broj se moжe dobiti na slede�i naqin (slovo iznad stre-
lice naznaqava koja je maxina upotrebǉena)

(19, 81) →V (81, 19) →B (62, 19) →B (43, 19) →B (24, 19) →B (5, 19)

→V (19, 5) →B (14, 5) →B (9, 5) →B (4, 5) →V (5, 4) →B (1, 4) →V (4, 1)

→A (5, 1) →A (6, 1) →V (1, 6) →A (7, 6) →V (6, 7) →A (13, 7) →V (7, 13).

b) Dokaжimo slede�e: ako smo upotrebom neke od tri maxine od para
(m,n) dobili par (m′, n′) takav da su m′ i n′ deǉivi sa 3, tada su i m
i n deǉivi sa 3.
Da bismo dokazali ovo tvr�eǌe, dovoǉno je razmotriti tri sluqaja u
zavisnosti od toga koju smo maxinu upotrebili. Ako smo upotrebili
maxinu A tada je m′ = m− n, a n′ = n. Dakle, m = m′ + n′ i n = n′, pa
su brojevi m i n deǉivi sa 3. Sliqno, ako smo upotrebili maxinu
B vaжi m = m′ − n′ i n = n′, a ako smo upotrebili maxinu V vaжi
m = n′ i n = m′, pa su m i n zaista deǉivi sa 3.
U datom primeru broj 19 nije deǉiv sa 3, tako da se upotrebom datih
maxina ne moжe dobiti broj (12, 21). (Tangenta 70, M1082)
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Qetvrti razred - B kategorija

1. Data nejednakost ekvivalentna je sa lnx − 2(x− 1)

x+ 1
> 0, za x > 1.

Neka je f : [1,+∞) → R, definisana sa f(x) = lnx− 2(x− 1)

x+ 1
. Tada je

f ′(x) =
1

x
− 2(x+ 1)− 2(x− 1)

(x+ 1)2
=

(x− 1)2

x(x+ 1)2
.

Kako je f ′(x) > 0 za x > 1, funkcija f je rastu�a na (1,+∞), pa kako je
neprekidna u 1 dobijamo f(x) > f(1) = 0 za x > 1. (Tangenta 66, M999)

2. Neka je O presek dijago-
nala qetvorougla ABCD, taqke
A′,B′,C′,D′ podnoжja normala iz
O na stranice AB,BC,CD,DA,
redom, i OA′ = a′,OB′ = b′,OC′ =
c′,OD′ = d′. Po teoremi o tri
normale je ∢A′V O = α,∢B′V O =
β,∢C′V O = γ,∢D′V O = δ, pa je iz
odgovaraju�ih pravouglih trou-
glova

A

C

B

D

V

O

A′

Ok 2014 4B 2

ctg 2α+ ctg 2γ =
H2

a′2
+

H2

c′2
, ctg 2β + ctg 2δ =

H2

b′2
+

H2

d′2
,

gde je H duжina visine piramide. Dvostruka povrxina pravouglog
trougla AOB jednaka je a′ ·AB = AO ·BO, pa je

1

a′2
=

AB2

AO2 ·BO2
=

AO2 + BO2

AO2 · BO2
=

1

BO2
+

1

AO2
.

Sliqno dobijamo 1/b′2 = 1/BO2+1/CO2, 1/c′2 = 1/CO2+1/DO2 i 1/d′2 =
1/DO2 + 1/AO2, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

3. Broj 3x + 7y deǉiv je sa 19, pa je i broj 8(3x + 7y) = 24x + 56y
deǉiv sa 19. Sada, kako su brojevi 24x+ 56y i 19x+ 19y deǉivi sa 19
zakǉuqujemo da je i ǌihov zbir, tj. 43x + 75y deǉiv sa 19, xto je i
trebalo dokazati. (Tangenta 66, str. 39, zad. 4)

4. Neka je AB hipotenuza trougla ABC i neka spoǉa pripisana
kruжnica k koja odgovara hipotenuzi dodiruje prave AB,BC,CA u
taqkama C′,A′,B′, redom. Ako je O centar kruжnice k, tada vaжi
OA′ ⊥ BC, OB′ ⊥ CA, A′C ⊥ BC′ i OA′ = OB′ = R, pa je qetvorougao
OA′CB′ kvadrat.
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Sa druge strane, BA′ i BC′ su
tangente iz B na k, pa je BA′ =
BC′. Sliqno je i AB′ = AC′, pa
je c = BC′ + AC′ = BA′ + AB′ =
CA′−BC+CB′−AC = 2R−a−b, gde
je a = BC i b = AC. Dakle, 2R =
a+b+c. Kako je (a+b)262(a2+b2),
to je

C A

B

A′

B′

C′

O

Ok2014 4B4

R =
a+ b

2
+

c

2
6

√

a2 + b2

2
+

c

2
= c

(
1√
2
+

1

2

)

= c ·
√
2 + 1

2
.

5. a) Neka je a = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k i b = pβ1

1 pβ2

2 . . . pβk

k , gde su pi, za i ∈
{1, 2, . . . , k}, razliqiti prosti brojevi, ali pritom dozvoǉavamo da
neki od brojeva αi, βi budu nule (u sluqaju da neki od brojeva a i b
ima proste qinioce koje drugi nema). Primetimo da ako dozvolimo
da su neki od ǌih nule, to ne utiqe na definiciju funkcije f , jer za

svaki prost broj p vaжi p0
2

= 1.
Sada je ab = pα1+β1

1 pα2+β2

2 . . . pαk+βk

k , pa je

f(ab) = p
(α1+β1)

2

1 p
(α2+β2)

2

2 . . . p
(αk+βk)

2

k .

S druge strane je f(a) = p
α2

1

1 p
α2

2

2 . . . p
α2

k

k i f(b) = p
β2
1

1 p
β2
2

2 . . . p
β2
k

k , pa je

(f(a) · f(b))2 = p
2(α2

1+β2
1)

1 p
2(α2

2+β2
2)

2 . . . p
2(α2

k
+β2

k
)

k .

Po nejednakosti izme�u aritmetiqke i kvadratne sredine, za sve
i ∈ {1, 2, . . . , k} vaжi (αi + βi)

2 6 2(α2
i + β2

i ), odakle dobijamo traжenu
nejednakost.
b) Neka je a = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k , gde su pi razliqiti prosti brojevi i
αi ∈ N, za i ∈ {1, 2, . . . , k}. Tada je

f
(

a2
n
)

= f
(

p2
nα1

1 p2
nα2

2 . . . p2
nαk

k

)

= p
(2nα1)

2

1 p
(2nα2)

2

2 . . . p
(2nαk)

2

k

= p
4nα2

1

1 p
4nα2

2

2 . . . p
4nα2

k

k =
(

p
α2

1

1 p
α2

2

2 . . . p
α2

k

k

)4n

= f(a)4
n

.
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REXEǋA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 15.3.2014.

Prvi razred , A kategorija

1. Dokaza�emo da broj S = ab
c

+ xyz

mora biti sloжen broj.
Ako 3 | a i 3 | x, to 3 | S, pa je S sloжen broj jer je ve�i od 3. Ako 3 | b
i 3 | y, broj S se moжe zapisati kao S = α3 + β3 = (α+ β)(α2 − αβ + β2),
gde su α i β prirodni brojevi ve�i od 1. Kako je α2 − αβ + β2 > 1,
zakǉuqujemo da je i u ovom sluqaju S sloжen broj.
U preostalim sluqajevima je

S ∈ {2014315 + 32014
15

, 201415
3

+ 32014
15

, 20143
15

+ 152014
3

, 201415
3

+ 152014
3}.

Broj 201415 je deǉiv sa 4, pa je 32014
15 ≡ 1 (mod 5). Sada, kako je

2014 ≡ −1 (mod 5), a 315 i 153 neparni brojevi, to su prva dva elementa
datog skupa deǉiva sa 5 i ve�a od 5, pa su sloжeni brojevi.
Daǉe, 20143 ≡ 53 ≡ −1 (mod 7), pa kako su 314 i 5 · 152 neparni brojevi
to je

20143
15

=
(
20143

)314 ≡ −1 (mod 7) i 201415
3

=
(
20143

)5·152 ≡ −1 (mod 7).

Kako je 152014
3 ≡ 1 (mod 7), to su posledǌa dva elementa datog skupa

deǉiva sa 7 i ve�a od 7, pa su sloжeni brojevi.

2. Bez umaǌeǌa opxtosti moжemo pretpostaviti da je a6b6c. Neka je
sa S(XY Z) oznaqena povrxina trougla XY Z. Ako saberemo dvostruke
povrxine trouglova AMB, BMC i CMA dobijamo

2S = 2S(AMB) + 2S(BMC) + 2S(CMA) = a · da + b · db + c · dc
> a(da + db + dc). (3)

Tako�e, b 6 2R i c 6 2R (b i c su tetive, a 2R preqnik kruжnice
opisane oko trougla ABC), pri qemu je barem jedna od ovih nejedna-

kosti stroga. Zato je
1

b
+

1

c
>

1

R
, pa iz nejednakosti (3) zakǉuqujemo

2S ·
(
1

a
+

1

b
+

1

c
− 1

R

)

=
2S

a
+ 2S ·

(
1

b
+

1

c
− 1

R

)

> da + db + dc.

3. Dokaжimo najpre da se igra mora zavrxiti posle konaqno mnogo
poteza. Pretpostavimo suprotno. Primetimo da se posle svakog
poteza ili broj жetona smaǌuje za 1, ili broj жetona ostaje isti
a broj gomila pove�ava za barem 1. Dakle, kako se u najvixe n poteza
broj жetona moжe smaǌivati, to se od nekog trenutka u svakom potezu



53

broj gomila pove�ava. Me�utim, kako na poqetku imamo n жetona, to
u svakom trenutku moжe postojati najvixe n gomila, xto nas dovodi
do kontradikcije.
Dokaza�emo da ako je n neparan prost broj onda igraq B ima pobe-
dniqku strategiju, a da u suprotnom igraq A ima pobedniqku strate-
giju.
Ako je n parno, igraq A moжe podeliti gomilu na 2 dela i nadaǉe
igrati simetriqno igraqu B (xta god B uradio sa jednom gomilom,
to A uradi sa drugom). Na ovaj naqin on sigurno pobe�uje, jer posle
svakog poteza igraqa B on moжe odigrati potez, a igra se zavrxava.
Ako je n neparan prost broj, onda u prvom potezu igraq A ima dve
mogu�nosti: ili da uzme жeton sa gomile ili da podeli gomilu na
n gomila od po jednog жetona. Ako igraq A uzme jedan жeton, onda
na stolu ostaje paran broj жetona, pa igraq B na ve� opisani naqin
sigurno pobe�uje. Ako igraq A podeli gomilu na n gomila sa po
jednim жetonom, tada u svakom narednom potezu igraqi uklaǌaju po
jedan жeton, pa igru zavrxava B (jer je n neparan).
Konaqno, neka je n neparan sloжen broj i p proizvoǉan prost delilac
broja n. Tada igraq A moжe pobediti tako xto igra na slede�i naqin.
U prvom koraku on deli gomilu na n/p gomila od po p жetona. Nadaǉe,
igraq A svaku gomilu tretira kao zasebnu ,,partiju”, tj. na svaki
potez igraqa B igra odgovaraju�i potez u ,,partiji”. Kako svaku od
,,partija” zapoqiǌe B, to prema prethodnom A moжe igrati tako da
zavxi svaku ,,partiju”, pa samim tim i poqetnu igru.

4. Neka je R(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 polinom sa navedenim
osobinama. Oqito R(x) nije konstantan polinom. Ako je an = −1, tada
vaжi

130 = R(3)6−3n + 3n−1 + 3n−2 + . . .+ 31 + 1 = −3n +
3n − 1

2
< 0,

xto nije mogu�e. Zato je

130 = R(3)> 3n − (3n−1 + 3n−2 + . . .+ 31 + 1) = 3n − 3n − 1

2
=

3n + 1

2
.

Iz nejednakosti 130>
3n + 1

2
dobijamo n6 5. Za n < 5 vaжi

130 = R(3)6 34 + 33 + 32 + 31 + 1 = 121,

te je n = 5. Kako je 34 > 33 + 32 + 31 + 1 i 130 < 35 zakǉuqujemo da je
a4 = −1. Sada je

130 = R(3) = 35 − 34 + 27a3 + 9a2 + 3a1 + a0,

odnosno 27a3+9a2+3a1+a0 = −32. Na sliqan naqin nalazimo da vaжi
a3 = −1, a2 = −1, a1 = 1 i a0 = 1. Dakle, jedini polinom koji moжe da
zadovoǉava sve uslove zadatka je

R(x) = x5 − x4 − x3 − x2 + x+ 1.
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Neposrednom proverom utvr�ujemo da za ǌega vaжi i R(−2) = −45, te
je on jedini polinom sa traжenim osobinama.

Drugi razred - A kategorija

1. Neka je m broj sa datom osobinom. Tada za svako i ∈ {1, 2, . . . , 2014}
vaжi ai < m, tj. ai 6m− 1. Prema tome vaжi

m! = a1!+a2!+ . . .+a2014!6(m−1)!+(m−1)!+ . . .+(m−1)! = 2014 · (m−1)!

tj. m6 2014, pa postoji konaqno mnogo prirodnih brojeva m sa datom
osobinom.

2. Sa datog grafika moжemo primetiti da funkcija f ima tri realne
nule x1 < x2 < x3 za koje je x2 − x1 > x3 − x2, te da je f(x) > 0 za
x ∈ (−∞, x1) ∪ (x3,+∞).
Neka su g, h : R → R funkcije definisane sa

g(x) = ax2 + bx+ c i h(x) = cx2 + bx+ a.

Ove funkcije nisu identiqki jednake nuli, pa svaka od ǌih ima
najvixe dve realne nule. Dokaжimo da je ac 6= 0. Pretpostavimo
suprotno. Neka je bez umaǌeǌa opxtosti c = 0. Ako je i b = 0, tada
funkcija g ima najvixe jednu realnu nulu, dok funkcija h nema rea-
lnih nula, pa f ima najvixe jednu realnu nulu, xto je kontradikcija.
Dakle, b 6= 0. Sliqno, vaжi i a 6= 0, pa je

f(x) = g(x)h(x) = abx

(

x+
b

a

)(

x+
a

b

)

.

Dakle, za x > max{0,−b/a,−a/b} znak funkcije f isti je kao i znak
broja ab, a za x < min{0,−b/a,−a/b} znak funkcije f suprotan je znaku
broja ab, xto je suprotno uslovima zadatka. Dakle, ac 6= 0.
Kvadratne funkcije g i h imaju jednake diskriminante D. Ukoliko
vaжi D 6 0 funkcija ima najvixe dve realne nule, xto nije sluqaj.
Dakle, vaжi D > 0, pa funkcije g i h imaju po dve realne (i razliqite)
nule. Kako funkcija f ima 3 realne nule, to se jedna nula funkcije g i
jedna nula funkcije h poklapaju, odnosno kvadratne jednaqine g(x) = 0
i h(x) = 0 imaju taqno jedno zajedniqko realno rexeǌe α.
Dakle, a 6= c i vaжi

aα2 + bα+ c = 0 i cα2 + bα+ a = 0.

Oduzimaǌem ovih jednakosti imamo (a − c)(α2 − 1) = 0. Kako je a 6= c,
dobijamo α = ±1. Iz Vijetovih formula preostale dve nule funkcije
f su brojevi c/a i a/c za α = 1, odnosno −c/a i −a/c za α = −1. Zato

f(x) = ac(x− 1)2
(

x− c

a

)(

x− a

c

)

ili f(x) = ac(x+ 1)2
(

x+
c

a

)(

x+
a

c

)

.
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Odavde zakǉuqujemo da je u prvom sluqaju za x > max{1, c/a, a/c},
odnosno u drugom za x > max{−1,−c/a,−a/c}, znak funkcije f isti
kao i znak broja ac, pa je ac > 0. Dakle, brojevi ±1, ±c/a i ±a/c su
istog znaka, pa kako vaжi (±1)2 = (±c/a)(±a/c), to je x2 = ±1.

Ako je x2 = 1, tada iz uslova 1− x1 > x3 − 1 zakǉuqujemo 1− c

a
>

a

c
− 1

ili 1− a

c
>

c

a
−1, pa vaжi 2 >

c

a
+

a

c
. Me�utim, po nejednakosti izme�u

aritmetiqke i geometrijske sredine imamo

c

a
+

a

c
> 2

√
c

a
· a
c
= 2,

pa je x2 = −1.
Neka su A, B i C taqke na x osi koje odgovaraju nulama x1, x2 i
x3, redom. Ostaje da konstruixemo koordinatni poqetak O, pri qemu
znamo da vaжi raspored A−B − C −O i OB2 = OA ·OC. Odavde je

AO

BO
=

BO

CO
=

AO −BO

BO − CO
=

AB

BC
,

pa je
BO

CO
− 1 =

AB

BC
− 1, odnosno

BC

CO
=

AB −BC

BC
. Koriste�i ovu

jednakost i Talesovu teoremu moжemo konstruixemo duж CO. Time
je odre�en koordinatni poqetak O, a y osu konstruixemo kao normalu
na x osu u taqki O.

3. Neka je ∢CAB = α, ∢ABC = β i ∢ACB = γ, i neka je bez umaǌeǌa
opxtosti β > γ.
Dokaжimo prvo da je MB = MC = MS. Kako je ∢MAC = ∢MBC, to
je ∢SBM = (180◦ − β)/2 − ∢MBC = γ/2. Tako�e, ∢BMS = ∢MBA +
∢BAM = (β + α/2) + α/2 = 180◦ − γ, pa je ∢BSM = γ/2, a samim tim i
MB = MS. Analogno je MC = MS.

Primetimo da je ∢MPB =
∢MCB = ∢MBD, pa kako je i
∢BMP = ∢DMB, to su trouglovi
MPB i MBD sliqni. Samim tim,
MP · MD = MB2 = MS2. Kako
trouglovi MPS i MSD imaju
zajedniqki ugao, iz prethodne
jednakosti dobijamo da su i oni
sliqni, pa vaжi

∢MPS = ∢MSD

= ∢BSD − ∢MSB

= (90◦ − ∢SBD)− ∢SBM

= (β − γ)/2.

A

B C

M

D

P

S

Dr2014 2A3



56

Sada je

∢APS = ∢APM + ∢MPS = ∢ACM + ∢MPS = γ +
α

2
+

β − γ

2
= 90◦.

4. Dokaжimo da je broj n rexeǌe zadatka ako i samo ako pri deǉeǌu
sa 3 daje ostatak 0 ili 1. Dokaжimo prvo da brojevi koji daju ostatak
0 ili 1 pri deǉeǌu sa 3 jesu rexeǌe zadatka. Dokaz sprovodimo
matematiqkom indukcijom sa korakom 3. Oznaka ◦ predstavǉa�e upa-
ǉenu sijalica, a • ugaxenu sijalicu.
Dokaжimo tvr�eǌe za n = 3. U zavisnosti od poqetnog staǌa sijalica
na slede�e naqine moжemo dobiti da su sve sijalice upaǉene: 1) ◦ ◦◦;
2) ◦ •• → ◦ ◦ ◦; 3) ◦ ◦• → • • • → ◦ ◦ ◦; 4) ◦ •◦ → ◦ ◦ • (daǉe kao u 3)).
Preostali sluqajevi su simetriqni ovim sluqajevima, te je dokaz za
n = 3 zavrxen. Za n = 4 poqetna staǌa sa prvom upaǉenom sijalicom
su: 1) ◦ ◦ ◦ ◦; 2) ◦ ◦ ◦ • → • • ◦• → ◦ ◦ •• → ◦ ◦ ◦◦; 3) ◦ ◦ • ◦ → • • •◦ →
◦ ◦ ◦◦; 4) ◦ ◦ • • (kao u 2)); 5) ◦ • ◦ ◦ (analogno sa 3)); 6) ◦ • ◦ • → ◦ ◦ •◦
(kao u 3)); 7) ◦ • • ◦ → • ◦ •◦ → ◦ • ◦◦ (kao u 5)); 8) ◦ • • • → ◦ ◦ ◦◦.
Svi preostali sluqajevi (oni kod kojih je prva sijalica ugaxena) se
pritiskom prekidaqa ispod prve sijalice svode na ve� analizirane
sluqajeve. Ovim je baza indukcije dokazana.
Pretpostavimo sada da se iz proizvoǉnog poqetnog staǌa za n sija-
lica moжe do�i u staǌe sa svim ugaxenim sijalicama i dokaжimo da
je takvo tvr�eǌe taqno i kada imamo n + 3 sijalice. Postupajmo na
slede�i naqin. Najpre, nizom poteza ugasimo posledǌe tri sijalice
(u sluqaju n = 3 smo dokazali da je to mogu�e), a potom na prvih
n sijalica primenimo induktivnu hipotezu. Nakon ovoga je prvih n
sijalica upaǉeno, dok su posledǌe tri u jednom od dva staǌa: 1) ◦ ••
ili 2)•••. U prvom sluqaju pritiskom na prekidaq ispod posledǌe, a
u drugom ispod pretposledǌe, postiжemo da su i posledǌe tri sija-
lice upaǉeǌe, pri qemu nismo promenili staǌe prvih n sijalica.
Ovim je dokaz za brojeve n koji daju ostatak 0 ili 1 pri deǉeǌu sa 3
kompletiran.
Dokaжimo sada da brojevi n koji daju ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3 nisu
rexeǌa zadatka. Primetimo prvo da ukoliko neki prekidaq priti-
snemo paran broj puta, to je isto kao i da nismo pritisli taj preki-
daq, a ukoliko ga pritisnemo neparan broj puta to je isto kao da smo
ga pritisli samo jednom. Tako�e, redosled korix�eǌa prekidaqa ne
utiqe na konaqnu poziciju. Dokaжimo da se iz pozicije gde je prvih
n− 1 sijalica upaǉeno, a posledǌa ugaxena, ne moжe do�i u poziciju
da su sve sijalice upaǉene. Bez umaǌeǌa opxtosti, zbog navedenih
osobina, moжemo pretpostaviti da prekidaqe aktiviramo sa leva na
desno. Neka je i prvi aktivirani prekidaq. Ako je i > 1, tada sijalica
i−1 postaje ugaxena i daǉim nizom poteza ne moжe biti upaǉena, te se
ne mogu sve upaliti. Zato je prvi prekidaq upaǉen i imamo poziciju
• • ◦ ◦ ... ◦ •. Sada je nuжno aktivirati drugi prekidaq, pa dolazimo
do ◦ ◦ • ◦ ... ◦ •. U ovoj poziciji ne moжe da se pritisne tre�i preki-
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daq (jer �e druga sijalica ostati ugaxena), pa je nuжno pritisnuti
qetvrti i dobijamo poziciju ◦ ◦ ◦ • • ◦ ◦... ◦ •. Sada moramo aktivirati
peti prekidaq qime stiжemo do ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ ... ◦ •. Nastavǉaju�i na
ovaj naqin dobijamo da se mora do�i do pozicije ◦ ◦ ◦... ◦ • ◦ •, pri
qemu je posledǌi pritisnuti prekidaq sa rednim brojem n − 3. U
ovoj poziciji moramo pritisnuti pretposledǌi prekidaq, ali onda,
bez obzira da li posledǌi aktiviramo ili ne, dobijamo poziciju gde
nisu sve sijalice upaǉene. Ovim smo dokazali da brojevi n koji daju
ostatak 2 pri deǉeǌu sa 3 nisu rexeǌa zadatka.

Tre�i razred - A kategorija

1. Pretpostavimo prvo da prava BC dodiruje kruжnicu opisanu oko
trougla DEF . Tada je ∢DFE = ∢CDE, pa kako je i ∢EDF = ∢ECD,
to su trouglovi CDE i DFE sliqni, i vaжi CD/DF = DE/EF .
Analogno je △BDF ∼ △DEF , a odatle i BD/DF = DE/EF . Iz ove
dve jednakosti sledi BD = CD.
Pretpostavimo da je BD = CD. Ako kruжnica k opisana oko trougla
DEF dodiruje stranice AB i AC, tada AD sadrжi centar kruжnice
k, pa je BC ǌena tangenta u taqki
D. Neka zato, bez umaǌeǌa opxto-
sti, kruжnica k seqe pravu AB
u taqkama F i H 6= F . Pretpo-
stavimo da vaжi B − F −H. Tada
je ∢FHE = 180◦ − ∢FDE = 180◦ −
∢ABC. Iz ∢BAC = 180◦−2∢ABC,
zakǉuqujemo da vaжi F −H − A i
∢AHE = 180◦ − ∢FHE = ∢ABC,
tj. HE ‖ BC.

B C

A

F

H E

D

Dr2014 3A1

Kako je AD visina trougla ABC, to je AD ⊥ HE, pa je D sredixte
luka HE kruжnice opisane oko trougla FED, a samim tim BC tange-
nta u D ove kruжnice. Dokaz u sluqaju rasporeda A−H−F se izvodi
sliqno.

Drugo rexeǌe. Neka je ∢ABC = ∢EDF = β, ∢EFD = x, ∢FED = y,
∢BDF = z i ∢CDE = t. Primenom sinusne teoreme na trouglove BDF
i CDE imamo

BD

DF
=

sin(β + z)

sinβ
i

CD

DE
=

sin(β + t)

sinβ
.

Deǉeǌem ovih jednakosti dobijamo
BD

CD
· DE

DF
=

sin(β + z)

sin(β + t)
. Odavde,

primeǌuju�i sinusnu teoremu na trougao EDF , dobijamo

BD

CD
· sin(β + y)

sin(β + x)
=

sin(β + z)

sin(β + t)
. (†)
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Ako je prava BC tangenta kruжnice opisane oko trougla EDF , kao u
prvom rexeǌu imamo x = t i y = z, pa na osnovu (†) vaжi BD = CD.
Neka je D sredixte BC. Dovoǉno je dokazati da je x = t i y = z. Kako
je x+ y = z + t, iz (†) dobijamo cos(2β + y+ t) = cos(2β + x+ z), pa vaжi

sin

(

2β +
x+ y + z + t

2

)

· sin
(
y + t− (x+ z)

2

)

= 0. (‡)

Kako je 2β +
x+ y + z + t

2
= 180◦ + β, to je sin

(

2β +
x+ y + z + t

2

)

6= 0,

pa vaжi sin

(
y + t− (x+ z)

2

)

= 0. Odavde, uz

∣
∣
∣
y + t− (x+ z)

2

∣
∣
∣ < 180◦ − β,

dobijamo da je y+ t = x+ z. Iz ove jednakosti i x+ y = z+ t, nalazimo
x = t i y = z, qime je dokaz kompletiran.

2. Za n = 1 tvr�eǌe je oqigledno taqno. Neka je zato n > 1.
Odredimo koliko ima traжenih parova (A,B) za koje je |A ∪ B| = m.
Ako je A ∪ B fiksirani m-toqlani skup, tada skupove A i B moжemo
odrediti na m− 1 naqina (ako je |A| = k, tada skup A qini najmaǌih
k elemenata skupa A ∪ B, a vaжi 1 6 k 6m− 1). Kako m-toqlani pod-

skup skupa {1, 2, . . . , n} moжemo izabrati na

(
n

m

)

naqina, broj ovakvih

parova je

(
n

m

)

(m− 1), pa je traжeni broj parova jednak

n∑

m=2

(
n

m

)

(m− 1) =

n∑

m=2

(
n

m

)

m−
n∑

m=2

(
n

m

)

.

Kako je
(
n

m

)

m =
n · (n− 1) · . . . · (n−m+ 1)

m!
·m = n

(
n− 1

m− 1

)

,

to za prvu sumu vaжi

n∑

m=2

(
n

m

)

m =
n∑

m=2

n

(
n− 1

m− 1

)

= n
n−1∑

m=1

(
n− 1

m

)

= n(2n−1 − 1).

Druga suma jednaka je
n∑

m=2

(
n

m

)

= 2n − n− 1, pa je traжeni broj jednak

n(2n−1 − 1)− (2n − n− 1) = (n− 2)2n−1 + 1, xto je i trebalo dokazati.

Drugo rexeǌe. Za n = 1 tvr�eǌe je oqito taqno. Neka je zato n > 1,
(A,B) par takav da je A < B i k < n najve�i element skupa A. Tada se
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skup A moжe odabrati na 2k−1 naqina, a skup B na 2n−k− 1 (B ne moжe
biti prazan skup). Otuda je ukupan broj traжenih ure�enih parova
jednak

n−1∑

k=1

2k−1(2n−k − 1) =

n−1∑

k=1

2n−1 −
n−1∑

k=1

2k−1 = (n− 1)2n−1 − (2n−1 − 1)

= (n− 2) · 2n−1 + 1.

Tre�e rexeǌe. Obeleжimo sa xn broj ure�enih parova (A,B) podsku-
pova skupa {1, 2, ..., n} takvih da je A < B.
Izraqunajmo broj xn+1 u zavisnosti od xn. Parova skupova (A,B) za
koje vaжi A,B ⊆ {1, 2, . . . , n + 1}, A < B i n + 1 6∈ B ima xn. Ako je
B = {n+1}, onda se A moжe odabrati na 2n−1 naqina; ako B 6= {n+1},
onda se par (A,B) moжe odabrati na xn naqina. Dakle,

xn+1 = 2xn + 2n − 1.

Niz zadat sa x1 = 0 i ovom rekurentom jednaqinom jedinstveno je
odre�en, pa kako xn = (n− 2) · 2n−1 + 1 zadovoǉava ove uslove, dokaz je
zavrxen.

3. Dokaжimo da svako n ∈ Z ima traжenu osobinu.
Neka je

S = {−1007, . . . ,−2,−1, 1, 2, . . . , 1007},
C = {−1,−2, 3}∪{4k,−(4k + 1),−(4k + 2), 4k + 3

∣
∣ 1 6 k 6 251},

D = {1, 2,−3}∪{−4k, 4k+ 1, 4k + 2,−(4k + 3)
∣
∣ 1 6 k 6 251}.

Za ovako odabrane skupove vaжi |C| = |D| = 1007, C ∩D = ∅, C ∪ D = S,
kao i ∑

k∈C

k = 0 =
∑

k∈D

k,
∑

k∈C

k2 =
∑

k∈D

k2.

Za n ∈ Z, neka je m = n+ 1007 i

A = {m+ c | c ∈ C}, B = {m+ d | d ∈ D}.

Skupovi A i B su ,,translacije” skupova C i D za m, pa vaжi |A| =
|B| = 1007, A∩B = ∅, A∪B = {n, n+ 1, . . . , n+ 2014} \ {m} i

∑

k∈A

k2 =
∑

j∈C

(n+ j)2 = 1007n2 + 2n
∑

j∈C

j +
∑

j∈C

j2

= 1007n2 + 2n
∑

j∈D

j +
∑

j∈D

j2 =
∑

j∈D

(n+ j)2 =
∑

k∈B

k2,

qime je dokaz zavrxen.

4. Primetimo da je n = 1 rexeǌe zadatka. Pretpostavimo zato da
neko n > 1 zadovoǉava uslove zadatka.
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Kako je 6n ≡ 9n (mod 3n − 2n), dati uslov ekvivalentan je sa

3n − 2n | 9n + 3n + 1.

Ako je n neparan broj, iz

9n + 3n + 1 = (3n − 1)2 + 3n+1,

zakǉuqujemo da je 9n + 3n + 1 zbir dva kvadrata. Sa druge strane,
3n−2n ≡ −1 (mod 4), pa je 3n−2n deǉiv nekim prostim brojem p oblika
4k+3. Kako prost broj oblika 4k+3 deli zbir dva kvadrata ako i samo

ako deli svaki od ǌih, zakǉuqujemo da p | 3n − 1 i p | 3n+1

2 . Me�utim,
iz drugog uslova je p = 3, xto ne zadovoǉava prvi uslov.
Prema tome, broj n je paran, pa vaжi n = 2t za neko t ∈ N. Dakle,
32 − 22 = 5 deli 3n − 2n, pa je i broj 9n + 3n + 1 deǉiv sa 5. Me�utim,
ovo nije mogu�e, jer vaжi

9n + 3n + 1 ≡ (−1)2t + (−1)t + 1 = 2 + (−1)t (mod 5).

Jedino rexeǌe je n = 1.

Qetvrti razred - A kategorija

1. Dokaжimo najpre slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe. Ako je p > 3 prost broj koji deli brojeve a+ b+ c,
a2 + b2 + c2 i a3 + b3 + c3, onda p deli i brojeve a, b i c.

Dokaz. Neka je t = a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2a+ c2b. Tada vaжi
p | (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2)− (a3 + b3 + c3) = t, pa iz

p | (a+ b+ c)3 − (a3 + b3 + c3) = 3t+ 6abc,

dobijamo p | 6abc. Kako je NZD(p, 6) = 1, to p | abc, pa bez
umaǌeǌa opxtosti moжemo pretpostaviti da p | c. Tada je
b ≡ −a (mod p), pa iz 0 ≡ a2 + b2 + c2 ≡ a2 + a2 + 0 (mod p),
dobijamo da p | 2a2, tj. p | a. Konaqno, iz p | a + b + c, imamo
i p | b, qime je dokaz tvr�eǌa zavrxen.

Primenom dokazanog tvr�eǌa za p = 11, odnosno p = 61, dobijamo
113 · 613 | abc. Dakle, dovoǉno je dokazati da 33 | abc(a− b)(b− c)(c− a).
Ako brojevi a, b i c daju razliqite ostatke pri deǉeǌu sa 3, tada
je a2 + b2 + c2 ≡ 02 + 12 + 22 ≡ 2 (mod 3), xto je u suprotnosti sa
3 | a2 + b2 + c2. Dakle, bez umaǌeǌa opxtosti, moжemo pretpostaviti
da je b ≡ c (mod 3). Sada iz 0 ≡ a+b+c ≡ a+2b ≡ a−b (mod 3) dobijamo
da je a ≡ b (mod 3). Ovim smo dokazali da su brojevi a− b, b− c i c− a
deǉivi sa 3, pa 33 | abc(a− b)(b− c)(c− a).
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2. Kako vaжi 3(a2+b2+2ab)64(a2+b2+ab), to iz datog uslova dobijamo

4 + (a+ b)2 =
4

3
· (ab + bc+ ca) + a2 + b2 + 2ab

6
4

3
· (ab+ bc+ ca+ a2 + b2 + ab) =

4

3
· (a+ b)(a+ b+ c).

Odavde je

4

4 + (a+ b)2
= 1− (a+ b)2

4 + (a+ b)2
6 1− 3(a+ b)2

4(a+ b)(a+ b+ c)
= 1− 3(a+ b)

4(a+ b+ c)
.

Sabiraǌem analognih nejednakosti dobijamo traжenu nejednakost.
Komentar. Jednakost vaжi ako i samo ako je a = b = c = 1.

3. Neka je za mnogougao M sa S(M) oznaqena ǌegova povrxina.
Neka je d rastojaǌe taqke D do prave AK i neka taqka E pripada
unutraxǌosti duжi AC (dokaz u sluqaju da taqka D pripada unutra-
xǌosti duжi AB se izvodi analogno).
Primetimo da je ∢DBM > ∢ECM , xto uz BM = CM daje DM > EM ,
pa se taqka K nalazi van trougla ABC. Daǉe, vaжi AK ·d = 2·S(ADK),
a kako je K sredixte duжi DE, to je i 2 · S(ADK) = S(ADE). Tako�e,

S(ADE) = S(BKD) + S(BKEA) = S(BKD) + S(BKCA)− S(KCE).

Taqka K je sredixte duжi DE,
pa je S(KCE) = S(KDC), a
taqka M sredixte duжi BC, pa je
S(KDC) = S(MDC) − S(MKC) =
S(MDB)−S(MKB) = S(KDB). Iz
ove dve jednakosti je S(KCE) =
S(KDB), tj. AK · d = S(ADE) =
S(BKCA). Konaqno,

2AK · d = 2S(BKCA)

= AK · BC · sinϕ6AK ·BC

(ϕ je ugao izme�u pravih AK i
BC), pa je d6BC/2, xto je i tre-
balo dokazati.

B C

A

M

K

D

E
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4. Dokaza�emo da Aca ima pobedniqku strategiju. Neka je O centar
datog xestougla A0A1A2A3A4A5 (A6 ≡ A0). Uoqimo na stranicama
AkAk+1, za 0 6 k 6 5, taqke B2k i B2k+1 takve da je ∢AkOB2k = 15◦

i ∢B2k+1OAk+1 = 15◦. Trouglovi AkB2kO, Ak+1B2k+1O, za 0 6 k 6 5,
imaju jednake uglove i pri tome su duжi OAk, za 0 6 k 6 5, podu-
darne, pa su trouglovi AkB2kO,Ak+1B2k+1O, za 0 6 k 6 5, podudarni.
Odavde zakǉuqujemo da su duжi OBk, za 06k611, podudarne, te kako je
∢BkOBk+1 = 30◦, za 06 k6 11, zakǉuqujemo da je B0B1 . . . B11 pravilan
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dvanaestougao. Sada dokazujemo da Aca koriste�i taqke B0, B1, . . . , B11

moжe pobediti.

A5

A0

A2

A1

A4 A3

B0 B1

B2

B3

B4

B5

B6B7

B8

B9

B10

B11

O

Dr2014 4A 4

Neka Aca prvo odabere taqku B0. Dokaжimo da Voja tada mora iza-
brati neku od taqaka B3, B6 ili B9. Zaista, ukoliko Voja odabere ma
koju drugu taqku, Aca u drugom potezu bira taqku B6 i bez obzira na
drugi Vojin potez, odabirom B3 ili B9 pravi jednakokrako pravougli
trougao.
Neka je Voja u prvom potezu odabrao taqku B6. Aca nakon toga bira
taqku B8. Tada je Voja prinu�en da odabere taqku B4, jer bi je u
suprotnom Aca odabrao u narednom potezu i dobio igru. U tre�em
potezu Aca bira taqku B2. Bez obzira na tre�i Vojin potez, kojim on
ne moжe dobiti igru, Aci na raspolagaǌu ostaje bar jedna od taqaka
B5 ili B11, te odabirom neke od ǌih dobija igru.
Neka je Voja u prvom potezu odabrao taqku B3 (analogno rasu�ujemo
i ako je odabrao taqku B9). Aca u drugom potezu bira taqku B4, qime
je Voja prinu�en da odabere taqku B8. Sada Aca bira taqku B10 i
u narednom potezu dobija igru formiraju�i jednakokrako pravougli
trougao B4B10B1 ili B4B10B7.

Prvi razred - B kategorija

1. Iz uslova zadatka dobijamo

2014 = a · 82015 + b · 82013 + c · 811 + d · 83 + 16 · 82 + 3. (†)

Tako�e, vaжi

p(−8) = a · (−8)2015 + b · (−8)2013 + c · (−8)11 + d · (−8)3 + 16 · 82 + 3, (‡)
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pa sabiraǌem jednakosti (†) i (‡) dobijamo 2014 + p(−8) = 2054, tj.
p(−8) = 40.

2. Iz datog uslova je (ax+ by+ cz)2 = 0, tj. a2x2+ b2y2+ c2z2 = −2abxy−
2bcyz − 2cazx, pa imenilac datog razlomka moжemo zapisati kao

bc(y − z)2 + ca(z − x)2 + ab(x− y)2

= bcy2 + bcz2 − 2bcyz + caz2 + cax2 − 2cazx+ abx2 + aby2 − 2abxy

= bcy2 + bcz2 + caz2 + cax2 + abx2 + aby2 + a2x2 + b2y2 + c2z2

= x2(ca+ ab+ a2) + y2(bc+ ab+ b2) + z2(bc+ ca+ c2)

= (ax2 + by2 + cz2)(a+ b+ c).

Dakle, dati razlomak jednak je
1

a+ b+ c
, pa ne zavisi od x, y i z.

(Tangenta 67, M1013)

3. Neka su m i n rexeǌa date jednaqine. Kako su m i n prirodni
brojevi, to je mm < 2014 i nn 6 (mn)n < 2014. Kako za k > 5 vaжi
kk > 55 > 2014, iz prethodnih nejednakosti zakǉuqujemo da je m 6 4 i
n64. Ako je m = 3 onda je leva strana jednakosti deǉiva sa 3, a desna
nije, pa m ∈ {1, 2, 4}. Ako je m = 1, tada je nn = 2013, xto nije mogu�e.
Ako je m = 2, tada je (2n)n = 2010. Jasno je da n = 1 nije rexeǌe ove
jednaqine, dok je za n > 2 leva stana prethodne jednakosti deǉiva sa
4, a desna nije. Dakle, za m = 2 jednaqina nema rexeǌa. Za m = 4
jednaqina se svodi na 44 + (4n)n = 2014, xto nije mogu�e, jer je leva
strana deǉiva sa 4, a desna nije. Dakle, data jednaqina nema rexeǌa
u skupu prirodnih brojeva.

4. Neka je ∢ABC = β. Kako je
AE ⊥ EB i AD ⊥ BD, to taqke E i
D leжe na krugu sa preqnikom AB.
Samim tim, ∢CED = 180◦−AED =
∢ABD = β. Ako je O centar
opisane kruжnice k trougla ABC,
onda je ∢ACO = ∢CAO = 90◦ − β,
pa je ∢ACO + ∢CED = 90◦, tj.
CO ⊥ DE. Kako je trougao MON
jednakokraki, to je visina koja
odgovara stranici MN ujedno i
simetrala duжi MN , pa je CO
simetrala duжi MN . Konaqno,

A B

C

M

N

E

D

O
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taqka C se nalazi na simetrali duжi MN , pa je CM = CN .

5. Dokaжimo da se svako slovo pojavǉuje isti broj puta u reqima sa
opisanim svojstvom. Neka je x proizvoǉno slovo. Reqi sa opisanim
svojstvom u kojima se pojavǉuje slovo x ima koliko i petoqlanih
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skupova slova koji ne sadrжe x. Zaista, za svaki takav skup na jedi-
nstven naqin moжemo pore�ati ǌegove elemente i x u req duжine 6
qija su slova u azbuqnom poretku, i na taj naqin dobiti taqno jednu
req koja zadovoǉava traжene uslove. Dakle, broj pojavǉivaǌa svakog
slovo u reqima sa datom osobinom jednak je broju petoqlanih podsku-
pova skupa sa 29 elemenata.

Drugi razred - B kategorija

1. Primetimo da je kompleksan broj w realan ako i samo ako je w = w.
Zato za t ∈ C \ {0} vaжi

t− 1

t
∈ R ⇔ t− 1

t
= t− 1

t
.

Kako je

t− 1

t
= t− 1

t
⇔ t− 1

t
= t− 1

t
⇔ t− t−

(
1

t
− 1

t

)

= 0 ⇔ t− t− t− t

tt
= 0

⇔ (t− t)

(

1 +
1

|t|2
)

= 0 ⇔ (t = t ∧ t 6= 0) ⇔ t ∈ R \ {0},

to su brojevi z15 − 1
z15 , z3 − 1

z3 i z2014 − 1
z2014 realni ako samo ako vaжi

z15, z3, z2014 ∈ R \ {0}. Me�utim, tada je i broj z = z2014

(z3)671 realan, pa ne

postoji broj z ∈ C \ R sa traжenom osobinom.

2. Primenom Pitagorine teo-
reme na pravougle trouglove NAB
i MCB dobijamo NB2 = NA2 +
AB2 = CD2 +AB2 i MB2 = MC2 +
BC2 = AD2 + BC2. Primenom
Pitagorine teoreme na trouglove
ABD i CBD dobijamo AD2 =
AB2 − BD2 i CD2 = BC2 − BD2.

A C

B

D

N M

Dr2014 2B2
Zamenom u prethodne jednakosti dobijamo

NB2 = AB2 +BC2 −BD2 = MB2,

xto je i trebalo dokazati.

Komentar. Na slici je prikazan sluqaj u kome su taqke M i N sa iste
strane prave AC kao i taqka B. Taqka M , odnosno N , se moжe nalaziti
i sa suprotne strane prave AC u odnosu na taqku B. Primetimo da
dati dokaz ne zavisi od poloжaja taqaka M i N , pa nije potrebno
zasebno razmatrati svaki od qetiri mogu�a rasporeda.

3. Za k> 2 broj k ! je paran, jer se u proizvodu k · (k− 1) · . . . · 2 · 1 broj 2
pojavǉuje kao qinilac. Kako je 5p neparan broj, zakǉuqujemo da barem
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jedan od brojeva m i n jednak 1. Neka je m = 1. Tada je n ! = 5p − 1.
Primetimo da desna strana ove jednakosti nije deǉiva sa 5, pa nije
ni leva. Samim tim je n6 4, jer je u suprotnom broj n ! deǉiv sa 5 (u
proizvodu n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 se 5 nalazi kao qinilac). Jednostavnom
proverom utvr�ujemo da jedino za n = 4 data jednaqina ima rexeǌa.
Sva rexeǌa date jednaqine su (m,n, p) = (1, 4, 2) i (m,n, p) = (4, 1, 2).
(Tangenta 70, str. 31, zad. 4)

4. Neka je B0B1 . . . B11 pravilan dvanaestougao upisan u datu kru-
жnicu. Dokaжimo da Aca ima pobedniqku strategiju. Neka Aca prvo
odabere taqku B0. Dokaжimo da Voja tada mora izabrati neku od
taqaka B3, B6 ili B9. Zaista, ukoliko Voja odabere ma koju drugu
taqku, Aca u drugom potezu bira taqku B6 i bez obzira na drugi Vojin
potez, odabirom B3 ili B9 pravi jednakokrako pravougli trougao.
Neka je Voja u prvom potezu odabrao taqku B6. Aca nakon toga bira
taqku B8. Tada je Voja prinu�en da odabere taqku B4, jer bi je u
suprotnom Aca odabrao u narednom potezu i dobio igru. U tre�em
potezu Aca bira taqku B2. Bez obzira na tre�i Vojin potez, kojim on
ne moжe dobiti igru, Aci na raspolagaǌu ostaje bar jedna od taqaka
B5 ili B11, te odabirom neke od ǌih dobija igru.
Neka je Voja u prvom potezu odabrao taqku B3 (analogno rasu�ujemo
i ako je odabrao taqku B9). Aca u drugom potezu bira taqku B4, qime
je Voja prinu�en da odabere taqku B8. Sada Aca bira taqku B10 i
u narednom potezu dobija igru formiraju�i jednakokrako pravougli
trougao B4B10B1 ili B4B10B7.

5. Oznaqimo sa k, 16k63, redni broj vrste gledano odozdo nagore, a sa
n, 16n67, redni broj kolone gledano sleva nadesno. U narednoj tabeli
upisa�emo na koliko naqina se od doǌeg levog poǉa moжe sti�i do
poǉa (k, n) (ovo je poǉe koje se nalazi u preseka k-te vrste i n-te
kolone). Neka je ovaj broj oznaqen sa t(k, n). Primetimo da za bilo
koju putaǌu od poǉa (1, 1) do poǉa (k, n) pretposledǌe zaustavǉaǌe
moжe biti na poǉu (k, l), za neko 16 l6n− 1, ili na poǉu (l, n), za neko
16 l 6 k − 1. Dakle, svakoj putaǌi topa do poǉa (k, n) odgovara jedna
putaǌa do poǉa (k, l), za neko 1 6 l 6 n − 1, ili do poǉa (l, n), za neko
16 l6 k − 1, tj. vaжi

t(k, n) = t(k, 1) + t(k, 2) + . . .+ t(k, n− 1) + t(1, n) + t(2, n) + . . .+ t(k − 1, n).

Prilikom popuǌavaǌa tabele, ovu formulu moжemo interpretirati
na slede�i naqin: svaki broj u tabeli jednak je zbiru brojeva koji se
nalaze levo od ǌega i u istoj vrsti kao on, i brojeva ispod ǌega i
u istoj koloni kao on. Jasno je da vaжi t(1, 1) = t(2, 1) = t(1, 2) = 1, a
ostatak tabele popuǌavamo na osnovu prethodno opisanog pravila.

k \ n 1 2 3 4 5 6 7
3 2 5 14 37 94 232 560
2 1 2 5 12 28 64 144
1 1 1 2 4 8 16 32
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Traжeni broj jednak je 560.

Tre�i razred - B kategorija

1. Neka je 1 6 a 6 n. Tada je x1 = . . . = xa = 1 i xa+1 = . . . = xn = 0
jedno rexeǌe datog sistema. Dakle, za sve a ∈ {1, 2, . . . , n} dati sistem
ima rexeǌa. Dokaжimo da za a = n+ 1 dati sistem nema rexeǌa.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je (x1, x2, . . . , xn) jedno rexeǌe datog
sistema za a = n + 1. Iz prve jednaqine sistema zakǉuqujemo da ne
mogu svi xi, 1 6 i 6 n, biti jednaki nula ili jedan, jer je tada x1+x2+
. . .+ xn 6 n. Zato, za neko i ∈ {1, 2, . . . , n} vaжi xi 6∈ {0, 1}. Primetimo
da za svaki ceo broj x vaжi x2014 > x, pri qemu jednakost vaжi ako
i samo ako je x ∈ {0, 1}. Zaista, ovo je taqno za x ∈ {−1, 0, 1}, dok za
|x| > 1 vaжi x2014 = |x| · |x|2013 > |x|>x. Dakle, kako nisu svi xi, 16i6n,
iz skupa {0, 1}, to je

n+ 1 = x1 + x2 + . . .+ xn < x2014
1 + x2014

2 + . . .+ x2014
n = n+ 1,

xto je kontradikcija.
Na osnovu prethodnog razmatraǌa zakǉuqujemo da je najmaǌi priro-
dan broj a za koji dati sistem nema rexeǌa jednak n+ 1.

2. Neka
√
3+5i odgovara temenu C, 2i centru O, a a+bi, a, b ∈ R, temenu

A datog jednakostraniqnog trougla ABC. Tada je AO2 = CO2, pa vaжi

a2 + (b− 2)2 = (
√
3)2 + 32 = 12. (†)

Tako�e, kako je AO = 2
√
3 polupreqnik opisane kruжnice, to je AB =

AC = 6, pa vaжi
(a−

√
3)2 + (b− 5)2 = 36. (‡)

Daǉe, iz (†)− (‡) je a
√
3 + 3b = 0, tj. a = −

√
3b. Konaqno, zamenom u (†)

dobijamo b2−b−2 = 0. Rexeǌa ove jednaqine su b1 = −1 i b2 = 2, a ǌima
odgovaraju�e vrednosti za a su a1 =

√
3 i a2 = −2

√
3. Primetimo da i

taqka B zadovoǉava jednaqine koje smo koristili za dobijaǌe taqke
A, pa jedno od ovih rexeǌa odgovara taqki A, a drugo taqki B. Dakle,
preostalim temenima trougla odgovaraju kompleksni brojevi

√
3− i i

−2
√
3 + 2i. (Tangenta 65, M969)

3. Kako 2015 daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 2014, dati uslov ekviva-
lentan je sa (3x + 16)n ≡ 1 (mod 2014). Primetimo da posledǌe vaжi
za sve x takve da je 3x+16 ≡ 1 (mod 2014). Jedno takvo x je 2009, pa za
svako n ∈ N postoji x sa traжenom osobinom.

4. Neka je k = P1P2 : P2P3. Iz uslova zadatka imamo da je
−−−→
P1P2 = k

−−−→
P2P3,−−−→

Q1Q2 = k
−−−→
Q2Q3 i

−−−→
R1R2 = k

−−−→
R2R3. Neka su T1, T2 i T3 teжixta trouglova

P1Q1R1, P2Q2R2 i P3Q3R3, redom.
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Primetimo da vaжi
−−→
T1T2 =

−−−→
T1P1 +−−−→

P1T2 =
−−−→
T1P1 +

−−−→
P1P2 +

−−−→
P2T2.

Analogno dobijamo slede�e dve
jednakosti:

−−→
T1T2 =

−−−→
T1P1 +

−−−→
P1P2 +

−−−→
P2T2

=
−−−→
T1Q1 +

−−−→
Q1Q2 +

−−−→
Q2T2

=
−−−→
T1R1 +

−−−→
R1R2 +

−−−→
R2T2.

Q1 Q2 Q3

P1

P2

P3

R1

R2

R3

T1

T2
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Sabiraǌem ovih jednakosti, uzimaju�i u obzir da je
−−−→
T1P1 +

−−−→
T1Q1 +−−−→

T1R1 =
−→
0 i

−−−→
P2T2 +

−−−→
Q2T2 +

−−−→
R2T2 =

−→
0 (jer su T1 i T2 teжixta trouglova

P1P2P3 i Q1Q2Q3) dobijamo 3
−−→
T1T2 =

−−−→
P1P2 +

−−−→
Q1Q2 +

−−−→
R1R2. Analogno

imamo i 3
−−→
T2T3 =

−−−→
P2P3 +

−−−→
Q2Q3 +

−−−→
R2R3, pa je

−−→
T1T2 =

−−−→
P1P2 +

−−−→
Q1Q2 +

−−−→
R1R2

3
= k

−−−→
P2P3 +

−−−→
Q2Q3 +

−−−→
R2R3

3
= k

−−→
T2T3,

xto znaqi da su taqke T1, T2 i T3 kolinearne.

5. a) Pritiskom prvog i posledǌeg prekidaqa dobijamo poziciju ◦ ◦
• • ... • • ◦ ◦, gde ◦ i • oznaqavaju, redom, upaǉenu i ugaxenu sijalicu.
Sve ugaxene sijalice, kojih ima 2010, podelimo u grupe od po tri
uzastopne sijalice. Pritiskom na sredǌi prekidaq u svakoj grupi
postiжemo da sve sijalice budu upaǉene.
b) Dokaza�emo da je bez obzira koja je sijalica upaǉena mogu�e do-
biti poziciju u kojoj su sve sijalice upaǉene. Razmotrimo najpre
sluqaj kada desno od upaǉene sijalice postoje jox bar tri sija-
lice. Tada nizom poteza dobijamo •... • ◦ • •

︸︷︷︸
•...• → •... • • ◦ ◦ •

︸︷︷︸
...• →

•...• • • • ◦ ...•. Ovim smo upaǉenu sijalicu ,,pomerili” za tri pozicije
desno, pri qemu su sve ostale sijalice ugaxene. Nastavǉaju�i ovakvo
,,pomeraǌe” moжemo do�i do pozicije u kojoj je jedina upaǉena sija-
lica jedna od posledǌe tri. Ukoliko pak u poqetnom staǌu desno od
upaǉene sijalice nemamo bar tri ugaxene sijalice, to znaqi da se ona
ve� nalazi na jednoj od posledǌe tri pozicije. Dakle, dokazali smo
da bez obzira na poqetnu poziciju moжemo do�i do jedne od slede�e
tri pozicije: 1)•...•◦•; 2)•...••◦; 3)•...◦••. Iz pozicije 1) pritiskom na
prekidaq ispod posledǌe sijalice dolazimo u poziciju 2). Dokaжimo
da poziciju 2) moжemo dovesti do pozicije sa svim upaǉenim sijali-
cama. Zaista, ako sve ugaxene sijalice podelimo u grupe od po tri
uzastopne, onda aktiviraǌem sredǌeg prekidaqa u svakoj grupi dobi-
jamo da su sve sijalice upaǉene. U poziciji 3) aktiviraǌem posle-
dǌa dva prekidaqa dolazimo do situacije da su sve sijalice ugaxene.
Prema dokazanom delu a) ovakva pozicija se moжe transformisati u
poziciju sa svim upaǉenim sijalicama.
Ovim je dokazano da se bez obzira koja je sijalica upaǉena u poqetnom
trenutku moжe do�i do pozicije sa svim upaǉenim sijalicama.
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Qetvrti razred - B kategorija

1. Dati broj jednak je A = 25n + 5n − 18n − 12n. Kako je 25 ≡ 12 ≡ −1
(mod 13), to je 25n ≡ 12n (mod 13), pa je 25n−12n deǉivo sa 13. Sliqno
je 18 ≡ 5 (mod 13), tj. 18n ≡ 5n (mod 13), pa je i 5n − 18n deǉivo sa 13.
Kako je A zbir dva broja deǉiva sa 13, to je i A deǉiv sa 13.
(Tangenta 71, str. 36, zad. 5)

2. Neka je V A′B′C′D′ data
pravilna piramida, pri qemu je
A ∈ V A′, B ∈ V B′, C ∈ V C′,
D ∈ V D′. Oznaqimo sa α ugao
koji obrazuje visina piramide sa
ǌenim boqnim ivicama i sa K
presek visine piramide i ravni π.
Primetimo da se ravni V AC i
V A′C′ poklapaju, pa obe sadrжe
visinu piramide. Dakle, V K se
nalazi u ovoj ravni, pa K ∈ AC.
Ako P (XY Z) oznaqava povrxinu
trougla XY Z, iz prethodnog do-
bijamo

A

B

C

K

D

A′ B′

C′

V
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P (ACV ) = P (AKV ) + P (KCV ), tj.
ac

2
· sin 2α =

ak

2
· sinα+

kc

2
· sinα,

gde je k = V K. Korix�eǌem formule za sinus dvostrukog ugla, iz

prethodne jednakosti dobijamo 2ac cosα = ak + ck, tj.
2 cosα

k
=

1

c
+

1

a
.

Analogno, iz trougla BDV dobijamo
2 cosα

k
=

1

d
+

1

b
.

Izjednaqavaǌem prethodne dve jednakosti, dobijamo traжenu jedna-

kost, tj.
1

a
+

1

c
=

1

b
+

1

d
.

3. Oznaqimo datu sumu sa Sn. Tada je 2Sn = n · 2n + (n− 1) · 2n−1 + . . .+
3 · 23 + 2 · 22, pa vaжi

Sn = 2Sn − Sn

= n · 2n + (n− 1)2n−1 + . . .+ 2 · 22 − (n · 2n−1 + (n− 1)2n−2 + . . .+ 2 · 21)
= n · 2n − (2n−1 + 2n−2 + . . .+ 22)− 2 · 21

= n · 2n − 2n − 1n

2− 1
− 1 = (n− 1) · 2n,

odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

4. Dokaza�emo da elipsi sa datom osobinom ima beskonaqno mnogo.
Neka je c duжina stranice jednakostraniqnog trougla, a d > 0
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proizvoǉan broj. Postavimo jednakostraniqan trougao u koordinatnu

ravan tako da jedno ǌegovo teme bude taqka
(

d+ c
√
3

2 , 0
)

, a preostala

dva
(
d, c

2

)
i

(
d,− c

2

)
. Dokaжimo da oko ovog trougla moжemo opisati

elipsu qiji je centar koordinatni poqetak, a poluose a i b pripadaju

koordinatnim osama. Neka je a = d + c
√
3

2 . Na ovaj naqin obezbedili
smo da se jedno teme trougla nalazi na elipsi.

Dakle, elipsa je opisana oko
jednakostraniqnog trougla ako i
samo ako sadrжi i preostala dva
temena, tj. ako i samo ako vaжi

d2

a2
+

( c2 )
2

b2
= 1

za neko b > 0.

(

d, c

2

)

(

d,− c

2

)

(

d+
c

√
3

2
, 0
)

Dr 2014 4B 4

Posledǌa jednakost je ekvivalentna sa b2 =
c2 · (d+ c

√
3

2 )2

3c2 + 4
√
3cd

, te oqito

postoji b > 0 koje zadovoǉava ovaj uslov, pa i elipsa sa traжenom
osobinom.
Primetimo da smo na ovaj naqin za svako d > 0 konstruisali jednu
elipsu sa traжenom osobinom. Pri tome, ovako dobijene elipse su
razliqite, tako da ih zaista ima beskonaqno mnogo.

Komentar. U literaturi se pojavǉuju dve razliqite definicije
elipse: jedna po kojoj je kruжnica elipsa i druga po kojoj nije. Dato
rexeǌe odgovara prvoj definiciji, tj. dokazano je da se oko jednako-
straniqnog trougla moжe opisati beskonaqno mnogo elipsi od kojih
neke mogu biti i kruжnice. Kako se oko svakog trougla moжe opisati
samo jedna kruжnica, iz datog dokaza zakǉuqujemo da se oko jednako-
straniqnog trougla moжe opisati i beskonaqno mnogo elipsi koje
odgovaraju drugoj definiciji.

5. Neka je x broj na prvom, y na drugom, a z na tre�em xexiru.
Tada, po uslovu zadatka vaжi x = y + z, y = z + x ili z = x + y, pa
je x = y + z ili x = |y − z|. Zato, prvi matematiqar moжe odrediti
broj na svom xexiru ako i samo ako jedna od ove dve jednakosti nije
mogu�a. Kako na poqetku prvi matematiqar ne moжe odrediti koji
je broj na ǌegovom xexiru, to su obe jednakosti mogu�e, a samim
tim vaжi |y − z| ∈ N, tj. y 6= z. Drugi matematiqar tako�e ne moжe
odrediti koja od jednakosti y = z + x i y = |z − x| vaжi, pa sliqno
kao u prethodnom delu zakǉuqujemo da z 6= x. Me�utim, iz odgovora
drugog matematiqara moжemo zakǉuqiti i vixe. Naime, kako vaжi
y 6= z, drugi matematiqar moжe odbaciti jednakost y = |z − x|, ako
vaжi x = 2z, pa to nije sluqaj, tj. x 6= 2z. Dakle, x 6∈ {z, 2z} i y 6= z,
i na osnovu ovih informacija prvi matematiqar moжe utvrditi broj
x, tj. on moжe odbaciti jednu od jednakosti x = y + z i x = |y − z|.
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Kako za x = y+ z svakako vaжi x 6∈ {z, 2z} i y 6= z, to on odbacuje drugu
jednakost, tj. |y − z| ∈ {z, 2z}. Kako je drugi matematiqar (kasnije)
utvrdio da je y = 2014, to ne vaжi y = 3z, pa iz prethodnog zakǉuqujemo
da je y = 2z. Konaqno, z = 1007 i x = y + z = 3021.
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