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CtaTujarta nps. nat e o6jaBeHa BO cnucaHMeTo MaTtemaTnuKo-
Pr3nyku nnuct Ha JMPA Ha XpBaTcka Bo 1961

O jednom diofantskom problemu
Dr MIRKO STOJAKOVIC, Novi Sad

Mnogi problemi o algebri i1 geometriji svode se na refavanje nekog siztema
jednaéina ali se pri tom od svih uopite mogucih refenja log sistema jednactina za-
driavaju same ona keja Imaju neka unapred odredena svojstva. Tzdvajanje takvib
refenja nije uwwvek lak posao, Iz jedne vrste takvih problema razvila se poselna
grana matematike — diofantska analiza. Citav niz ¢uvenih problema matematike
uprave je te prirode, Tako, na primer, ni danas se nemna da 1 jednakost xotymeszo
ima il nema refenja u celim brojevima .y, z+ 0 2za svaki prirodan bre] n. Ta
jednattina ima refenja kad je =2 na primer x =235 ¥y =12 z =13 nema re-
fenja kad je m=3, nema ih ni kad je =4 5.6, ... ali se ne zna postoji 1i mozda
jo& neko nosem 7= 2 kad ta jednadina opet ima refenja u celim brojevima (razli-
Citim od nule) To je éuveni Fermafor problem. Ne manje slavan je 1| Geldbahov
problem koji je uz to i jednostavniji po formulaciji: linearna jednadina & -+ y = 2z
ima refenja w prostim beojevima &y 2a svaki prirodan broj 2z No ko
likoe god da je to jednostavmo kazati ne sledi da je to jedmestavno 1 dokazali —
i taj problem de danas nije refen. Ispitane su takve jednadine za veoma wvelike
veednosti z (fak 1 do 9000 000) 1 uvek su probaniemn nadena refenja u prostim bro-
jevima ali to joE nije dokaz ta tako mora biti za svako 2z Ovi su primert jednostavni
ali su ograniéenia »strogoe,

Ovde éemo posmatrati linearnu jednadiou Az + By =C gde su A, B, C celi
brojevi ali nefemo trafiti da regenja budu prosti brojevi kao u Goldbahovom pro-
blermmu nego =samo« da budu takode celi brojevi.

MNeka je, dakle, data jednating

{1y Ax+ By=0C
gde su A0, B=0, C celi brojevi 1 neka se trafe sva refenja te jednatine u celim
brojevima x, v.

Uivrdideme uslove pod kojima takva refenja uopste postoje i navesti postupak
kojim se do resenja dolazi kad se utvrdi da ona postoje, Odwvojiéemno, mafi problem
egzxistencije refenta od problema algoriloarae kojim se redenia nolaze,

Majpre demo problem uprostitt smanjivii broj pretpostavki pod
kaojima se jednadina (1) ima resavati,

Fre svega, brojevi A, B, C u jednafini (i) mogu se smalrati nzajamnao
prostim to jest oni nisu sva tri deljivi jednim istim celim brojem D vedim od 1.
Jer akn je

(% A=AD, B=BD, C=CD
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gde su i A, B, C; celi brojevi a D njihov najved zajedniéki delitelj # 1 onda se
jednadcina (1) svodi na ekvivalentnu jednacinu

(5 Ar+By=0C
koja ima keeficijente uzajamne proste pa kake sva njena refenja jesu refenja
jednatine (1) a vadii i obrnuto, to je dovolino posmatrati jednadinu (1) pod nave-
denom preiposiaviom,

Dalje, moZemo uzeli da su A I B u jednaédini (1) pozitivni brojevi. Jer,
ako su A i B negativni brojevi mnoZenjem cele jednadéine sa —1 dobijamo novu
ekvivalentmu jednadéinu sa pozitivoim koeflicijentima uz nepoznate. Ako je jedan
od brojeva A, B pozitivan a drugi negativan, recimo A < 0 B > 0, onda se Smenom
T = —1u dobija jednafina sa pozitivnim koeficijentima uz nepoznate, pa ako je u
refenju u ceo broj bide | —p odnosno T oceo broj i problem tom smenom nidta
ne gubi.

Posmatrajmo, prema tome, jednaéinu (1) pod pretpostavkom da su A, B pri-
rodni brojevi i da A, B, © nemaju zajedniéki delitelf vedi od 1 Uzmimo sad spe-
cijalni sluéaj jednadina (1) kad je C = 0. Neka je dakle, najprije

{4 Az + By = 0.
Ako A i B imaju najvedi zajednicki delitelj D = 1, to jest ake je A = A,D, B = B D
onda se jednadina (4) svodi ma jednadinu

(5 Ax+By=0
gde su sad A,, B, uzajamno prosti prirodni brojevi. Iz A,x = — B,y sledi da x mora
hiti deljive =a B, jer je proizved A,x deljiv sa By, a A; nije deljivo tim brojem.
Dakle = mB,, Isto take dobija se ¥y = nd, gde su m, n neki celi brojevi. Tada
se¢ jednadina (3) svodi na

(6) A4,Bi(m+n) =0
pa mora biti m + 1 =0 odnosno m = —n i take imamo

STAV 1. Jednadina (4) ima refenja i sva ong dofa su sa
(Ty z=mB, y=—nd,
gde je m ma kKoji ceo broj.
Uzmimo sad jod specijalni sluéaj jednadine (1) u kome je € = 1, MNeka je, dakle,
(8 Ax+ Bpy=1.

Ako A i B imaju najvedi zajednitki deliteli D 41 to jest ako je A= A,D,
B = B\D, tada se jednadina (8) svedi ma

(9 Ddx+ By =1

pa je leva strana deljiva sa D a desna to ne mofe biti i nikakve vrednosti za =,y
u celim brojevima ne mogu tu nifta da poprave. Stoga u tom slufaju jednadina (8)
mema refenja u celim brojevima, Ake su pak A 1 B u jednadind (3) uvzajamno
prosti brojevi onda jednadina (8) ima refenja [ fto dokazujemo time 3to resenje
stvarne aavodimo, Jedno od refenja nadl demo poanatim Buklidovim algo-
ritmom Kkelim se srafunmava najvedi zajedniéki delitelj za dva priredna broja,
Veridgno deljenje koje se tu izvedi polazeéi od brojeva A, B mora dovesti do ostatka
1 jer je to najvedi zajednitki.delitelj dva uzajamno prosta broja A, B. Neka je
dakle A > B (= 0) i neka je pri deljenju broja A brojem B kolidginik k, a ostatak
0, < B, fo jest
{1y A=kB+ D,y < E.
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Postupak ponovimo sa B i D ake nije I; = 1 to jest neka je
(11) E=kD, + D, D;< D,
Ako nije Dy = 1 postupak ponovimo sa D, i Iy to jest neka je
{12) D, = kD, + Dy, Dy < D,
Ako ni sad mije Dy =1 postupak molfemo opet ponovitl, Jednom se kao ostatak
maora dobiti 1 jer niz pozitivnih brojeva A, B, Iy, D, Dy opada pa ako se produdi
mora da se zavrdi sa 1, Da ne bismo oplerecivali tekst a da bi suitina postupka
ipak bila jasna doveljno je da uzmemo da je ved Iy =1 to jest vali, recim,
(13 Dy =RkDy + 1.

Jednadine (10}, (11}, (12) { {13} sadrie ostatke I, Db, % 1 kake tu ima felici fedna-
Cine a tri veliitne ove se mopu eliminisati. Zbilja iduéi unazad od jednadine (13)
pa do (100 imamo redom
l = ',J'I_'klf-}:l ", -”'_ _ki [:DI “_'k:.”'ej o B‘z l:l 4 kil'&l:l _kif}L ':”"_ -'I:unljl ':l + kaki:'_' "Iil”:. o

= B (L + bk + Dy (= by — by — k) = Bo(L 4 bk + (A — kB (— by = koo, — k) =

== "'1(_":2_ A':JI}JJI:"—IEI.] - i I:i + ]r.!‘;.k1_ -4 klkl r ﬁLkzksk_: - k:ll:?‘j = Ax. + H}‘}g
gde su sa x, ¥, oznafeni izrazi v poslednjim dvema zagradama, to jest

(14) Ax, + By, =1,
pa je (x,, t) jedno refenjo jednadine (8). 1 tako vazi
STAV 2, Jednadina
Ax 4+ By =1

ima refenja u celim brojevime onda i samo onda kad su A i B uzajomno prosii
brojevi,

Sad tek mofemo posmatrati opStu jednadinu (1) (naravono pod stalnom pretpo-
stavkom da su A, B prirodni brojevi 2 A, B, C nemaju zajednicki delitelj vedi od 1.
Pokazadéemo da vai

STAV. 3 Jednadina
(1) Ax+By=2C
ima refenja u celim brojevima onda § samo onde ked zu brogeri A, B uzajomno
prasti,

Fhilja, ako brajevi 4, B nisu uzajamno prosti nege je 4 ~ A0, B~ B D,
onda je Dfdx + By = C pa je leva strana deljiva sa D a desna nije §to ne moie
hiti ni za kakowve cele brojeve =, y. Obrnuto, ake su A i B uzajamne presti onda
iednacina

{13y Anx + Bo=1
prema stavu 2 ima refenja i neka je jedno od njih (4, ). Onda je meduotim
(Citg, Coyy jedno redenje jednadine (1) jer je ACus -+ BCwe = C(Auo -+ Buo) = C,
Da nademo sva refenja jednadine (1), u slufaju kad ih ona uvopdte ima, postupimo
ovako: Iz Ax+By = C i ACu,+ BCy = C sledi cduzimanjem A{x-Cuo) + B{y-Cre)=10
a prema stavu 1 mora biti
x=Coty == mB, y-Coy = — mA,

jer su A i B uzajamno prosti brojevi pa su uslovi za primeny stava 1 ispunjeni
Stoga vai

STAV 4. Sva refenja jednadine Ax + By = C, u slufaju kad ih one ima, data
s 5a

x = Ciy - mB, ¥ = Cy—md,
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gde je (uy, vy} jedno relemje jednadine Auw + Bv =1 a (mB,—mA) opite reienje
jednadine Az + Bw = 0.

Primer 1. Jednaéina 4x + 6y = 5 nema redenja jer brojevi 4 i 6 nisu uza-
jammo prosti.

Frimer 2. Jednafina 4x + 5y = 6 ima refenja jer su brojevi 4 i 5 uzajamneo

prosti. Jedno refenje jednadine 4u+5v =1 jo uy = 4, v, = —3 a opite refenje jedna-
Cine 4z +Sw-=0jez—9m, w=—4mpa je opite refcnje jednadine 4x-+5y—=6
dato sa x=Gu,+5m, y=00,—4m {o jest x=24+5m, ¢ = — 18 — 4m, gde m moie biti

kknji bhilo ceo hroj.

Primenimo sad nadene stavove na sledeéi problem: ispitati kada su m +n i
mn uzajamno prosti brojevi, ako su m i n prirodni brojewvi.

STAV 5. Prirodni brojevi m, n uzajomno su prosti onda i samo onda kad su
(m + n} i mn uzajomno prosti brojewvi. _

Zbilja, ako su m-+n 4 mn uzajamno prostl brojevi onda za podesno nadene
cele brojeve @, ¢ vaiE (mtnjrt-may=1 (Stav 2), Odatle sledi mx +nfx-+my)=1 pa su
m i n uzajamno prosti brojevi. Obrnuto, neka fe max+ny=1 (™ za neke cele brojeve
x, ¥ o jesi neka su m, n uzajamneo prosti brojevi, fada je redom

l=mx+my=m(x+am)tn{y—am)=x+animrm)—x=aju+{y—smn=
=(xdzmy(m+m 4+ [y—x—z(m 4+ u)]n,

gde je =z meki jod neodredeni broj.
Uzimajudi sad z = u(y —=x) dobijamo dalje

1= [z+y (y—x)n] (m+m)+(y—) (I—ym—yn)n
a kako po pretpostavei (*) vazi l—my=mx bife poslednja jednakost.

=[xy (y—x)n] (m+n)+ (y—x) (T—y)mn=(m -+ nju+mnv

gde je stavljeno u=z | (y—xn, v= —(y—x}* a veza l=(m-+rnju—mnv i kazuje da su
(m+mn) i mn uzajamno prosti brojevi. Time je i stav § dokazan,



