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Sazetak: U ovom radu, koriste¢i Surovu nejednakost, dokazujemo vise raznih nejednakosti koje se bez

ove znacajne nejednakosti dokazuju znatno teze.

. Uvod

U matematickoj literaturi o nejednakostima znacajno mjesto zauzima i Surova®) nejednakost koja glasi:

Ako su x,y, z pozitivni realni brojevi i r realan broj, tada je:
" (@—y) (=2 +y (y—2)(y—2)+2" (2 —2) (2 —y) =0,

s jednakosc¢u ako i samo ako je x =y = 2.
Dva dokaza ove nejednakosti se mogu naéi u [1], str. 169-175.
Za r =1 dobijamo iz (1) sljedeéu nejednakost:

1° Pyt 243y >y (et y) ryz(y+2) Fer(z+a),
i njoj ekvivalentne nejednakosti:
20 xyz > (y+z—a)(x+z—y)(e+y—2),
30 (z+y+2)°+92yz > 4(z 4y + 2) (xy + yz + 22)
2 -y ety—2)+y—2 y+z—2)+ (-2 (z+z—y) >0,

9xyz
59 22+t 2 4+ —— > 2y +yz+z2x),
Y P (zy+y )
T Y z dxyz

60

+ + 22,
y+z zt+x x+y (v+y)(y+2)(z+2)

te za r = 2 slijedi iz (1) sljedeca nejednakost:
st oyt 2 oy (o Fy 4 2) Z:cy(:r2+y2) +yz(y2+z2) +zx(z2+x2)7

gdje su z,y,z > 0.

Ciljna skupina: osnovna i srednja Skola

Kljucne rijeci: Surova nejednakost, dokaz, posljedica, jednakost
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad

Rad preuzet: mart 2021.

DIssai Schur (Sur), njemacki matematicar roden 1875. godine u Carskoj Rusiji, a umro u Tel Avivu (Izrael), 1941

(1)

. godine.
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2. Primjene Surove nejednakosti

Svaku od nejednakosti (A) — (@), pojedinacno, nije lako dokazati bez poznavanja i upotrebe Surovu
nejednakost. Ovo ¢emo demonstrirati na nejednakostima (E) i (F).

Primjer 1. Dokazati nejednakost (E).
”RjesSenje”: Napisimo ovu nejednakost u obliku

9zyz
Y > (xy +yz + zx) + (xy + yz + zx) .

Pyt >
r+y+z

Poznato je da vazi nejednakost
2+ + 22> ay+yz+ 2 (2)
(= (@—y)'+y—2)"+E-2)">0).

Sada bi trebalo dokazati da vazi nejednakost

9xyz
— >y +yz+ zx. 3
r+ty+z yry (3)

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja imamo sljedeéu
nejednakost

Ttytz > ¥zyz
3
kao i
73’%3’;““’ > Yay yE 78, 736“%”2” > Y2y 2,
odnosno

r+y+z>3Yryz i
oy +yz + zx > 3 Y x2y222
Nakon mnozenja ovih nejednakosti, dobijamo
(x+y+2) (zy+yz+z2x) > 9 /23323, to jest
(x+y+2) (xy +yz + zx) > ayz,
a odavde

9xyz
— < zy+yz+ zz, 4
r+yt+z vy (4)

a ovo nije nejednakost (3), to jest iz nejednakosti (2) i (4) ne slijedi nejednakost (E).

Primjer 2. Dokazati nejednakost (F).
”RjeSenje”: Imamo dobro nam poznatu Nesbitovu nejednakost

T y z 3
> — >0). 5
e L (z,y,2>0) (5)

Napomena 1. Ukupno 24 razna dokaza nejednakosti (5) se moze naéi u [2], [3] i [4].
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Preostaje nam sada da dokazemo nejednakost

(z+y)(y+2)(z+2z) Z 5 (z,y,2>0). o

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna broja, imamo

x;yz xy, %2\/% ngzm,

odnosno
T4y >2ry, y+z2>2/yz, z+4+x>2z2z,

a odavde nakon mnozenja ovih nejednakosti:

(+y)(y+2)(z+2) >8Vx%y?22, to jest
(+y) (y+2) (2 +2) > 8xyz
ili
dxyz
(z+y) (y+2)(z+2)

1
<35 (7)

Dakle, ne vazi nejednakost (6), to jest nakon sabiranja nejednakosti (5) i (7) ne slijedi nejednakost (F').

Sada vidimo koliko je vazna (i korisna) Surova nejednakost (1).

Napomena 2. U Primjerima 1. i 2. nismo dokazali trazene nejednakosti i zbog toga je napisano pod
navodnicima "RjeSenje”. Dobro bi bilo da neko od ¢italaca ovog ¢lanka pokusa da dokaze npr. nejednakosti
(E) i (F) ne koriste¢i Surovu nejednakost (1).

Sada éemo dati nekoliko primjera dokaza nejednakosti koristeéi Surovu nejednakost (1).

Primjer 3. Dokazati da vrijedi nejednakost:

A+ 0%+ >alb— ) +blc—a)® + cla—b)® + 3abe, (8)

gdje su a, b, ¢ duzine stranica trougla AABC.
Rjesenje: Ocigledno, data nejednakost (8) je ekvivalentna sa nejednakoséu

a3+b3+03+3ab02a(b2+02)+b(02+a2)+c(a2+b2),
ili
a® +b* + ¢ + 3abe > ab(a +b) +be(b+¢) + ca(c+a),
a ovo je nejednakost (A) koja je tatna, gdjejex =a>0,y=0>0,z=c> 0.

Vrijedi jednakost u (8) ako i samo ako je a = b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢ni trougao. O
Primjer 4. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati da je tada

(a—l—l—%) <b—1+%) (c—l—&-%)ﬁl. (IMO 2000) (9)

RjeSenje: Nakon mnozZenja i sredivanja, od nejednakosti (9) se dobije ekvivalentna nejednakost
a’b+b’c+c*a>a+b+c+ab+ be+ ca. (10)

S obzirom da vazi abc = 1, mozemo uzeti smjenu a = 5, b=1% c=Z gdje sux,y,z>0 jer sua,b,c>0.
Nakon ove smjene, nejednakost (9) postaje

3 4 y3 + 254 3xyz > ny + ﬂcy2 + yzz + yz2 + 2?2+ x227
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odnosno
2yt + 2 3ryz > ay (e +y) +yz (v +2) + 2z (24 2),

a ovo je specijalan slucaj Surove nejednakosti (A), 5to znaci da je nejednakost (10) tacna.
Vrijedi jednakost u (9) ako i samo ako jex =y =2z, to jesta=b=c=1. O
Primjer 5. Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi. Dokazati da vrijedi nejednakost

9zyz + 1 > 4(xy + yz + zx), (11)

akojex+y+2z=1.
Rjesenje: Koristeéi uslov z + y + 2z = 1, nejednakost (11) se svodi na ekvivalentnu nejednakost

Oryz+ (x+y+2)° >4(x+y+2) (zy+yz+ z2z),

koja se nakon kubiranja, mnozenja i sredivanja svodi na ekvivalentnu nejednakost
o® +y” + 2%+ Bayz 2wy (v +y) +yz(y+2) + 2 (2 4 2),

a ovo je opet specijalan sluéaj Surove nejednakosti (A) pa je ista taéna, sto znaéi da je i nejednakost (11)
tacna.
Vazi jednakost ako i samo ako je x =y =2z = % |
Primjer 6. Dokazati da vazi nejednakost

a®+ b3+ > 12PR, (12)

gdje su a, b, ¢ duzine stranica trougla, P povrsina trougla, a R radijus opisane kruznice trougla AABC.
Rjesenje: Specijalan sluc¢aj Surove nejednakosti (A) glasi

a® 4+ + ¢+ 3abe > ab(a+b) + be(b+c¢) + ca(c+a)

< a®>+ b+ ¢+ 6abe > (a+ b+ c) (ab+ be + ca)

— a4+ 4+ > (a+b+c)(ab+be+ca) —6-4RP. (13)
Dokazademo sada da vazi nejednakost

ab + bc+ ca > 18Rr, (14)

gdje je r radijus upisane kruznice u trougao AABC.
Nejednakost (14) je ekvivalentna sa nejednakoséu

abc P
b+b >18 — - —
ab + bc + ca > P s
9abc
< ab+ bc+ ca >
<= (a+b+c)(ab+ bc+ ca) > Yabc = 36PR. (15)
Ovdje smo koristili formule za povrsinu trougla P = i—% i P=rs, gdje jes= % poluobim trougla.

Zbog nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja, imamo
a+b+c>3Vabe 1 ab+be+ ca > 3Va2b2e2,
te nakon mnozenja ovih nejednakosti

(a+b+c)(ab+be+ ca) > 9abe = 36 PR,
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§to znadci da je nejednakost (15) tacna, pa je tacna i nejednakost (14).
Sada iz nejednakosti (13) i (15) slijedi

a® + b2 +¢® > 9abc — 24PR,  to jest
a®+ >+ >9-4RP — 24PR

ili
a® +b% +¢® > 12PR,

a ovo je data nejednakost (12).

Vrijedi jednakost u (12) ako i samo ako je a = b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢ni trougao. O
Primjer 7. Dokazati da vazi nejednakost

a® b2 c? 6R

S -

G-b(s—c G-0-a (-a(s=b " r’

gdje su a, b, ¢ duzine stranica, s poluobim, R i r radijusi opisane i upisane kruznice trougla AABC.
Rjesenje: Ovdje ¢emo koristiti Heronovu formulu za povrsinu trougla P = /s(s —a)(s — b)(s — ¢),
gdje je s poluobim trougla. Nejednakost (16) je ekvivalentna sa nejednakoséu

(16)

az(sfa)+b2(sfb)+02(sfc)§§(sfa)(sfb)(sfc)

<:>a2(s—a)+b2(8—b)+c2(s—c)gg.s(s_a)(ss_b)(s_c)
P2

(:>a2(sfa)+bz(sfb)+cz(sfc)S?-?

= a*(s—a)+b*(s—b)+c*(s—c) <6RP

= a’(s—a)+b?(s—b)+c*(s—c) <6R Z—II)%C

<:>a2(s—a)+b2(s—b)+c2(s—c)§%abc

b+c—a at+c—0> a+b—c
2.7 2. 2.
) +b 5 +c 5

<= a® +b® + ¢ + 3abe > ab(a+b) + be (b + ) + ca(c+a),

3
<~ a < §abc

a ovo je specijalni slucaj Surove nejednakosti (A), §to znaci da je data nejednakost (16) tacna.
Vrijedi jednakost u nejednakosti (16) ako i samo ako je a = b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢ni
trougao. O

Primjer 8. Dokazati da vazi nejednakost

a b c abc

—+—+—<— (17)
Te Th  Te r
gdje su a,b,c duzine stranica, r radijus upisane kruznice, a rq, 7, ,r. radijusi pripisanih kruznica trougla
AABC.

Rjesenje: Koristeéi poznate formule (vidi [5])
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imamo
a_3+f+£:a3(s—a)+b3(s—b)+03(s—c) :a3(5—a)—|—b3(s—b)—&—03(5—0)7
Ta Tp Te P P P rs

pa sada data nejedankost (17) prelazi u ekvivalentnu nejednakost

a®(s—a)+b3(s—b)+c2(s—¢) <a_bc
TS -or

= a*(s—a)+ b (s—b)+ (s —c) < abes
<:>a3-7b+;_a+b3.a+§_b+cs.a+§_c

—=ad(b+c—a)+b3(at+c—b)+c(a+b—c)<abe+ ab’c + abc?

Sabc.%ﬂc

<= a®b+ac—at + ab® + b3c — bt + Ba+bc® — ¢t < a®be + ab’c + abc?
<« a' = a®b— aPc+ aPbe + bt — b — ab® + ab’c+ ¢ — Ba— b+ ab® >0
= a'+ b+ +abe(a+b+c) > ab(a® +b%) +be (b + ?) + ca (¢ +a?),

a ovo je specijalan slucaj Surove nejednakosti (G).
Vrijedi jednakost u (17) ako i samo ako je a = b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢ni trougao. O
Primjer 9. Dokazati da vazi nejednakost:

s> +r? > 14Rr (18)
gdje je s poluobim, a R i r radijus opisane i upisane kruznice trougla AABC.

RjeSenje: Ovdje ¢emo koristiti Ravijeve smjene a =y + 2, b=2+x, c =z + y gdje su x,y,z > 0.
Sada imamo

5= iyt s P=VAG @G DG = Vo),
T*B* Yz Riabci(erz)(erx)(ery)
s r+y+z 4P 4\/xyz (x +y + 2) ’

Data nejednakost (18) sada glasi

g B T

=2zt y+2)°’ +2yz>T(@+y) (y+2)(z+2). (19)
Imamo poznati identitet

@+y+2° =2+ + 22 +3@+y) (y+2) (2 +2). (20)
Sada dobijamo iz (19) i (20)

203 + 2y + 228 >y (z+y) +yz(y+2) + 22 (2 + 7). (21)

Uzeéemo specijalnu Surovu nejednakost (A)

2 4y + 2 Buyz > wy (x4 y) +yz (y + 2) + 22 (2 4 x)


PC
Typewritten text
https://matematickitalent.mk     објавено на 10.12.2022


https://matematickitalent. mk  o6jaBeHo Ha 10.12.2022

i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja
23+ y® 4+ 2% > 3ayz.
Nakon sabiranja ove dvije nejednakosti, dobijamo sljede¢u nejednakost
2(a® +y° +2°) Zay (e +y) +yz(y+2) + 22 (2 +2),
a ovo je nejednakost (21), q.e.d. Dakle, pokazali smo da je nejednakost (21) tacna, a to znaci da je i

nejednakost (18) tacna.
Vrijedi jednakost u (19), odnosno u (18) ako i samo ako je x =y = z = a = b = ¢, to jest ako je u pitanju

jednakostranicni trougao. a
Primjer 10. Dokazati da vazi nejednakost
I & B v
avbe + by/ca + eVab > AP tgg +tg§ +tg§ , (22)

gdje su a, b, ¢ duzine stranica; «, 3, unutrasnji uglovi, a P povrsina trougla AABC.
Rjesenje: Imamo zbog P = \/s(s —a)(s —b)(s —c) (Heron)

4P <tg%+tg§+tg%> Sup (\/(s S(z><sa)c)+\/<ss(<:2@b)a>+ (s ;;)(Scb)> _

=4((s=b)(s—c)+(s—c)(s—a)+(s—a)(s—b)) =
=4(3s*> = 2s(a+b+c)+ bc+ac+ab) =
2
:4(ab—|—bc+ca—82) =4 ab—}—bc—l—ca—w
= 2ab+ 2bc + 2ca — a® — b — 2
to jest
4P <tg%+tg§+tg%> = 2ab + 2bc + 2ca — a® — b% — 2. (23)

Sada data nejednakost (22), zbog (23) ima oblik

a\/%+b\/@+c@22ab+2bc+20afa2fb2f<:2. (24)

Uzimajuéi smjenu v/a = =, Vb = y, /¢ = z, dobijamo iz nejednakosti (24)

4 4

:CQyz + gcy2z + xy22 > 2w2y2 + 2y22:2 +22%2% — gt — y4 -z

=t oyt 2 Fayz (o oy + 2) > 2272 + 29727 4 22222 (25)
Imamo specijalnu Surovu nejednakost (G)

ot oyt 2t b ayz (o Y+ 2) 23:y(1‘2+y2) +yz(y2+z2) +zx(z2+:r2)
odnosno

Byttt ey @yt )2 ()P o)+ 2 (et y). (26)

Dokazacemo da vazi nejednakost


PC
Typewritten text
https://matematickitalent.mk     објавено на 10.12.2022


https://matematickitalent.mk  o6jaBeHo Ha 10.12.2022

2 y+2)+ P (2 +a)+ 2 (2 +y) > 20%° + 29227 + 2072 (27)
Zbog nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna broja, imamo

Bly+2)+ i)+ @ty = (x?’y + acy3) + (ySz + yz3) + (23;17 + zx?’) >

> 2/ztyt + 2¢/ytzt + 2Vt = 2227 4+ 29227 + 22247, to jest

B y+2)+yP(z+2) + 22 (x+y) > 2027 + 29227 4 2272

Sada iz nejednakosti (26) i (27) slijedi nejednakost (25), $to znaci da je data nejednakost (22) tacna.
Vrijedi jednakost u (22) ako i samo ako je z =y =z = a =b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢ni

trougao. O
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