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Miaden Mati¢ (Gornja Trednjica)
KONGRUENCIJE

Izlaganje o kongruenciji brojeva odnosi se na skup celih bro-
jeva i deljivost istih. Zato se ovde nuZno pretpostavija da je citalac
ve¢ upoznat sa izvesnim osnovnim svojstvima celih brojeva i medu-
sobnom povezano3¢u deljenika, delioca, koli¢nika i ostatka pri delje-
nju u Z,

Definicija 1. Neka su a i b celi brojevi i neka je m prirodan
!:ruj. Tada se kaZe da je broj @ kongruentan po modulu m sa bro-
jem b ako i samo ako pri deljenju sa m brojevi a i b daju isti
ostatak, $to pifemo a=b (mod m).

Drugim refima, brojevi a i & medusobno su kongruentni po
modulu m ako i samo ako je a=mgq,+r i b=mg,+r, gde a, b, q,,
g,<Z, amrceNi 0<r<m,

Ako a nije kongurentno sa b po modulu m, onda ¢emo pisa-
ti a#b (mod m). :

Primer 1. Posto je 37=8-4+5 1 13=8-1+5, kaZemo da su
37 i 13 kongruentni po modulu 8 i pifemo: 37=13 (mod 8).

Odnosno, posto je 15=7-2+.1 i 10=7-1+3, kaZemo da je
15 i 10 nisu kongruentni po modulu 7 i piSemo: 1510 (mod 7).

Na osnovu definicije kongruentnosti dva broja neposredno se
uvida da ova relacija ima svojstvo refleksivnosti, simetrije i tranzi-
tivnosti, tj. da je a=a (mod m), da iz a=b (mod m) sleduje b=a
(mod m) i1 da iz a=b(mod m) i b=c(mod m) sleduje a=c (mod m).

Teorema 1. Broj a je kongruentan sa brojem b po modulu m
ako i samo ako je razlika ova dva broja deljiva sa m.

Dokaz. DokaZimo najpre prvi deo ove teoreme, tj. da deljivost
razlike ima za posledicu modularnu kongruentnost brojeva a i b,
§to moZvmo zapisati ovako: m|a—b = a=b (mod m).

Zaista, neka je a=myq, +ry i b=mgq,+r,. Tada, poito je
a-b=m(q,—q)+(r,—r,),izma—b prmzllazl da je mfm(q, q,)+
+(r,—r,), a to moZe biti samo ako je m|(r,—r,). No, kako je
0<r,<m i 0<r,<m, to ova razlika moZe biti deljiva sa m samo
ako je r,—r,=0 = r,=r,; a u tom sludaju je a=b (mod m).

Isto tako se moZe dokazati i drugi deo ove teoreme, tj da a
i b nc mogu biti dva medusobno kongruentna broja ako razlika
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a—b nije deljiva sa m. Jer, ako m4 (a—b), zna¢i da m{ m(q,-q,)
+(r,—r,), a to moZe biti samo ako je r,#r,, tj. ako azb (mod m).

Na taj na¢in smo se uverili da je m a—b dovoljan i potreban
uslov da bude a=b(mod m), a na slitan nain se moZe dokazati
da je i, obratno, a=b (modm) potreban i dovoljan uslov da bude
m|a—b.

Zbog toga se kaZe da su relacije a=b(modm) i m|{a—b me-
dusobno ekvivalentne, $to se zapisuje ovako: a=b (mod m) < m|a—b.

Primer 2. Odrediti da li su istiniti iskazi: a) 438=15 (mod 9)
i b) 825=3 (mod 9).

Resenje. a) 438—15=423. Poito je 423 deljivo sa 9, to je,
prema teoremi 1, 438=15 (mod 9). — b) Polto razlika 425-3~=
422 nije deljiva sa 9, to i 8253 (mod 9).

Primer 3. Relacija a=1 (mod 2) znaéi da je a—1 deljivo bro-
jem 2, tj. da postoji takav broj m da je a—1=2m, odnosno da je
a=2m+1. VaZi i obrnuto. Prema tome, a=1 (mod 2) znali isto
§to i iskaz: a je neparan broj.

Primer 4. Relacija a=0(mod 2) znali da je a—0=a deljivo
sa 2, tj. da je a=2m. VaZi i obrnuto. Prema tome a=0 (mod 2)
znaéi isto §to i:a je paran broj.

Napomena. Ogigledno je da za proizvoljne cele brojeve a i b
vaZi uvek: a=b(mod 1.)

Teorema 2. Neka su a, b, ¢ celi brojevi i neka je m prirodan
broj. Ako je a=b (mod m), onda je a-c = bc (mod m), a takode
je i @a-c=b-c(mod mc).

Dokaz. 1z relacije a=b sleduje m|a—b, tj. mk=a-b(k<EZ,
ks:0). Ako ovu jednakost pomnoZzimo sa ¢ dobijamo mck = ac— bc,
§to pokazuje da je ac=bc (mod m), a isto tako i da je ac=bc (mod mc);
a to je i trebalo dokazati.

Tako, na primer, iz 3=5 (mod 2) sleduje 3.-7=5-7 (mod 2) i
3.7=5.7 (mod 14); i, zaista 21=35(mod 2) i 21=35 (mod 14).

Teorema 3. Neka su a, b, ¢ i d celi brojevi i neka je m pri-
rodan broj. Ako je a=b (mod m) i c=d (mod m), onda je a+c=
b+d (mod m) i a—c=b-—d (mod m).
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Dokaz. Ako je a=b (mod m) i c=d (mod m), onda postoje bro-
jevi g, i g, takvi da je mg,=a-b i mg,=c—d. Ako saberemo ove
jednakosti, dobijamo m (¢, +¢,)=a+c— (b+d), a ako drugu od njih
oduzmemo od prve, dobijamo m(q, —q,)=a-b— (c—d). Odavde se
vidi da su navedeni zbir i razlika deljivi sa m, i time je dokaz
zavi$en.

Tako, na primer iz 2=5 (mod 3) i 5=8 (mod 3j sleduje 2+
+5=5+8(mod 3) i 2—5=5-8 (mod 3); i, zaista 7=13 (mod 3) i
—3= -3 (mod 3).

Teorema 4. Za cele brojeve a, b, ¢, d i m prirodan broj iz re-
lacije a=b(mod m) i c=d(mod m) sleduje ac=>bd (mod m).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2 proizilazi da je ac=be (mod m)
i be=bd (mod m), a odatle proizilazi da je i ac:==bd (mod m), $to je i
trebalo dokazati.

Tako, na primer, iz 1=5(mod4) i 9=13(mod 4) sleduje
1:9=5-13, i zaista, 9=65 (mod 4).

Kao neposredna posledica ove teoreme dobija se da iz
a=b(mod m) sleduje a"=b" (mod m), gde je n=N. Poslednja rela-
cija je tatna i za n=0, jer se tada dobija =1 (mod m).

Primer 5. Svaki vifecifreni broj kongruentan je sa svojom cif-
rom jedinica po modulu 2,5 i 10. Dokazati.

Dokaz. Neka je dati viSecifreni broj a=C,C,_,- - -C,C, G-
Formirajmo razliku tog broja i broja koji se nalazi na m:stu nje-
govih jedinica, tj.

a_C0=Cka_I e .CICI Cn_Cn=Cka__l' . "Czcl 0=

=Cp+ 1054+ C,_, 10571 + .. .C, 10 +C,- 10 =
=10(C, 10571 - C,_, - 10¥-2 4+ . . .C,+ 10+C)).

Odavde se vidi da je razlika a—C, deljiva sa 2,5 i 10, pa je
zato a=C, (mod 2), a=C, (mod 5) i a=C, (mod 10), $to je i trebaln
dokazati.

Iz navedenog neposredno proizilazi pravilo: sa 2, odnosno

sa 5, odnosno sa 10 je deljiv onaj i samo onaj broj &ja je cifra
na mestu jedinica deljiva sa 2, odnosno sa 5, odnosno sa 10.

Primer 6. Svaki viSecifren broj kongruentan je sa zbirom svojih
cifara po modulu 3 i 9. Dokazati.
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Dokaz. Neka je viSecifreni broj a=C,C,_,--+C,C,C,. For-
mirajmo razliku
@~(Ci+Chy+ +* ' C+C+C)=Cy- 105+ C;,_, 1051+ - . - C, 102 +
+C,-104+C—-C,=Cy_,— *+C,—-C,—Cy=C;+99- - -9+
+Cp_y99: 94+ C,099+C,-9=9(Cp- 11-- -1+
+Cp-11: 14 --:C, 11 +C)).

Ovde se vidi da je razlika a—(Cy+Cy_+ - C,+C, +Cy)
deljiva sa 3 isa 9, paje zato: a=C,+C,_, + - C,+C, + Cy (mod 3)
i a=Cy+Cy—y+ - -C,+C,+C;(mod 9).

Iz navedenog neposredno proizilazi pravilo: sa 3, odnosno sa
9 deljiv je onaj i samo onaj broj kod koga je zbir cifara deljiv
sa 3, odnosno sa 9.

Primer 7. Odrediti ostatak koji se dobija pri deljenju broja
3100 ¢a 13.

Refenje. Da bismo odredili traZeni ostatak, pokuSa¢emo naj-
pre da nademo neki manji broj koji je kongruentan sa brojem 3'%
po modulu 13. To éemo posti¢i ovako:

Vidimo da je 3*=27 i da je 27=1 (mod 13). Otud sleduje:

3i=1(mod 13) = (3*)¥=1*(mod 13) = 3¥=1(mod 13) =
= 3.3%=1.3 (mod 13) = 3'%=3 (mod 13).

Kako je 3:13=0 sa ostatkom 3, zakljulujemo da je traZeni
ostatak 3.

Primer 8. Odrediti poslednju cifru u dekadnom zapisu broja 7%.

Refenje. Poslednja cifra zapisa 72° predstavlja ostatak koji se
dobije pri deljenju broja 7% sa 10. Prema tome, treba odrediti
taj ostatak. _

Kako je 7?*=49 i kako 49:10=4 sa ostatkom 91, to je
72= —1 (mod 10) = 720=(-1)"° (mod 10) = 7¥*=1 (mod 10).

Kako je 1:10=0 sa ostatkom 1, zakljuujemo da je traZemi
ostatak 1.

Zadaci

1. Odrediti ostatke pri deobi sa 11: brojeva a) 3" b) 197974 2'97

2. Odrediti poslednje dve cifre u zapisu 999.

3. Dokazati: ceo broj je deljiv sa 11 ako i samo ako je razlika zbira «

fara na parnim i zbira cifara na neparnim mestima njegovog decimalnog zapisa
deljiva sa 11.

CtaTtnjarta nps. nat e o6jaBeHa BO cnucaHMeTo MaTtemaTmnyukin
nnct Ha AM Ha Cpbnja




