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Jlemora MaTemMaTuke ce oriyiena y pasIMUUTUM IIyTeBUMa 3a pemaBame npobiema. HacraBaunu u mpodecopu

Ou Tpebajso Beduku OpOj 3amaTaka na PeEmaBajy Ha HEKOJWKO PA3JIUYUTUX HAUWHA, A& OU YUEHUNIW BUIETU O
Cy HEKOJMKO HAM3Tjel HemoBe3anux obnactu, meDhycoOHO BesaHe Ipeko naror 3anarka. Kana me ydenunu (kao u
CTYIEHTU) MUTAjy YeMypPeIaBaMo jelaH 3alaTak Ha ABa, TPU WM MOHEKA U BUIIE HAUMHA, 4ecTo uM naMm ciaexehu
npumep (KOju MOMKe U CIMKOBUTO [a nodapa, Kao 1 ga nobosplia arMocdepy Ha dacy):
Samucanre OOKcepa KOju 3Ha caMo jemaH ymapar, HOp. mupekr. OH je caBpiieHo yBe:kbao Taj ymapar, ajayd He 3HA
mujenan apyru. Kana wzabe y puHr, MCKycaH IPOTWMBHUK he TO BeoMa Op30 mpuMeruTu u Ogokupahe cBe merose
ymapre. Asu na OH 3Ha ¥ KpPOIIe U almepKaT, CUI'yPHO Ou Morao ouvekmBaru 6ospu pesynarar. Mcra curyanuja je my
MareMaTunu. AKO 3HAMO BUIIE DA3JIUYUTUX METONA NATU MPOOIEM MOMKEMO HANACTU CA PA3HUX CTPaHa, T€ CY HAM
crora Behe mance ma ra casiamamo.

Mu hemo ce oBme ocBpHyTH Ha pemaBame 2. 3amatka ca Ocme jyHMOpPCKe GajKaHCKE MATEMaTUYKE OJMMIIA]a e
(ompskane y Hosom Camy on 26. mo 30. jyna 2004.) u 10 moMoly HEKOJIMKO CYMITUHCKA PA3JIMYNTUX T€OMETPU])CKAX
periema, Kao 1 TOMONY TPUrOHOMETpUje, aHAJIUTUUKE FreOMeTPUje U KOMIUJIEKCHUX OpojeBa. 3alaTak TiIacu:

Hera je AABC jemmakokpaku tpoyrao, AC = BC, mera je M cpemumre nysxum AC u mHeka je ¢ mpasa Koja
nposasu kpo3 taury C, a oproromasua je ma AB. Kpysxkusnna kpo3 B, C u M ceue { y taukama C u Q.
W3zpasuTty mosmynpeunuk Kpyra onucanor oko tpoyraa AABC npexko m = CQ.

Samarak cy npemnosxkuau Byrapu. Ox 69 takmuuapa motnyHo Tauno (3a 10 moena) ra je pemmio 33 TakMumuapa
(445 mamux, 6 Pymyna, 5+ 1 Byrapa, 3 Makenonana, 3 Kazaxcranna, 2 Monnasua, 2 Typunna, 1 I'pk, 1 Bocanka).
CaMo jenman yJYeHUK je MMAaO HEMOTIIYHO pellemhe ca 8 MOoeHa, HOK Cy ocrauu mMaiu wiau 10 moena wiau 6 moeHa u
vame. Humra 3navajuuje Ha 3amatky Huje ypamuino 20 yuernuka (0 moena je umasno 6 takmuyapa, a 1 mOeH je uMaso
14). IIpocek nmoena je 6uo 6,029.

I (sBamuuno pememe)

Osnaummo ca P nenrap kpyskuuie kpos trauke B, C u M. Heka je K cpenumre ny:xku MC. Tana je AKPC =2 ANKPM
(umajy cBe Tpu cTpaHuUne jenHake), a oxarie nobujamo na je KXCKP = <M KP = 90°, onsocso KP 1 CM. Ananoruo
jeu MO L CA, miro nam maje KP || MO. Osumaunmo ca L upecek npasux ¢ u KP. Kako je K cpemumre nysxu
MC, u3z Tamecoe teopeme npumemene Ha TpoyriaoBe ACKL ~ ACMO, nobujamo na je L cpemumre mysku OC),
1j. OL = CL. Kako u O u P npunanajy cumerpanu ayxku BC umamo ma je OP 1 BC. Canma mmamo ciuenehe
jemHakocTu yriosa ca HopMmasHuM kpamuMa {KLC = <BAC = o u <POC = <ABC = «, mro Hac ca jemHakomhny
yuakpcuux yriosa <K LC = <POL Bomu mo uumenune na je tpoyrao AOPL jemnmarkoxpaku, tj. PO = PL. Cana
u3 noaynapuoctu Tpoyraosa ACLP =2 AQOP (u3 jemnakokpakux Tpoyriaosa AOLP u AQCP mnobujamo jenHakocTu
cBux omrosapajyhux yruosa, kao u OP = OL u QP = CP) mobujamo ma Baxku CL = QO, mro vam ca OL = CL
konauno naje CO = %C’Q7 onmuocHO R = %m

Kmyu 3a Gomosame oBor 3amartka (koju je ycranosuia koMucuja) je 6uo cienehn:
1 moen ysobeme tauke K, 1 moern KP | MO, 2 moena L cpemumre OC,
3 moena NOPL jemnarokpak, 2 moena CL = QO, 1 moeH KOHAUYAH PE3YJITAT.
MebyTrMm HEUKO On TakMuUYapa HUje 3aAaTaK PEMAaBaO HA OBaj HAUNH.
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Heka je CR npeunuk kpy:kuuie onucane oko NABC, T rexumre AABC u (7 cpenumre crpanune AB.
N3 camunoctu ACBP ~ ACC1B (jenan yrao um je <RCB, a npyru je 90°) = ‘CB2 =CC,-CP|.
W3 nonynapuoctu ANACC, 2 ABCC; (AC = BC, AC; = C1B, <CAB = «<CBA) = <ACR = <BCR, a u3 TeTuBHOr

uyerBopoyriaa MCBQ = <MBC = <MQC. Onarne umamo cmrunoct ACBT ~ ACQM = |CB? = %CC’l -CQ

W3 oee nBe jemmaxoctu Hasgaszumo 2R = CR = %CQ = %m, Tj. R= %m
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Wcto kao y mperxomguHoMm HayuHy nobujamo ma je <ACC; = <BCCi, a kako cy oHu nepudepujckun yraosu Han MQ
u BQ mobujamo ma cy oBe nBe TeTuBe jemHake, Tj. BQ = MQ. Kako je (Q ma cumerpasu nysxu AB mobujamo u na
je AQ = BQ, omnocuo AQ = BQ = MQ. Kako je ANAQM jennakokpak, uMaMO 1a je MOoqHO3je HOpMaJie u3 () Ha
AM, raura @1, cpeaumre ocuosune AM. Cama u3 cauunoctu npasoyriaux Tpoyriaosa ACOM ~ ACQQ1 nmamo

CQ::CM =CQ :CO, ogaocuo %a : %a =m:r, ogakue je R = %m

v

Wcro kao y mperxomaoMm HauuHy mobujamo na je AQ = MQ. Os3mauumo ca D Tauky cuMeTpuuny Tauyku A y omHOCy
Ha Q. Kako cy AAQM ~ AADC (xomoteruja m3 A ca roepuuujeHToM camusHoctu 2), nobujamo ma je u AADC
jemHaKoOKpak, ma My je mysk DM wm Bucuna u teskumba guanja. Kako je OM 1 AC mobujamo ma O € DM, ogHOCHO
DM nN{¢={0} u rakro je AM = MC u AQ = QD, nobujamo ma je O reskuiure AADC, na je CO = %CQ, Tj. R = %m.
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Ucto rao y Il wauuny mobujamo na je <ACC; = <BCCq, a omarie ciequ CIMYHOCT npaBoyraux Tpoyriaosa ACMO ~
2
ACCIB = CO:CB=CM:CCy, 1. Ria=}a:h=|R=

N3 camunoctu ACQB ~ ACMT (oner <ACC; = <BCC}, a u3 tretusHor uyersopoyraa CMQB je <CQB = <CMT)
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™=

=CQ:CM=CB:CT, Tj.m:%a:a:

win
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W3 ropmwe nBe jemnakoctu mobumjamo R = m.
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VI (pewemwa Maxedonaya — panunu Ha npunpemama llTonomejeBy Teopemy )
Wcto xao y Il maunny mobujamo ma je MQ = BQ = x. Ilpumenumo IITomomejeBy Teopemy Ha TETUBAH YETBOPOYTAO

3
lo-z+a-z=MB-m=|MB=""

2m
W3 caununoctu ACTM ~ ABTQ (ymakpcuu <CTM = <«BT(Q u nepudepujcku y teruHoM yerBopoyria CMQB:

9
AMCT = <QBT n <CMT = <BQT) = MC : CT = QB : BT, 1j. fa: 2h =2 : 2MB = MB = —— = Jaz

« " m
[ 4hm = 30|

W3 cauunoctu npaBoyraux tpoyriaoBa ACMO ~ ACC1B = CO:CB=CM :CCy, tj. R:a= %a th=|R=—

CMQB: CM -BQ + BC-MQ = MB - CQ, Tj.

Opasne mobujamo na je R = %m.

VII (pewuo Anexcandap Kupunoe Jackanros yuenur uz Byrapcke ca makcumasnnux 40 moena)

Heka je k xpysxuuna onucana oko AABC, ca uearpom y O, Nk = {R}. Osmaummo ca a = <BAC = <ABC wu ca
a = AC = BC. Kako je O uenrtap onucane KpyskHuIe, OHa mpunana cuMmerpanaun nysxku AB, tj. O € {. Ilokaxkumo na
cy Ha mpaBoj ¢ tauke mopebane y pemocuneny C, 0, Q, R.

W3 kpysuaune k, umamo cuaenehie yraose man syrkom BC: <BOC = 2<BAC = 2a u <BRC = «BAC = «a. U3
TetuBHOT uderBopoyraa BQMC nobujamo na je <BQC = <BMC. Kako je cnomammu yrao <BMC = <BAM +
<ABM = a+ <ABM = <BMC > « (jep je M raura ca aysxu AC). Karo je <ABM < <ABC = « mobujamo
<IBMC <20 = a < <4BQC < 2a = <BRC < <BQC < <BOC = rauka @ je mameby O u R, a O je uzmeby C u Q.
Twume cmo mokazanu ma je Ha mpaBoj £ penocuen tadaka C,Q, 0, R.

Kako je ABOR jemnaxokpak (OR = OB = R) u u3 <BOC = 2«, nobujamo ma je <BOR = 180° — 2a = <ACB.
W3 rerusnor werBopoyria BQMC je <BQO = <BMC, mro wam naje cauunoct ABQO ~ ABMC = BC : CM =
BO : 0Q, T1j. a : %a = R:0Q = 0Q = LR. Cana, c 063upoM Ha pegocien Tadaka Ha mpasoj ¢, mobujamo ma je
m=C0Q=C0+0Q = %R, omHocHO R = £m.
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VIII (pewemwa 2 Kasaxcmarya TPUTOHOMETDPUjOM )

Osnaunmo ca a = <BAC = <ABC u ca a = AC = BC u u3pa3uMo ocTaje Iy:K/U y TPOYIIy mpeko a u a. AM =
MC = %a, CCy = a-sina, AC; = a-cosa = AB = 2a - cosa. Ako npuMmeHuMoO KocuHycHyY Teopemy Ha NAABM
nobujamo MB? = AM? + AB? —2AM - AB - cos v, Tj. MB? = }a® + 4a® cos® o — 2% - 2acos a - cos o = 7a*(1 + 8cos? ).

1 2
Kako cy BM u CCy rexumue nysxu NAABC, 10 je muxoB npecek T rtesxumre u Basku 1M = §MB’ TB = §MB

2
unTC = gCC’l. AKO caja IPUMEHMMO HNOTEHIMjy Tauke 1y OTHOCY HA KPYKHUILYy OMMCAHy Oko Tavaka B, C u M

2 2 2
(nnm u3 canunoctn ABTQ ~ ACTM) mvamo na je TM -TB =TC - TQ, onHOCHO §M32 = gCCl(CQ — gCCl), Tj.

. . . 3a
11—2(12(1 + cosa) = a-sina(m — %a -sin ), mwro HakoH cpebuBama maje m = pp—— W3 cunycue teopeme y AABC
sin av
. a a 2
nuMaMoO na je — = 2R, omaocHo R = —; =-m
o 2sina 3

IX (pewemwe Kasaxcmanya Ilax Anexceja aHATUTAYKOM T€OMETDU]OM )
Hera je S cpemumre nysxku BM. Ucrto kao y 11l mauuny mobujamo na je MQ = BQ, tj. ABQM je jennakokpak, ma
je SQ 1L BM.

YBemuMmo kKoopauHaTHU cucteM Ha ciaenehw mauwmn: A(—4,0), B(4,0), C(0,4a). Tana je M(—2,2a), S(l,a) n

- T1Y2 — X
Cy = (0,0). Jemmauumna mpase Kpo3 ase gare tauke (1,y1) 1 (T2, ys) je y = Y1702 T2Y2 — 120

. JeﬂHa‘II/IHa IIpaBe

1 — T2 r1 — T2
1
MBjey=—% -$—|—4—;. IIpaBa SQ je Hopmanna Ha M B, na je meH Koedpunujent ksg = X kan ybamumo S € SQ,
nobujamo SQ: y = %-x—i—a—%. IIpecek oBe mpase u y-0ce je Tauka Q(O,a—%). Pacrojame CQ = 4a—(a—%) =3 (%)
[Mospmuna Tpoyraa AABC je jennaka P = %AB -CCy = %8 -4a = 16a, a AC - BC - AB = BC? - AB = (16 + 16a?) - 8.

b 241
a4RCII06MjaMOR:2a i =2

3

W3 popmyne P =




Hamomena: Moskemo uckopuctutr 1 popmyiie, Ia ako cy mare koopanaare teMena tpoyria AABC rana je merosa

ra ya 1 -4 0 1
IOBPIIMHA, AaTa MOMONYy amcoyTHEe BpeOHOCTH AeTepMUHAHTEe P = % s ys 1| = % 114 0 1}]=16a.
zo Yo 1 0 4a 1

X (roMmmekcHUM GpojeBnMma)

OsraunMo KOMIIEKCHE OpojeBe KOju OoAroBapajy TadkaMa OAroBapajyhnuM MaJuM CIOBUMA.

Y3ehemo na je o =0, 1j. na cy rauke A, B u C Ha jeIUHUYHO] KPY/KHULU CA LEHTPOM Y KOODAMHATHOM HOUYETKY (HA Taj
HAUYMH Ce BEJIVKU OPOj popMysIa 3HAUAJHO I0j€ IHOCTABJbYj€, & HICMO M3IyOUIN HA OIIITOCTHU jep Ha KPajy CBE MOKEMO

XOMOTeTUYHO MPECHUKATH, DU YeMy ce 4yBajy cBuU omHocu): a =a, b=a = —, ¢ = 1. Tama M, cpemamre myxu
atc a+l “
22
npase { je uncro peanna (¢ € R) u nobujamo je u3 yciaosa na 4 tauke npunanajy Kpy:KHAIU: k =

AC, sanaszumo 1o GopMysan m = . Kommnerkcna roopamuara mpeceka ) kpyskuune v kpo3 B, C u M un

m—c m-—gq

: R.
b—c b—q <

m—c b—q _“F -1 4-q ag —1

b—c m—q %—1 “T“—qzlJranq
MMATMHAPHOCTU Y UMEHUONY Tpeba M MMeHuIaln u 6pojusial Ja TOMHOKUMO Ca KOHjyTOBAHO-KOMILJIEKCHUM OpojeM o1
ag—1 1+a—2¢ (ag—1)-(1+a —2q) aq—1—-2¢°a+2¢+aaq—a) . )
uMmeHuona: k = == 5 = 3 , Tj. mobujamo
l1+a—2¢ 1+a—-2q |1+ a —2q| |14 a —2q]

Cpemumo oBaj uspas: k =

. Ila ducmo oBaj paszIoMakr OCIODOAUIN O

k_—1+3q—(a+5) .. q+1—2¢°
 [14+a—2¢? 1+ a—2q|?

(oBme cMo KOPUCTHIN Ja je aa =1 jep je A Ha jeauHUYHO] KpYsKHUNM). Y OPETXOMHOM mM3pa3y 3a k mpBu cabupak
je uncro peanan (a+a =2Re a), a APYTU je KOMILIEKCaH OPoj a moMHOkeH peannuM Opojem. Crora, ma 6u k Guo

umrcTo peasan 6poj, morpebHo je ma Baxu ¢+ 1 —2¢? = 0, ogHOCHO HOGMjaMO KBAJPATHY jeIHAUMHY UHUja Cy pelleHa

g =1uqgs = —% (kpysxHMIA v U npaBa { mmajy ABe mpeceune tauke). IIpBo pememe omrosapa taurku C (Q # C),

3

Tejeq:f%. Crora je m=|QC|=|c—¢q|=3%, e je R=1= -m.

2 3

Ha oraj maumu HUKO HUje pamno 3amarak Ha TakMuuewny. OBy MeTOomy CMO morasmBaiau ydeHunuMma MaremaTuuke
rumHasuje v beorpany.

Kpo3 oBux 10 paszauuymryx pemema AOTAKIX CMO C€ MHOIITBA IE€OMETPUjCKUX IIOjMOBA, TeOpeMa U maeja. Tako
ce y oBOM OCBDPTY jaBipajy TasecoBa m IlTosmomejeBa Teopema, TETUBHU YETBOPOYTA0, OTHOC IePU(YEPUjCKOT U IIEH-
TPAJHOT yIJa, OQHOC CIOJbAIINEr U YHYTPAIImLer yriia, 30up yriaoBa y TPOYIJIYy U YeTBOPOYIJY, MOTEHIja TAUKe Y
omHOCY Ha KpyT, "makoBame” 3amarka ma je O texumre Tpoyraa AADC (pememe IV), xomoreTuja, ocobune Bucune
jemHakokparor Tpoyria, Rocunycua nu CunycHa Teopema, Kao u cpehuBame TPUrOHOMETPHjCKUX U3PAa3a, aHAJIUTUYKO
pelmaBame 3a4aTKa, KOeDUIUjeHT IpaBUa IpaBe, IPECEK ABe IIpaBe, MOBPIIMHA TPOyria (M IPEKO NeTePMUHAHTU —
Ty je Moryhe moaceTuTu ce cBa TPU HAUMHA 3a W3pavyHaBame nerepmunantu: Capycosor mpasuia, Jlammacosor
pasBoja u ceobhema Ha TpoyraoHu oGJMEK), pemraBame T€OMETPUjCKUX 3aJaTaka MPUMEHOM KOMILUIEKCHUX OpojeBa.
Taxobe, cBa pemema cy neramHo ucnucana (He kao y Behuau kmura u 36upkn), na OU yYeHUIV BUAEIU MTa CE O
BUX OUYEKYyje Ia IOKa3yjy.



