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Ристо Малчески
Скопје

ПРЕТСТАВУВАЊЕ НА ПРИРОДЕН БРОЈ КАКО ЗБИР И
РАЗЛИКА НА КВАДРАТИ НА ПРИРОДНИ БРОЕВИ

Во [4] се дадени повеќе претставувања на бројот 2008 како збир на не-
колку квадрати. Покрај тоа, во истата статија се дадени и две претставу-
вања на бројот 2005 и едно претставување на бројот 2006 како збир на
неколку квадрати. Понатаму, во [2] е покажано како определени природни
броеви може да се претставата како збир или разлика на два природни
броја, а во [1] се разгледани Питагоровите тројки, кои всушност покажу-
ваат дека бесконечно многу природни броеви може да се запишат како
збир и разлика на квадрати на природни броеви.

1. Претставување на природен број како разлика на
квадрати на два природни броја

Во овој дел ќе се осврнеме на претставувањето на непарните броеви
како разлика на квадрати на два природни броја. За таа цел прво ќе го
докажеме следново тврдење.

Теорема 1. Секој непарен природен број M може на единствен начин
да се претстави како разлика на квадрати на два последователни природни
броја.

Доказ. Нека M е произволен непарен природен број. Тогаш постои
n таков што 2 1M n  . Според тоа,

2 2 2 22 1 2 1 ( 1)M n n n n n n         .

Понатаму, ако 2 2( 1)M n n   и 2 2( 1)M k k   се две претставувања
на непарниот природен број како разлика на квадрати на два последо-

вателни природни броја, тогаш 2 2 2 2( 1) ( 1)n n k k     , од каде доби-

ваме 2 1 2 1n k   , односно n k , што значи дека претставувањето е
единствено. ■

Последица 1. Секој непарен прост природен број може да се претстави
како разлика на квадрати на два последователни непарни природни броја.
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Доказ. Непосредно следува од теорема 1. ■

Во врска со последица 1, ефективните претставувања на непарните
прости природни броеви како разлика на квадрати на два соседни непарни
природни броја следуваат од равенствата:

2 2

2 2

2 2

3 2 1 ,

6 1 2 3 1 (3 1) (3 ) ,

6 1 2 (3 1) 1 (3 ) (3 1) ,

k k k k

k k k k

 

      

       

и фактот дека секој непарен прост број поголем од 3 е од видот 6 1k  ,
k .

Во теорема 1 докажавме дека секој непарен прост број може да се прет-
стави како разлика на квадрати на два последователни природни броја.
Логично е да се запрашаме дали некои непарни природни броеви може да
се претстават како разлика на квадрати на два несоседни природни броја.
Очигледно, тоа не е можно за простите непарни природни броеви. Имено,
ако M е непарен прост број и n k и n се два несоседни природни броја
чија разлика на квадрати е еднаква на бројот M , тогаш 1, 2n k  , па
затоа

2 2( ) ( )( ) (2 ),M n k n n k n n k n k n k         

што не е можно бидејќи M е прост број. Понатаму, ако непарниот број

M е точен квадрат на прост број p , т.е. ако 2M p и n k и n , 1k  се
два природни броја чија разлика е еднаква на бројот M , тогаш точно е

равенството 2 (2 )p k n k  , од каде добиваме 1k  и 22n k p  , односно
2 1
2

, 1pn k  , што значи дека M може да се претстави само како разлика

на два соседни природни броја
2 21 1
2 2

, 1p pn n    .

Меѓутоа, сложените непарни природни броеви кои не се квадрати на
прости броеви можат да се претстават како разлика на квадрати на два
несоседни природни броја. Имено, точна е следнава теорема.

Теорема 2. Секој непарен сложен број, кој не е точен квадрат на прост
број, може да се претстави како разлика на квадрати на два несоседни
природни броја.

Доказ. Нека M е непарен сложен природен број кој не е точен квадрат
на прост број. Ако p е најмалиот прост делител на M , тогаш p е непарен
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прост број и постои непарен природен број k p таков што M pk (Зо-

што?). Ќе определиме ,a b такви што 2 2M a b  . Имаме,
( )( )pk a b a b  

и како a b a b   , од последното равенство следува системот равенки
,

.

a b p

a b k

 
  

Решението на последниот систем равенки е
2 2

,k p k pa b    , со што

теоремата е докажана. ■

Пример 1. Определи ги сите претставувања на бројот 165 како разлика
на квадрати на два природни броја.

Решение. За да ги определиме сите претставувања на бројот 165 како
разлика на квадрати на два природни броја, треба во множеството природ-

ни броеви да ја решиме равенката 2 2 165a b  . Имаме, 165 3 5 11   , па
затоа ( )( ) 3 5 11a b a b     , од каде ги добиваме системите равенки

1,

165,

a b

a b

 
  

3,

55,

a b

a b

 
  

5,

33,

a b

a b

 
  

11,

15,

a b

a b

 
  

чии решенија се
83, 82a b  ; 29, 26a b  ; 19, 14a b  и 13, 2a b  ,

соодветно. Притоа, бараните претставувања на бројот 165 како разлика на
квадрати на два природни броја се

2 2

2 2

2 2

165 83 82 ,

165 29 26 ,

165 19 14 ,

 

 

 
2 2165 13 2 .  ■

Во претходните разгледувања се осврнавме на претставувањата на не-
парните природни броеви како разлика на квадрати на два природни броја.
Што се однесува до претставувањето на парните броеви како разлика на
квадрати на два природни броја, точна е следнава теорема.

Теорема 3. Парниот природен број M може да се претстави како
разлика на квадрати на два природни броја ако и само ако 4 | M .
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Доказ. Ако 4 | M , тогаш постои природен број k таков што 4M k , па
затоа

2 2( 1) ( 1) ( 1 1)( 1 1) 2 2 4k k k k k k k k M              .

Обратно, ако M е парен број и 4 | M , тогаш постои природен број k

таков што 4 2M k  . Сега, ако
2 2 ( )( )M x y x y x y     ,

тогаш бидејќи M е парен, барем еден од броевите x y и x y е парен.
Но, x y и x y се со иста парност, па затоа M е делив со 2 2 4  , што е
противречност. ■

Во претходната теорема видовме дека парен природен број може да се
запише како разлика на квадрати на два природни броја ако и само ако е
делив со 4. Логично е да се запрашаме, кога број од видот 4M k може да
се запише како разлика на квадрати на два парни природни броја?

Нека 4 ,M k k  и нека постојат ,m n такви што
2 2(2 ) (2 ) 4m n k  .

Тогаш 2 2m n k  . Сега, од теорема 1 следува дека ако k е непарен број,
тогаш тој може да се претстави како разлика на квадрати на два природни
броја, а од теорема 3 следува дека во случајот кога k е парен број, тогаш
последното равенство е можно ако и само ако 4 | k . Според тоа, точна е
следнава последица.

Последица 2. Парен природен број M може да се претстави како
разлика на квадрати на два парни природни броја ако и само ако 16M s
или 8 4M s  , s . ■

Пример 2. а) Имаме 24 4 6  , па од теорема 3 следува дека бројот 24
може да се претстави како разлика на квадрати на два природни броја.
Така, од доказот на теорема 3 добиваме

2 2 2 224 4 6 (6 1) (6 1) 7 5        .

Меѓутоа, 2 224 5 1  , што значи дека имаме уште едно претставување на
бројот 24 како разлика на квадрати на два природни броја.

б) Имаме, 24 8 3 0   , па од последица 2 следува дека бројот 24 не
може да се претстави како разлика на квадрати на парни природни броја.
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в) Имаме 20 8 2 4   , па од последица 2 следува дека бројот 20 може
да се запише како разлика на квадрати на два парни броја. Имено,

2 2

2 2 2 2 2

20 4 5 4 (2 2 1) 4 [(2 1) 2 ]

2 (3 2 ) (2 3) (2 2)

         

      
2 26 4 .  ■

2. Претставување на природен број како збир на квадрати
на два природни броја

Во овој дел ќе презентираме неколку тврдења во врска со претставу-
вањето на природен број како збир на квадрати на природни броеви. При-
тоа, доказите на истите нема да ги презентираме бидејќи за истите се
потребни подлабоки теориски знаења.

Теорема 4. Нека n . Равенката
2 2x y n  (1)

има решеиие во множеството природни броеви ако и само ако канонично-

то претставување на n не содржи фактор (множител) од видот tp , каде p

е прост број од видот 4 3j  и t е непарен број. ■

Пример 3. а) Имаме, 19 4 4 3   и како 19 е прост број, од теоремата 4

следува дека ниту еден од броевите 2 119 , 0,1,2,...k k  не може да се
запише како збир на квадрати на два природни броја.

б) Имаме, 21 3 7  и како 3 4 0 3, 7 4 1 3      , од теоремата 4 следу-

ва дека бројот 21 не може да се запише како збир на два кадрати на при-
родни броеви.

в) Имаме , 29 4 7 1   и како 29 е прост број, од теоремата 4 следува
дека 29 може да се запише како збир на квадрати на два природни броја.

Имено, 2 229 2 5  . ■

Пример 4. а) Имаме, 252 2 13  и како 13 4 3 1   , од теоремата 4
следува дека бројот 52 може да се запише како збир на квадрати на два
природни броја. Имено,

2 2 2 2 2 2 252 4 13 2 (3 2 ) (2 3) (2 2) 6 4           .
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б) Имаме 74 2 37  и како 37 4 9 1   , од теоремата 4 следува дека
бројот 74 може да се запише како збир на квадрати на два природни броја.

Имено, 2 274 7 5  . ■

Задачи за самостојна работа

1. Определи ги сите претставувања на бројот 105 како разлика на
квадрати на два природни броја.

2. Докажи дека број од видот 4 2n  не може да се претстави како
збир на квадрати на два парни броја.

3. Дали бројот 1105 може да се претстави како збир на квадрати на два
природни броја.

4. Дали бројот 2295 може да се претстави како збир на квадрати на два
природни броја.

5. Докажи дека парен број може најмалку на еден начин да се пред-
стави како разлика на квадрати на два рационални броја од видот

2
,k k .
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