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OPXTINSKO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka su O i H centar opisanog kruga i ortocentar trougla ABC, a
G1, G2 i G3 te�ixta trouglova HBC, HCA i HAB, redom. Dokazati
da va�i −−→

AG1 +
−−→
BG2 +

−−→
CG3 =

2

3
· −−→OH .

2. Na koliko naqina je mogu�e rasporediti 11 ptica u 3 identiqna
kaveza, tako da svaki kavez sadr�i bar tri ptice?

3. Data je tablica dimenzije 2010× 2011. Odrediti maksimalan broj
poǉa koji mo�emo obojiti tako da svaki kvadrat dimenzije 2 × 2 (sa-
stavǉen od poǉa tablice) sadr�i najvixe dva obojena poǉa.

4. Za prirodan broj k sa S(k) oznaqen je zbir ǌegovih cifara. Da li
postoje prirodni brojevi n i m za koje va�i

S(n) · S(n+ 1) · . . . · S(n+m) = 20112010 ?

5. Neka su M i P podno�ja normala iz temena A trougla ABC na
simetrale spoǉaxǌih uglova kod temena B i C, redom. Dokazati da
je du�ina du�i MP jednaka polovini obima trougla ABC.

Drugi razred , A kategorija

1. Data je jednaqina 4x2 − (3a+ 1)x− a− 2 = 0.

a) Odrediti sve a ∈ R tako da za rexeǌa x1 i x2 jednaqine va�i

1

x2
1

+
1

x2
2

>
40

9
.

b) Za koje a ∈ R se oba rexeǌa jednaqine nalaze u intervalu (−1, 2)?

2. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

cos2
(π

4
+ 5x

)

= sin2 x · cos 9x+ cos2
(π

4
+ 4x

)

.

3. Neka su BD i AE visine oxtrouglog trougla ABC. Ako je P taqka
preseka pravih BD i AE, dokazati da je

AB2 = AP ·AE +BP ·BD .

4. Koliko ima podskupova skupa {1, 2, . . . , 50} qiji je zbir elemenata
ve�i od 637?

5. Neka su AM i BN visine oxtrouglog trougla ABC (^ACB 6= 45◦).
Taqke K i T izabrane su na polupravama MA i NB, redom, tako da
va�i MK = MB i NT = NA. Dokazati da je KT ‖MN .
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Tre�i razred , A kategorija

1. Na tabli su napisani brojevi 1, 2, . . . , 30. Onda su izbrisana dva
broja i napisana je ǌihova razlika (od ve�eg je oduzet maǌi broj).
Ovaj postupak je ponavǉan sve dok na tabli nije ostao samo jedan broj.
Odrediti parnost ovog broja.

2. Neka su ABC i A′B′C′ trouglovi takvi da je ^BAC = ^B′A′C′ = 60◦.
Dokazati da je

2 · BC · B′C′ >AB · A′B′ + CA · C′A′.

3. Na tabli je zapisan polinom x2 + 2010x + 2011. U svakom koraku
polinom f(x) koji je zapisan na tabli mo�emo zameniti polinomom

x2 · f
(

1 +
1

x

)

ili (x− 1)2 · f
(

1

x− 1

)

.

Da li posle konaqno mnogo koraka na tabli mo�e biti zapisan poli-
nom x2 + 2011x+ 2010?

4. Qetvorougao ABCD je upisan u krug. Na luku CD, koji ne sadr�i
taqke A i B, nalazi se proizvoǉna taqka M . Neka du�i MA i MB

seku stranicu CD u taqkama X i Y , redom. Dokazati da odnos

DX · CY

XY

ne zavisi od polo�aja taqke M .

5. Dat je niz brojeva

mp+ 1, mp3 + 1, mp5 + 1, . . .

gde je p prost, a m prirodan broj.

a) Dokazati da se u ovom nizu nalazi najvixe jedan potpun kvadrat.

b) Da li se u ovom nizu mora nalaziti potpun kvadrat?

Qetvrti razred , A kategorija

1. Dokazati da je funkcija

f(x) = arctgx+ arctg
1 + x

1− x
+ 2 · arctg 1

x

na intervalima u kojima je definisana konstantna, a zatim na�i vre-
dnost ove funkcije.

2. Na stranicama AB, BC, CD i DA, pravougaonika ABCD, odabrane
su redom taqke E, F , G i H, tako da je qetvorougao EFGH romb. Ako
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je AB = 2 i BC = 1, dokazati da je 16P 6 5
4 , gde je P povrxina romba

EFGH.

3. Tetramino komplet sadr�i 5 figurica prikazanih na slici (svaka
tetramino figurica ima povrxinu 4). Odrediti povrxinu najve�eg
kvadrata koji je mogu�e poploqati bez preklapaǌa, ukoliko posedu-
jemo 5 tetramino kompleta.
(Nije nu�no koristiti svih 25 tetramino figurica. Figurice se mogu
rotirati i okretati.)

4. Na�i sve prirodne brojeve a i b za koje ab+1 deli brojeve a3+3ab2+2
i 3b4 − 2b3 + 3.

5. U trouglu ABC sa R i r oznaqeni su, redom, polupreqnik opisanog i
upisanog kruga, a sa la, lb i lc du�ine odseqaka simetrala unutraxǌih
uglova. Dokazati da va�i nejednakost

1

la
+

1

lb
+

1

lc
6

1

r
·
√

1

2
+

r

R
.

Ispitati kada se dosti�e jednakost.

Prvi razred , B kategorija

1. Odrediti skupove A i B ako va�i:

1◦ A ∪B = {a, b, c, d, e, f, g, h, i};

2◦ A ∩B = {a};

3◦ B ∩ {c, i} = ∅;

4◦ B \A = {d, e, f, g, h}.

2. Dat je skup M = {25, 53, 71, 74} i relacija ρ:

xρy ⇔ cifra desetica broja x je maǌa od cifre jedinica broja y.

Napraviti tablicu relacije ρ u skupu M i ispitati koja od svojstava
refleksivnost, simetriqnost, antisimetriqnost, tranzitivnost ima
relacija ρ u skupu M .

3. Na koliko naqina 20 ǉudi mo�e sesti na 20 mesta jednog reda u
bioskopu, tako da Ana sedi pored Bojana, a Vesna pored Gorana?

4. Poznato je da je

520 · 205 = 30517578 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ,
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pri qemu svaka zvezdica predstavǉa po jednu cifru. Odrediti cifre
umesto kojih se nalaze zvezdice.

5. Data su preslikavaǌa f, g : N→ N,

f(n) =

{
n+ 1, ako je n paran
n− 1, ako je n neparan

i g(n) =

{
2n, ako je n paran
3n, ako je n neparan

.

a) Odrediti (f ◦ g)(2010) i (g ◦ f)(2011).

b) Odrediti (f ◦ g)(n) i (g ◦ f)(n).

Drugi razred , B kategorija

1. Videti prvi zadatak za drugi razred A kategorije.

2. Neka su m i n proizvoǉni celi brojevi. Dokazati da

30 | (m5n−mn5).

3. Odrediti sve realne brojeve λ tako da je broj

1− i
√
3

λ+ (λ+ 1)i

tako�e realan.

4. Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. U unutraxǌosti trougla ABC izabrana je taqka P tako da va�i

^APB = γ + 50◦, ^BPC = α+ 60◦, ^CPA = β + 70◦,

gde je ^BAC = α, ^ABC = β i ^ACB = γ. Odrediti uglove trougla
qija su temena preseci produ�etaka du�i AP , BP i CP sa kru�nicom
opisanim oko trougla ABC.

Tre�i razred , B kategorija

1. Odrediti sve vrednosti realnog parametra m za koje sistem je-
dnaqina

2x+ 3y + 2z + 3t = 0

3x+ 2y + 3z + 2t = 0

2x+ 2y + 3z + 3t = 0

3x+ 3y + 2z +mt = 0

ima beskonaqno mnogo rexeǌa u skupu realnih brojeva.

2. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

cos2
(π

4
+ 5x

)

= sin2 x · cos 9x+ cos2
(π

4
+ 4x

)

.
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3. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

logx(x
3 + 1) · logx+1 x > 2.

4. Oko lopte je opisana prava zarubǉena kru�na kupa. Dokazati da je
odnos zapremine lopte i zapremine kupe jednak odnosu povrxine lopte
i povrxine kupe.

5. Svaki qlan porodice Topalovi� ili uvek govori istinu ili uvek
la�e. Aksentije, Milutin i Laki (Milutin je Aksentijev sin, a Laki
Milutinov) su dali po jednu izjavu vezanu za ǌih trojicu:

p: Oba oca ili uvek govore istinu ili oba oca uvek la�u.

q: Jedan sin uvek la�e, a drugi sin uvek govori istinu.

r: Izjave p i q nisu obe la�ne.

a) Za koga od ǌih trojice sa sigurnox�u mo�emo utvrditi da li
govori istinu ili la�e?

b) Za koga od ǌih trojice sa sigurnox�u mo�emo utvrditi koju je
izjavu (od p, q, r) dao?

Qetvrti razred , B kategorija

1. Ako je y =
(x− 1)ex

x
, dokazati da je funkcija

xy′ + y − xex

na intervalima na kojima je definisana konstantna.

2. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

cos3 x · cos
(π

2
− 3x

)

+ sin3 x · sin
(π

2
− 3x

)

>
3
√
3

8
.

3. Videti prvi zadatak za tre�i razred B kategorije.

4. Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Videti drugi zadatak za tre�i razred A kategorije.
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OKRU�NO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Prvi razred , A kategorija

1. Da li postoje prirodni brojevi a, b, c takvi da je

2010 = (a+ b) · (b+ c) · (c+ a)?

2. U ravni su date kru�nice k1 i k2 i prava p koja seqe k1 u taqkama
A i B, a k2 u taqkama C i D. Preseqne taqke tangenti kru�nice k1 u
taqkama A i B sa tangentama kru�nice k2 u taqkama C i D su K, L,
M i N . Dokazati da su K, L, M i N koncikliqne taqke.

3. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je broj

∣
∣
∣
∣
∣
n−

√

6 +

√

6 +
√
6

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣
3−

√

6 +

√

6 +
√
6

∣
∣
∣
∣
∣

racionalan.

4. U jednakokrakom trouglu ABC (AB = BC) je odabrana taqka M

takva da je ^AMC = 2^ABC. Taqka N na du�i AM zadovoǉava
^BNM = ^ABC. Dokazati da je BN = CM +MN .

5. Figura povrxine ve�e od 1006 mo�e se smestiti u pravougaonik
dimenzija 2011× 1. Dokazati da postoje dve taqke te figure (na rubu
ili unutraxǌosti) koje su na rastojaǌu taqno 1.

Drugi razred , A kategorija

1. Pera i Mika igraju slede�u igru: oni naizmeniqno upisuju realne
brojeve na mesto nekog od do tada neupisanih koeficijenata a, b, c je-
dnaqine

ax2 + bx+ c = 0.

Pera igra prvi i on dobija ako jednaqina ima i jedno pozitivno i
jedno negativno rexeǌe, a Mika dobija u ostalim sluqajevima. Ko od
ǌih dvojice ima pobedniqku strategiju?

2. Dat je kvadrat ABCD. Izvan kvadrata je konstruisan polukrug nad
preqnikom AB. Odrediti taqku P sa ovog polukruga tako da izraz

AP 2 + CP 2

ima maksimalnu vrednost.

3. Dat je trougao BEC. Nad stranicama BC i CE sa spoǉaxǌe strane
trougla konstuisani su kvadrati BCDA i CEFG. Ako je CK te�ixna
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du� trougla CBE, a CL visina trougla DCG, dokazati da su taqke
C, K i L kolinearne.

4. Odrediti minimalan broj koǌa koji se mogu postaviti na xahovsku
tablu dimenzija 7× 7 tako da svako poǉe table bude tuqeno nekim od
ǌih.

5. Neka je n > 28 savrxen broj deǉiv sa 7. Dokazati da je n deǉiv sa
49. (Prirodan broj n je savrxen ako je zbir svih ǌegovih pozitivnih
delilaca maǌih od n jednak n. Npr. 6 je savrxen, jer je 1+ 2+ 3 = 6.)

Tre�i razred , A kategorija

1. Na stranici AD pravougaonika ABCD (AB < BC) izabrana je
taqka E tako da je BE = BC. Normala iz temena C na dijagonalu BD

seqe produ�etak stranice AB u taqki F . Dokazati da je trougao BEF

pravougli.

2. Koji je najve�i broj �etona koji se mogu postaviti na xahovsku
tablu dimenzija 2012× 2012 (na svako poǉe se postavǉa najvixe jedan
�eton) tako da na svakoj horizontali, vertikali i dijagonali ove
table bude paran broj �etona?
(Pod dijagonalom xahovske table podrazumevamo niz poǉa table qiji
centri le�e na pravoj koja je paralelna sa jednom od dve dijagonale
kvadrata koji qini granicu table. Tako�e, svako od qetiri ugaona
poǉa table je dijagonala xahovske table.)

3. Neka je P ravan. Dokazati da ne postoji preslikavaǌe f : P → P

takvo da za svaki konveksan qetvorougao ABCD ravni P , taqke f(A),
f(B), f(C) i f(D) qine temena konkavnog qetvorougla.
(Veliqine uglova qetvorougla su razliqite od 180◦.)

4. Neka je A = (2011 + i)2010 + (2011− i)2010.

(a) Dokazati da je A ceo broj.

(b) Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja A sa 101.

5. Niz {an}n>0 realnih brojeva zadovoǉava a0 = 0, a1 = 1 i

2an + 3an+2 6 5an+1, za sve n> 0.

Dokazati da za sve n> 0 va�i an 6 3 ·
[

1−
(
2

3

)n]

.

Qetvrti razred , A kategorija

1. U trouglu ABC va�i:

(1) DE ‖ AB, D ∈ AC i E ∈ BC;
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(2) DF ‖ CB, F ∈ AB;

(3) AE ∩DF = {G} i CF ∩DE = {H}.

Dokazati da je GH ‖ AC.

2. Data je tabla dimenzija 3× 4. Dva igraqa naizmeniqno postavǉaju
domine na poǉa table (svaka domina postavǉa se na dva poǉa) koje
se ne smeju preklapati. Pobednik je igraq koji postavi posledǌu
dominu.

(a) Na koliko razliqitih naqina se mogu postaviti dve domine?

(b) Koliko ima razliqitih pozicija nakon postavǉene dve domine?

(v) Koji od igraqa ima dobitnu strategiju?

(Domine su pravougaonici dimenzija 1 × 2. Igraqi na raspolagaǌu
imaju dovoǉan broj domina.)

3. Dato je n taqaka x1, x2, . . . , xn na segmentu [0, 1]. Dokazati da
postoji taqka x ∈ [0, 1] tako da je proseqno rastojaǌe od taqke x do

taqaka x1, x2, . . . , xn jednako
1

2
.

4. Neka je n ∈ N. Dati su proizvoǉni pozitivni brojevi b1>b2>. . .>b2n
i ǌihova proizvoǉna permutacija (a1, a2, . . . , a2n) . Dokazati da za
svako t> 0 va�i nejednakost

(a1a2+ t)(a3a4+ t) · . . . · (a2n−1a2n+ t)6 (b1b2+ t)(b3b4+ t) · . . . · (b2n−1b2n+ t).

5. Neka su p i q prosti brojevi, pri qemu je p = 2q+1. Odrediti (ako
postoji) najmaǌi prirodan broj n takav da va�i

p | qn + nq.

Prvi razred , B kategorija

1. Za koje vrednosti realnog parametra a jednaqina

|x− 1| − |x− 2|+ |x− 3| = a

ima taqno qetiri realna rexeǌa?

2. Na stranicama AB i BC paralelograma ABCD date su taqke M i
N tako da je AM : MB = 2 : 1 i BN : NC = 1 : 1. Ako je S preseqna
taqka du�i AN i DM , na�i odnos AS : SN .

3. Tri druga Aca, Bojan i Veǉko poga�aju nepoznat xestocifren broj,
sastavǉen od cifara 1,2,3,4,5,6, pri qemu se ove cifre ne ponavǉaju.
Oni daju slede�e pretpostavke za nepoznat broj:
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• Aca: 123456.

• Bojan: 245163.

• Veǉko: 463215.

Ako se zna da je Aca pogodio taqan polo�aj 3 cifre, Bojan 3 cifre i
Veǉko 1 cifre, odrediti nepoznati broj.

4. Videti prvi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Dat je paralelogram ABCD. Neka su ABB′A′, BCC′′B′′ i CDD′C′

kvadrati konstruisani u spoǉaxǌosti ovog paralelograma i neka su
O1, O2 i O3 ǌihovi centri, redom. Dokazati da su trouglovi O1BO2

i O3CO2 podudarni.

Drugi razred , B kategorija

1. Na koliko naqina se mo�e pore�ati 10 razliqitih kǌiga na policu,
ali tako da za pet odre�enih va�i da nikoje dve nisu jedna do druge?

2. Dat je kvadrat ABCD. Neka je taqka E u unutraxǌosti, a taqka
F u spoǉaxǌosti ovog kvadrata tako da su trouglovi ABE i CBF

jednakostraniqni. Dokazati da su taqke D, E i F kolinearne.

3. Za realan broj d ka�emo da je dobar ako je za svaki realan broj x
ispuǌeno

2x2 + 2x+ 3

x2 + x+ 1
6 d.

a) Dokazati da je 4 dobar broj.

b) Na�i sve dobre brojeve.

4. U jednakokrakom trouglu ABC (AC = BC) ugao kod temena C je
108◦. Na�i odnos du�ine osnovice i du�ine kraka.

5. Neka su b i c prirodni brojevi, a a prost broj. Ako je a2 + b2 = c2,
dokazati da je a < b.

Tre�i razred , B kategorija

1. Oko date lopte opisana je prava prizma qija je osnova romb. Naj-
du�a dijagonala prizme gradi sa ravni osnove ugao α. Na�i oxtar
ugao romba.

2. Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji se u brojnom sistemu sa
osnovom 10 zapisuju pomo�u najvixe dve razliqite cifre?

3. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

√

x2 − 3 +
√
x− 2 + x > 3.
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4. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

4x arcsinx + 4x arccosx = 2
2+πx

2 .

5. Neka su na kracima AB i AC jednakokrakog trougla ABC izabrane
taqke M i N , redom. Prava koja sadr�i sredixte du�i MN i pa-
ralelna je osnovici BC seqe krake u taqkama K i L. Dokazati da je
du�ina ortogonalne projekcije du�i MN na osnovicu trougla jednaka
du�ini du�i KL.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Ako je log10 2 = a i log10 3 = b, odrediti log5 216 u funkciji od a i b.

2. Neka je k > 0, a A i B, redom, taqke preseka parabole y = x2 sa
pravama

y = kx i y = −
(

k +
1

k

)

· x

razliqite od koordinatnog poqetka O. Odrediti (ako postoje) sve
vrednosti k za koje je trougao OAB oxtrougli.

3. Odrediti (ako postoji) realan broj a tako da funkcija

f(x) =







√
x− 8

3
√
x− 4

, x 6= 64

a, x = 64

bude neprekidna za sve x> 0.

4. U trouglu ABC je ^ACB = 30◦. Oznaqimo sa D sredixte stra-
nice BC, a sa E podno�je visine iz temena A ovog trougla. Ako je
^CAD = 15◦, odrediti veliqinu ^BAE.

5. Koliko ima xestocifrenih brojeva sa razliqitim ciframa qija je
najve�a cifra za 7 ve�a od najmaǌe cifre?

DR�AVNO TAKMIQEǋE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Prvi razred , A kategorija

1. Perica pokuxava da prona�e 2n+1 najmaǌih uzastopnih prirodnih
brojeva, tako da je zbir kvadrata najmaǌih n+1 brojeva jednak zbiru
kvadrata najve�ih n brojeva. Ukoliko ovakvi brojevi postoje, Perica
ih zapisuje u n-tu vrstu svoje piramide, a ukoliko takvi ne postoje,
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n-ta vrsta ostaje prazna. Nakon prva tri koraka (n = 1, n = 2 i n = 3)
Pericina piramida ima slede�i izgled

32 + 42 = 52

102 + 112 + 122 = 132 + 142

212 + 222 + 232 + 242 = 252 + 262 + 272.

Ka�emo da se brojevi 3, 4 i 5 nalaze u prvoj vrsti; brojevi 10, 11,
12, 13 i 14 se nalaze u drugoj vrsti; brojevi 21, 22, 23, 24, 25, 26 i
27 se nalaze u tre�oj vrsti. Ukoliko Perica nastavi sa pravǉeǌem
piramide na opisani naqin, da li �e se u nekoj vrsti na�i broj 2011?

2. Neka su H i O redom ortocentar i centar opisane kru�nice
trougla ABC (AB 6= AC). Prave AH i AO seku opisanu kru�nicu
trougla ABC po drugi put u taqkama M i N , redom. Oznaqimo sa P ,
Q, R preseqne taqke pravih BC i HN , BC i OM , HQ i OP , redom.
Dokazati da je qetvorougao AORH paralelogram.

3. Za prirodan broj ka�emo da je simetriqan ako se u dekadnom si-
stemu isto pixe sa leva na desno i sa desna na levo. Dokazati da
postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n takvih da su brojevi
n2, n3 i n4 simetriqni, a broj n5 nije.

4. Za koje prirodne brojeve m i n se pravougaonik dimenzija m × n

mo�e poploqati (bez preklapaǌa) figurama sastavǉenim od jedini-
qnih kvadrata kao na slici? Figure se ne mogu rotirati ili okre-
tati.

Drugi razred , A kategorija

1. Dat je oxtrougli trougao ABC sa ortocentrom H i centrom
opisanog kruga O. Neka simetrala du�i AH seqe stranice AB i AC

u taqkama D i E, redom. Dokazati da je A centar spoǉa pripisane
kru�nice trougla ODE.

2. Za prirodan broj k, obele�imo sa S(k) zbir cifara broja k. Da li
postoji prirodan broj n za koji va�i

S(n+ 1) · S(n+ 2) · . . . · S(n+ 2010) · S(n+ 2011) = S(n)2011 ?

3. Odrediti sve vrednosti realnog parametra t tako da sistem jedna-
qina

x+ y + z + v = 0

xy + yz + zv + t(xz + xv + yv) = 0
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ima jedinstveno rexeǌe u skupu realnih brojeva.

4. Grupa razbojnika skriva svoje blago u 2011 pe�ina koje su nu-
merisane brojevima 1, 2, . . . , 2011. Preko dana oni ostavǉaju blago
u jednoj od ovih pe�ina, a no�u ga premextaju u jednu od susednih
pe�ina (ako je blago u pe�ini sa brojem k, 1 < k < 2011, premexta se u
pe�inu sa brojem k−1 ili u pe�inu sa brojem k+1; ako je u pe�ini sa
brojem 1, onda se premexta u pe�inu sa brojem 2; ako je u pe�ini sa
brojem 2011, onda se premexta u pe�inu sa brojem 2010). Ali Baba je
saznao ove informacije i svakog dana u podne ulazi u jednu od pe�ina.
Da li Ali Baba ima strategiju kojom sa sigurnox�u mo�e da prona�e
blago u konaqno mnogo pokuxaja?

Tre�i razred , A kategorija

1. Neka su a1, a2, . . . , an nule polinoma 1 + x+ x2 + . . .+ xn. Prona�i
najmaǌi prirodan broj m takav da taqke am1 , am2 ,. . . , amn u kompleksnoj
ravni le�e na istoj pravoj, ako je:

a) n = 2011;

b) n = 2010.

2. Matrica 2011 × 2011 se zove zlatna ako je popuǌena brojevima 1,
2, 3, 4 i ako se u svakom kvadratu 2 × 2 svaki od brojeva 1, 2, 3, 4
pojavǉuje taqno jednom. Odrediti ukupan broj zlatnih matrica.

3. Odrediti najmaǌi prirodan broj m takav da se brojevi 1m, 2m,
. . . , 2010m mogu pore�ati na kru�nici na takav naqin da je zbir svaka
dva susedna broja sa kru�nice deǉiv sa 2011.

4. Neka je D podno�je visine iz temena A oxtrouglog trougla ABC.
Uoqimo taqke E i F na stranici BC takve da je BD = CE i ^CAE =
^BAF . Neka je Q druga preseqna taqka prave AF i kruga opisanog oko
4ABC. Ako su M i N , redom, sredixta stranica AB i AC, dokazati
da se krugovi opisani oko 4ABC i 4MNQ dodiruju.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Ravan je obojena u dve boje. Dokazati da postoji jednakostraniqan
trougao stranice 1 cm ili stranice

√
3 cm, kod koga su sva tri temena

obojena istom bojom.

Pokazati da ne mora da postoji i jednakostraniqan trougao stra-
nice 1 cm kod koga su sva tri temena obojena istom bojom i jednako-
straniqan trougao stranice

√
3 cm kod koga su sva tri temena obojena

istom bojom.

2. Neka je k kru�nica opisana oko oxtrouglog trougla ABC, a taqka
D dijametralno suprotna taqki A na k. Tangenta u A na k i prava
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BC seku se u taqki P , a prava DP ponovo preseca k u taqki Q. Neka
su M i N , redom, sredixta stranica AB i AC. Ako je Q′ taqka na k

takva da je QQ′||BC, a X preseqna taqka du�i AQ′ i MN , dokazati da
je BX = CX.

3. U zavisnosti od neparnog prirodnog broja n > 1, odrediti ostatak
pri deǉeǌu broja

a =
∏

16i6n
(i,n)=1

i

brojem n.

4. Neka je dat konaqan skup realnih brojeva sa osobinom da se
svaki ǌegov element mo�e zapisati kao zbir nekih dvaju elemenata
(ne obavezno razliqitih) iz istog skupa. Za takav skup ka�emo da je
bezbednosti reda n ako ne sadr�i podskup sa n ili maǌe elemenata
qiji je ukupan zbir jednak 0. Dokazati da za svaki prirodan broj M ,
postoji konaqan skup bezbednosti reda M .

Prvi razred , B kategorija

1. Neka je ABCD tetivan qetvorougao. Ukoliko su A1, B1, C1 i D1

sredixta lukova nad tetivama AB, BC, CD, DA, redom, koji ne sadr�e
neku od preostalih taqaka, dokazati da je A1C1 ⊥ B1D1.

2. Odrediti cifru jedinica i cifru desetica broja

1 · 3 · 5 · . . . · 2009 · 2011.

3. Neka je ABCDEF pravilan xestougao, P i Q sredixta redom
stranica BC i EF i taqka T presek du�i AP i BQ. Odrediti AT : TP
i BT : TQ.

4. U zavisnosti od realnog parametra a odrediti sva realna rexeǌa
jednaqine

3(1 + a+ a2) · x = (1 + a+ a2)2 · x+ a5 + a4 + a3 − a2 − a− 1.

5. Ravan je obojena u dve boje. Dokazati da postoji trougao sa strani-
cama du�ina 1 cm,

√
3 cm i 2 cm qija su sva temena iste boje.

Drugi razred , B kategorija

1. Dokazati da u svakom pravouglom trouglu va�i

1

a2
+

1

b2
=

1

h2
,

gde su a i b du�ine kateta, a h du�ina hipotenuzine visine.

2. Na slici su skicirani grafici tri kvadratne funkcije.
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x

y

O

Da li postoje realni brojevi a, b i c tako da su na slici prikazani
grafici funkcija y = ax2 + bx+ c, y = bx2 + cx+ a i y = cx2 + ax+ b?

3. Za kompleksan broj z va�i

∣
∣
∣
∣

z + i

1 + z

∣
∣
∣
∣
= 1. Dokazati da je

∣
∣z2010 + iz2009 + . . .+ i2009z + i2010

∣
∣ =

∣
∣z2010 + z2009 + . . .+ z + 1

∣
∣ .

4. Na koliko naqina se mogu postaviti beli i crni skakaq na xahovsku
tablu dimenzija 8× 8 tako da se me�usobno ne napadaju?

5. Perica ima 1012 nalepnica na kojima se nalaze brojevi 1000, 1001,
. . . , 2011 (svaki broj se nalazi na jednoj nalepnici). On �eli da
zalepi nalepnice (ne nu�no sve) u niz (jednu iza druge) tako da dobije
najve�i mogu�i broj koji je deǉiv sa 99 (ako upotrebi k nalepnica,
dobija broj koji ima ukupno 4k cifara). Kako Perica treba da zalepi
nalepnice da bi ostvario svoj ciǉ?

Tre�i razred , B kategorija

1. Dokazati da je broj 42n − 32n − 7 deǉiv sa 56 za svako n ∈ N.

2. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

2 log 1
2

(

4
√
x2−1 − 1

)

− log 1
2

(

4
√
x2−1 +

1

2

)

>−1.

3. Dat je qetvorougao ABCD. Neka je AB = a, BC = b, CD = c,
DA = d, ^DAB = α, ^ABC = β, ^BCD = γ, ^CDA = δ i P povrxina
qetvorougla ABCD.

a) Dokazati da je

16P 2 +
(
a2 + b2 − c2 − d2

)2
= 4a2b2 + 4c2d2 − 8abcd · cos(β + δ).

b) Neka je A′B′C′D′ tetivan qetvorougao kome su du�ine stranica
a, b, c i d. Dokazati da je povrxina qetvrougla A′B′C′D′ ne maǌa
od P .
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4. Taqke koje odgovaraju kompleksnim brojevima a, b, c, a2, b2, c2 (u
nekom poretku) qine temena pravilnog xestougla qiji je centar taqka
koja odgovara broju 0. Dokazati da je abc = −1.
5. Grupa razbojnika skriva svoje blago u 2011 pe�ina koje su nu-
merisane brojevima 1 do 5. Preko dana oni ostavǉaju blago u jednoj
od ovih pe�ina, a no�u ga premextaju u jednu od susednih pe�ina (ako
je blago u pe�ini sa brojem k, 1 < k < 5, premexta se u pe�inu sa bro-
jem k − 1 ili u pe�inu sa brojem k + 1; ako je u pe�ini sa brojem 1,
onda se premexta u pe�inu sa brojem 2; ako je u pe�ini sa brojem
5, onda se premexta u pe�inu sa brojem 4). Ali Baba je saznao ove
informacije i svakog dana u podne ulazi u jednu od pe�ina. Da li
Ali Baba ima strategiju kojom sa sigurnox�u mo�e da prona�e blago
u konaqno mnogo pokuxaja?

Qetvrti razred , B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti sistem nejednaqina

2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0,25 3
< x+ 4

x · log0,5(x2 + 3x) + log3 9
x > 0.

2. Neka su M i N sredixta du�i AB i AC, redom, jednakostraniqnog
trougla ABC i P taqka takva da je N sredixte du�i MP . Neka je
ND ⊥ AP (D ∈ AP ) i ND ∩BC = {Q}. Dokazati:

a) PA ⊥ AB;

b) DQ =
3

4
BC.

3. Koliko rexeǌa u skupu prirodnih brojeva ima jednaqina

x+ y + z = 2011

takvih da je x> 19 i y > 3 ?

4. Ako su a, b i n prirodni brojevi dokazati da se broj (a2+b2)n mo�e
prikazati kao suma kvadrata dva cela broja.

5. Neka je a ceo broj. Odrediti nule polinoma x3 + ax− 13x+ 42 ako
je poznato da su sve one celi brojevi.



20

REXEǋA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 22.01.2011.

Prvi razred , A kategorija

1. Kako za proizvoǉan trougao XY Z, ǌegovo te�ixte T i proizvoǉnu

taqku P va�i
−−→
PX +

−−→
PY +

−→
PZ = 3 · −→PT , to je

−−→
AG1 +

−−→
BG2 +

−−→
CG3 =

1

3
·
(−−→
AH +

−−→
AB +

−→
AC
)

+
1

3
·
(−−→
BH +

−−→
BC +

−−→
BA
)

+
1

3
·
(−−→
CH +

−→
CA+

−−→
CB

)

=
1

3
·
(−−→
AH +

−−→
BH +

−−→
CH

)

=
1

3
·
(−→
AO +

−−→
OH +

−−→
BO +

−−→
OH +

−−→
CO +

−−→
OH

)

=
1

3
·
(−→
AO +

−−→
BO +

−−→
CO
)

+
−−→
OH.

Po Hamiltonovoj formuli je
−→
AO+

−−→
BO+

−−→
CO =

−−→
HO, xto zavrxava nax

dokaz. (Tangenta 61, str. 35, Pismeni zadaci)

2. Postoje dve mogu�nosti, da u jednom kavezu bude 5 ptica, a u druga
dva po tri, ili da u dva kaveza bude po qetiri ptice, a u preostalom
tri.
U prvom sluqaju, pet ptica za najpuniji kavez mo�emo odabrati na

(
11
5

)

naqina. Preostale ptice delimo u dve grupe od po tri, xto mo�emo
uraditi na 1

2

(
6
3

)
naqina. U drugom sluqaju, tri ptice za najmaǌe pun

kavez mo�emo odabrati na
(
11
3

)
naqina. Preostale ptice delimo u dve

grupe od po qetiri, xto mo�emo uraditi na 1
2

(
8
4

)
naqina. Prema tome,

ukupan broj rasporeda je
(
11

5

)

· 1
2
·
(
6

3

)

+

(
11

3

)

· 1
2
·
(
8

4

)

= 462 · 10 + 165 · 35 = 10395.

3. Posmatrajmo deo tablice bez posledǌe kolone. Ovaj deo tablice

se mo�e podeliti na 20102

4 disjunktnih kvadrata dimenzije 2×2, pa je u

ovom delu obojeno najvixe 2 · 201024 poǉa. Dakle, kako posledǌa kolona
sad�i 2010 poǉa, u tablici je obojeno najvixe

2 · 2010
2

4
+ 2010 = 2010 · 1006 poǉa.

Primetimo da ukoliko obojimo svaku drugu kolonu, poqevxi od prve,
dobijamo bojeǌe koje zadovoǉava uslove zadatka i u kome je obojeno
2010 · 1006 poǉa, pa je tra�eni broj jednak 2010 · 1006.
4. Pretpostavimo da tra�eni brojevi n i m postoje. Kako je 2011
prost broj, to su svi umnoxci na levoj strani stepeni broja 2011 ili
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jednaki 1. Zato je S(n) = 2011α i S(n + 1) = 2011β, za neke α, β ∈ N0.
Kako za svaki prirodan broj k va�i S(k) ≡ k (mod 3), to je

1 ≡ (n+ 1)− n ≡ S(n+ 1)− S(n) ≡ 2011β − 2011α ≡ 1− 1 ≡ 0 (mod 3),

xto je kontradikcija.

5. Neka su N i Q sredixta stranica AB i AC, redom. Kako je trougao
AMB pravougli, a N sredixte hipotenuze, to je MN = NB, pa je
^NMB = ^NBM . Daǉe, kako je BM simetrala spoǉaxǌeg ugla kod
temena B, to je ^NBM = 90◦ − 1

2 · ^ABC, pa je

^MNB = 180◦−2·^NBM = ^ABC.

Iz posledǌeg je MN ‖ BC.
Sliqno je PQ ‖ BC. Kako je NQ

sredǌa linija trougla ABC, to je
i MN ‖ BC, pa su taqke M , N , P
i Q kolinearne. Kako je MN =
1
2 ·AB, PQ = 1

2 ·AC i MN = 1
2 ·BC,

to je

A

B C

N QM P

OP2011 1A5-1

MP = MN+NQ+QP =
1

2
· (AB+BC+CA), xto je i trebalo dokazati.

(Tangenta 54, str. 47, Pismeni zadaci)

Drugo rexeǌe. Neka su preseci
pravih AM i AP sa pravom BC

taqke N i Q, redom. Za trouglove
NBA i QCA va�i da su simetrale
uglova kod temena B i C, redom,
normalne na naspramnu stranicu,
pa su ovi trouglovi jednakokraki.

B C

A

M P

N Q

OP2011 1A5-2

Samim tim, NB = AB, QC = AC i taqke M i P su sredixta stranica
AN i AQ, redom. Zato je MP sredǌa linija trougla ANQ i va�i

MP =
1

2
· (NB +BC + CQ) =

1

2
· (AB +BC + CA),

xto je i trebalo dokazati.

Drugi razred , A kategorija

1. a) Za a 6= −2 su x1 i x2 razliqiti od nule, pa izraz ima smisla.

Daǉe, prema Vietovim formulama je x1 + x2 =
3a+ 1

4
i x1x2 = −a+ 2

4
,

pa je

1

x2
1

+
1

x2
2

=
x2
1 + x2

2

x2
1x

2
2

=
(x1 + x2)

2 − 2x1x2

x2
1x

2
2

=
9a2 + 14a+ 17

(a+ 2)2
.
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Kako je (a+2)2 > 0, uslov zadatke se svodi na 9(9a2+14a+17)>40(a+2)2,
odnosno

41a2 − 34a− 7> 0.

Rexeǌa odgovaraju�e kvadratne jednaqine su − 7
41 i 1, pa je skup re-

xeǌa posledǌe nejednaqine
(
−∞,− 7

41

]
∪ [1,+∞). Kako je a 6= −2, to

je

a ∈ (−∞,−2) ∪
(

−2,− 7

41

]

∪ [1,+∞).

b) Neka je f(x) = 4x2 − (3a+ 1)x− a− 2. Da bi oba rexeǌa pripadala
intervalu (−1, 2) dovoǉno je da f(−1) i f(2) budu istog znaka, odnosno
f(−1)·f(2) > 0, da se x-koordinata temena parabole nalazi u intervalu

(−1, 2), odnosno da je −1 <
3a+ 1

8
< 2 i da y-koordinata temena i

f(−1) budu razliqitog znaka, odnosno f

(
3a+ 1

8

)

· f(−1) < 0. Kako je

f(−1) = 2a + 3, f(2) = −7a + 12 i f

(
3a+ 1

8

)

= −9a2 + 22a+ 33

16
, to se

posledǌe svodi na

(2a+ 3)(−7a+ 12) > 0, −3 < a < 5,
9a2 + 22a+ 33

16
· (2a+ 3) > 0.

Iz prve nejednaqine zakǉuqujemo da je − 3
2 < a < 12

7 , a za ove vrednosti
parametra a zadovoǉena je i druga nejednaqina. Kako je diskrimi-
nanta kvadratnog trinoma 9a2 + 22a+ 33 jednaka 222 − 4 · 9 · 33 < 0, to
je 9a2 + 22a+ 33 > 0, za sve a ∈ R. Zato svako a iz intervala

(
− 3

2 ,
12
7

)

zadovoǉava i tre�u nejednaqinu, pa ovaj interval predstavǉa rexeǌe
zadatka. (Tangenta 62, str. 36, Pismeni zadaci)

2. Po formuli za kosinus dvostrukog ugla imamo

cos2
(π

4
+ 5x

)

=
cos(π2 + 10x) + 1

2
=
− sin 10x+ 1

2

i sliqno cos2
(π

4
+ 4x

)

=
− sin 8x+ 1

2
, pa se jednakost svodi na

sin 8x− sin 10x = 2 · sin2 x · cos 9x.
Po formuli za razliku sinusa je sin 8x − sin 10x = −2 · sinx · cos 9x, pa
je posledǌa jednakost ekvivalentna sa sinx · cos 9x · (1 + sinx) = 0.
Dakle, sinx = 0, cos 9x = 0 ili sinx = −1, pa je skup rexeǌa {kπ | k ∈
Z} ∪

{
π
18 + kπ

9 | k ∈ Z
}
∪
{
3π
2 + 2kπ | k ∈ Z

}
. Kako je

{
3π
2 + 2kπ | k ∈ Z

}
⊆

{
π
18 + kπ

9 | k ∈ Z
}
, to se skup rexeǌa mo�e zapisati i kao

{kπ | k ∈ Z} ∪
{

π

18
+

kπ

9
| k ∈ Z

}

.

(Tangenta 54, str. 47, Pismeni zadaci)

3. Neka su uglovi kod temena A, B i C trougla ABC redom α, β i γ.
Tada je iz pravouglih trouglova AEB i ADB
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AE = AB sinβ, BD = AB sinα.

Kako je ^ABP = 90◦ − α, ^BAP =
90◦− β i ^APB = α+ β, primenom
sinusne teoreme na trougao APB

dobijamo

AP = AB· sin(90
◦ − α)

sin(α+ β)
= AB· cosα

sin(α + β)
,

BP = AB· sin(90
◦ − β)

sin(α + β)
= AB· cosβ

sin(α+ β)
.

Sada je

A B

C

D

E

P

OP2011 2A 3

AP ·AE +BP ·BD = AB2 · cosα sinβ + cosβ sinα

sin(α+ β)
= AB2,

xto je i trebalo dokazati.

4. Primetimo da je 1 + 2 + · · · + 50 =
50 · 51

2
= 1275 i

1275− 1

2
= 637.

Podelimo sve podskupove skupa {1, 2, . . . , 50} u parove: svaki podskup
je u paru sa svojim komplementom. Primetimo da u svakom paru taqno
jedan od podskupova ima sumu elemenata ve�u od 637. Prema tome,

postoji ukupno
1

2
· 250 = 249 tra�enih podskupova.

5. Pretpostavimo da je ^ACB > 45◦ (sluqaj ^ACB < 45◦ se analogno
rexava). Kako je ^AMB = ^ANB = 90◦ taqke A, N , M i B su konci-
kliqne. Samim tim,

^AMN = ^ABN (nad AN)

^MAN = ^MBN (nad MN).

Daǉe, kako su trouglovi ANT i
BKM jednakokrako-pravougli, to
je

^TAK = ^TAN − ^MAN

= 45◦ − ^MBN

= ^KBT,

A B

C

M

N

K
T

OP2011 2A 5

pa su taqke A, K, T i B koncikliqne. Samim tim, ^AKT + ^ABT =
180◦, pa je

^TKM = 180◦ − ^AKT = ^ABT = ^ABN = ^AMN.

Iz posledǌeg je jasno KT ‖MN .
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Tre�i razred , A kategorija

1. Broj neparnih brojeva napisanih na tabli se ne meǌa ako su
izbrisana dva broja razliqite parnosti ili ako su izbrisana dva
parna broja, dok se smaǌuje za 2 ako su izbrisana dva neparna broja.
Dakle, parnost broja neparnih brojeva na tabli je invarijanta (ne
meǌa se) primenom zadatog postupka. Kako je na poqetku bilo 15
neparnih brojeva, zakǉuqujemo da �e posledǌi broj na tabli biti
neparan. (Tangenta 57, str. 13, Nagradni zadaci, M804)

2. Iz sinusnih teorema za trougao ABC, odnosno A′B′C′, je

AB

sin^ACB
=

BC

sin^BAC
=

CA

sin^CBA
,

odnosno
A′B′

sin^A′C′B′ =
B′C′

sin^B′A′C′ =
C′A′

sin^C′B′A′ ,

pa je dovoǉno dokazati

2 · sin^BAC · sin^B′A′C′> sin^ABC · sin^A′B′C′+sin^ACB · sin^A′C′B′.

Neka je ^ABC = β, ^A′B′C′ = β′, ^ACB = γ, ^A′C′B′ = γ′. Iz uslova
zadatka posledǌe se svodi na

3

2
> sinβ · sinβ′ + sin γ · sin γ′ = S.

Daǉe, korix�eǌem trigonometrijskih identiteta i β + γ = β′ + γ′ =
120◦, dobijamo

S =
cos(β − β′)− cos(β + β′) + cos(γ − γ′)− cos(γ + γ′)

2

= cos(β − β′)− cos
β + β′ + γ + γ′

2
· cos β + β′ − γ − γ′

2

= cos(β − β′)− 1

2
· cos β + β′ − γ − γ′

2
6

3

2
,

xto je i trebalo dokazati.

3. Doka�imo prvo da je u svakom koraku na tabli zapisan polinom
stepena najvixe dva. Neka je na tabli zapisan kvadratni trinom
f(x) = ax2 + bx+ c. Tada je

x2 · f
(

1 +
1

x

)

= (a+ b+ c)x2 + (b + 2a)x+ a

i

(x − 1)2 · f
(

1

x− 1

)

= cx2 + (b − 2c)x+ (a− b+ c).



25

Daǉe, primetimo da je

(b + 2a)2 − 4a(a+ b+ c) = (b − 2c)2 − 4c(a− b+ c) = b2 − 4ac,

pa posle svakog koraka polinom zapisan na tabli ima diskriminantu
20102 − 4 · 2011 (uzimamo da je diskriminatna polinoma ax + b jednaka
a2, a konstantnog polinoma 0). Kako je diskriminanta polinoma x2 +
2011x+2010 jednaka 20112− 4 · 2010, on ne mo�e biti zapisan na tabli.

4. Na pravoj CD docrtamo
taqku Z, tako da va�i ^BZC =
^ADB. Zbog jednakosti uglova
nad tetivom AB dobijamo da je
^ADB = ^AMB, pa je qetvor-
ougao MXBZ tetivan. Iz poten-
cije taqke Y u odnosu na ova dva
kruga dobijamo

YM · Y B = XY · Y Z,

odnosno

YM · Y B = Y D · Y C.

A B

D
M

C

X
Y

Z

OP2011 3A 4

Na osnovu prethodnih jednakosti dobijamo

DX · CY = (DY −XY ) · CY = XY · Y Z −XY · Y C = XY · CZ,

pa je dati izraz jednak CZ i ne zavisi od izbora taqke M . (Tangenta
54, str. 20, Nagradni zadaci, M755)
Drugo rexeǌe. Uvedimo kompleksnu ravan, tako da je krug opisan oko
qetvorougla ABCD jediniqni. Neka taqkama odgovaraju kompleksni
brojevi oznaqeni odgovaraju�im malim slovima. Po formuli za pre-
sek tetiva jediniqnog kruga imamo

x =
am(c+ d)− cd(a+m)

am− cd
, y =

bm(c+ d)− cd(b +m)

bm− cd
.

Sada je

x−d =
am(c+ d)− cd(a+m)

am− cd
−d =

c(am+ d2 − da− dm)

am− cd
=

c(a− d)(m− d)

am− cd
,

i analogno y − c =
d(b − c)(m− c)

bm− cd
. Tako�e,

x− y =
cdm2(a− b)− cdm(c+ d)(a − b) + c2d2(a− b)

(am− cd)(bm− cd)

=
cd(a− b)(m− c)(m− d)

(am− cd)(bm− cd)
,
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pa je
DX · CY

XY
=

∣
∣
∣
∣

(a− d)(b − c)

a− b

∣
∣
∣
∣
=

AD ·BC

AB
, xto ne zavisi od taqke M .

5. a) Pretpostavimo da ovaj niz sadr�i barem dva potpuna kvadrata
i neka je mpk + 1 = a2 i mpl + 1 = b2, gde je k < l, a a, b ∈ N. Iz ovih
jednakosti dobijamo

(a2 − 1)p2s = b2 − 1, (∗)
gde je l − k = 2s. Kako je NZD (b − 1, b+ 1) jednako 1 ili 2, to za p 6= 2
va�i p2s | b − 1 ili p2s | b + 1. Ukoliko je p = 2, tada je a2 − 1 deǉivo
sa 2, pa opet 22s | b− 1 ili 22s | b + 1. Samim tim, u oba sluqaja mora
biti b+ 1> p2s.
Jednakost (∗) je daǉe ekvivalentna sa a2p2s − b2 = p2k − 1, odnosno

(aps − b)(aps + b) = p2s − 1,

pa aps + b | p2s − 1. Me�utim, aps + b > b> p2s − 1, kontradikcija.

b) Ne. Neka je p = 2 i m = 2. Kako je 2 · 22k+1 + 1 ≡ 2 (mod 3), to je
svaki qlan niza kongruentan sa 2 po modulu 3, pa ne mo�e biti potpun
kvadrat.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Oblast definisanosti funkcije je (−∞, 0) ∪ (0, 1)∪ (1,+∞). Odred-
imo izvod funkcije u ovoj oblasti:

f ′(x) = (arctgx)′ +

(

arctg
1 + x

1− x

)′
+ 2 ·

(

arctg
1

x

)′

=
1

1 + x2
+

1

1 + x2
− 2 · 1

1 + x2
= 0,

xto dokazuje da je funkcija zaista konstanta na svakom od inter-
vala (−∞, 0), (0, 1) i (1,+∞). Kako je f(−1) = −π

4 + 0 − 2 · π4 = − 3π
4 ,

limx→0+ f(x) = 0 + π
4 + 2 · π2 = 5π

4 i limx→1+ f(x) = π
4 − π

2 + 2 · π4 = π
4 , to je

f(x) =







− 3π
4 , x ∈ (−∞, 0)
5π
4 , x ∈ (0, 1)
π
4 , x ∈ (1,+∞)

.

(Tangenta 61, str. 34, Pismeni zadaci)
2. Neka je O taqka preseka dijagonala romba EFGH. Kako je
^FOG = 90◦, to je zbog ^FOG + ^FCD = 180◦, qetvorougao FCGO

tetivan. Zato je ^FOC = ^FGC, kao uglovi nad zajedniqkom tetivom
FC. Analognim razmatraǌem dobijamo da je i ^HOA = ^HEA.
Daǉe, ^FGC = ^HEA, kao uglovi sa paralelnim kracima, pa je zbog
pokazanih jednakosti i ^FOC = ^HOA. Samim tim, taqke A, O i C su
kolinearne. Analogno, taqke B, O i D su kolinearne, pa je O presek
dijagonala pravougaonika ABCD.
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Neka su taqke F ′ i G′, redom, po-
dno�ja normala konstruisanih iz
taqke O na stranice BC i CD.
Trouglovi 4OF ′F i 4OG′G su
sliqni (imaju jednake sve uglove),

pa je
OF

OG
=

OF ′

OG′ =
AB

BC
= 2, pa je

P = 2 · OF ·OG = OF 2.

Kako je rastojaǌe taqke O od

A B

CD

O

G

E

H

F

F ′

G′

OP2011 4A 2

proizvoǉne taqke sa stranice BC bar 1, a ne ve�a od polovine dija-

gonale pravougaonika, to je 16P = OF 26
5

4
, xto je i trebalo dokazati.

3. Neka je n × n najve�i kvadrat koji se mo�e poploqati. Ukupna
povrxina svih raspolo�ivih figurica je 100, te je n26100, odnosno n6

10. Uz to, kako je povrxina svake figurice 4, imamo da 4 | n2, odnosno
n je paran broj. Doka�imo da nije mogu�e poploqati kvadrat stranice
10. Pretpostavimo suprotno. Ako jediniqna poǉa kvadrata 10 × 10
obojimo naizmeniqno crnom i belom bojom (xahovski), onda i crnih
i belih poǉa ima po 50. Primetimo da svaka figurica, osim tre�e
navedene, prekriva po dva crna i dva bela poǉa. Tre�a figurica
prekriva tri poǉa jedne i jedno poǉe druge boje.

Neka je x figurica koje prekri-
vaju 3 crna i jedno belo poǉe, a
y = 5−x figurica koje prekrivaju
3 bela i jedno crno poǉe. Kako je
razlika broja prekrivenih crnih
i beli poǉa jednaka nuli, mora
biti (3x+ y)− (3y + x) = 0. Me�u-

tim, iz posledǌeg dobijamo x =
5

2
,

xto nije mogu�e.
Slika sa desne strane pokazuje
da se kvadrat stranice 8 mo�e
poploqati, pa je tra�ena najve�a
povrxina jednaka 64.

OP2011 4A 3

4. Ako broj ab+ 1 deli X = a3 + 3ab2 + 2 i Y = 3b4 − 2b3 + 3, onda deli
i broj

b3X + Y = (ab)3 + 3b4(ab+ 1) + 3.

Broj (ab)3 +1 je deǉiv sa ab+1, jer je (ab)3 +1 = (ab+1)((ab)2− ab+1),
pa dobijamo ab + 1 | 2. Zato je ab + 1 6 2, pa (a, b) mo�e biti samo par
(1, 1). Provera pokazuje da (a, b) = (1, 1) jeste rexeǌe.
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5. Dokaza�emo prvo da u svakom trouglu va�i

ha

l2a
+

hb

l2b
+

hc

l2b
=

R + 2r

2Rr
, (∗)

gde su ha, hb i hc odgovaraju�e visine.
Ako sa S obele�imo povrxinu, sa p poluobim, a sa α, β i γ uglove

trougla, tada iz identiteta
ha

la
= cos

β − γ

2
, aha = 2S = 2pr, a = 2R sinα

dobijamo

ha

l2a
=

(
ha

la

)2

· 1

ha

=
a

2pr
· cos2 β − γ

2
=

R · sinα · cos2 β − γ

2
pr

=
R

2pr
·
(

sinα+
sin 2β + sin 2γ

2

)

,

pa je L =
ha

l2a
+
hb

l2b
+
hc

l2b
=

R

2pr
· [(sinα+sinβ+sin γ)+(sin 2α+sin 2β+sin 2γ)].

Sada, koriste�i identitete sinα+sinβ+sin γ = 4 ·cos α
2
cos

β

2
cos

γ

2
=

p

R
,

4 · sin α

2
sin

β

2
sin

γ

2
=

r

R
i sin 2α + sin 2β + sin 2γ = 4 · sinα sinβ sin γ = 32 ·

sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
·cos α

2
cos

β

2
cos

γ

2
, koji va�e za uglove trougla, dobijamo

jednakost (∗).
Daǉe, primenom nejednakosti Koxi-Xvarc-Buǌakovskog na trojke
(√

ha

la
,

√
hb

lb
,

√
hc

lc

)

i

(
1√
ha

,
1√
hb

,
1√
hc

)

, dobijamo

(
1

la
+

1

lb
+

1

lc

)2

6

(
ha

l2a
+

hb

l2b
+

hc

l2b

)

·
(

1

ha

+
1

hb

+
1

hc

)

=
R+ 2r

2Rr
·
(

1

ha

+
1

hb

+
1

hc

)

,

pa kako je
1

ha

+
1

hb

+
1

hc

=
a+ b+ c

2S
=

1

r
, to tra�ena nejednakost zaista

va�i.

Jednakost va�i ako i samo ako je
la

ha

=
lb

hb

=
lc

hb

, odnosno ako i samo

ako je cos
β − γ

2
= cos

γ − α

2
= cos

α− β

2
. Posledǌe je ekvivalentno sa

|α− β| = |β − γ| = |γ − α|. Neka je bez umaǌeǌa opxtosti γ najve�i od
ova tri ugla. Tada iz γ − α = γ − β dobijamo α = β, pa je i γ = α.
Dakle, jednakost va�i ako i samo ako je trougao jednakostraniqan.
(Tangenta 61, str. 17, Nagradni zadaci, M903)
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Prvi razred , B kategorija

1. Iz prvog uslova je B ⊆ {a, b, c, d, e, f, g, h, i}, iz drugog a ∈ B, a iz
posledǌeg {d, e, f, g, h} ⊆ B. Iz tre�eg uslova c 6∈ B i i 6∈ B. Iz prva
dva uslova zakǉuqujemo da se b nalazi u taqno jednom od skupova A

i B, xto zajedno sa qetvrtim uslovom daje b ∈ A i b 6∈ B. Znaqi
B = {a, d, e, f, g, h}, pa je A = {a, b, c, i}.
(Tangenta 61, str. 31, Pismeni zadaci)

2. Tablica relacije data je sa
desne strane. Mo�emo primetiti
da ukoliko je a ρ b, da je a = 25.
Samim tim, ρ nije refleksivna,
a jeste antisimetriqna i tranzi-
tivna. Kako je 25 ρ 53, to relacija
nije simetriqna.

ρ 25 53 71 74
25 > > ⊥ >
53 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
71 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥
74 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

OP2011 1B2

(Tangenta 61, str. 31, Pismeni zadaci)

3. Kako Ana mora sedeti do Bojana, a Vesna do Gorana, potrebno je
rasporediti 16 ǉudi i 2 para, odnosno ukupno 18 ,,grupa”. Pri tome
u svakoj od dve grupe sa po dva qlana imamo 2 razliqita rasporeda,
pa je tra�eni broj rasporeda jednak 2 · 2 · 18! .
4. Neka je x = 520 · 205. Kako je x = 520 · 45 · 55 = 210 · 525 = 1010 · 515,
to je posledǌih 10 cifara broja x jednako nuli, dok su preostale tri
nepoznate cifre posledǌe tri cifre broja 515. Primetimo da va�i
515 − 53 = 53(512 − 1) = 53(256 − 1). Kako 256 daje ostatak 1 pri deǉeǌu
sa 8, to 8 | 256− 1, pa 1000 | 515− 53. Zato su posledǌe tri cifre broja
515 iste kao i posledǌe tri cifre broja 53, odnosno preostale tri
cifre su redom 1, 2 i 5.

5. a) Po definiciji funkcija f i g je (f ◦ g)(2010) = f(g(2010)) =
f(4020) = 4021 i (g ◦ f)(2011) = g(f(2011)) = g(2010) = 4020.
b) Potrebno je razmotriti dva sluqaja:
1◦ n paran. Tada je (f ◦ g)(n) = f(g(n)) = f(2n) = 2n + 1 i (g ◦ f)(n) =
g(f(n)) = g(n + 1) = 3(n + 1) (posledǌa jednakost va�i jer je n + 1
neparan).
2◦ n neparan. Tada je (f ◦ g)(n) = f(g(n)) = f(3n) = 3n − 1 (posledǌa
jednakost va�i jer je 3n neparan) i (g◦f)(n) = g(f(n)) = g(n−1) = 2(n−1)
(posledǌa jednakost va�i jer je n− 1 paran).

Dakle, (f ◦ g)(n) =
{

2n+ 1, 2 | n
3n− 1, 2 - n

, (g ◦ f)(n) =
{

3(n+ 1), 2 | n
2(n− 1), 2 - n

.

(Tangenta 61, str. 31, Pismeni zadaci)
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Drugi razred , B kategorija

1. Videti prvi zadatak za drugi razred A kategorije.

2. Dovoǉno je dokazati da je A = m5n−mn5 = mn(m4 − n4) deǉivo sa
30, odnosno sa 2, 3 i 5.
Ukoliko je m ili n deǉivo sa 2, tada je mn, pa i A, deǉivo sa 2.
Ukoliko su m i n neparni, tada su i m4 i n4 neparni, pa je m4 − n4

paran, a samim tim i A deǉiv sa 2.
Ukoliko je m ili n deǉivo sa 3, tada je mn, pa i A, deǉivo sa 3.
Ukoliko m i n nisu deǉivi sa 3, tada m2 i n2 daju ostatak 1 pri
deǉeǌu sa 3, pa je m4 − n4 = (m2 − n2)(m2 + n2) deǉivo sa 3. Samim
tim je i A deǉivo sa 3.
Ukoliko je m ili n deǉivo sa 5, tada je mn, pa i A, deǉivo sa 5. Neka
zato m i n nisu deǉivi sa 5. Qetvrti stepen broja koji nije deǉiv sa
5 mora davati ostatak 1 pri deǉeǌu sa 5 (va�i (5k + l)4 ≡ l4 (mod 5),
a 14 = 1, 24 = 16, 34 = 81 i 44 = 256), pa 5 | m4 − n4, a zato i 5 | A.
(Tangenta 54, str. 46, Pismeni zadaci)

3. Va�i

1− i
√
3

λ+ (λ + 1)i
=

1− i
√
3

λ+ (λ+ 1)i
· λ− (λ+ 1)i

λ− (λ+ 1)i
=

λ− (λ+ 1)
√
3− (λ

√
3 + λ+ 1)i

λ2 + (λ+ 1)2
.

Kako je λ realan broj, potreban i dovoǉan uslov da posledǌi broj

bude realan je λ
√
3 + λ+ 1 = 0, odnosno λ = − 1

1 +
√
3
.

(Tangenta 61, str. 32, Pismeni zadaci)

4. Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Neka su A′, B′, C′ taqke pre-
seka produ�etaka du�i AP , BP

i CP sa kru�nicom opisanim oko
trougla ABC, redom. Tada va�i

^ABB′ = ^AA′B′ (nad AB′)

^ACC′ = ^AA′C′ (nad AC′),

pa je

^B′A′C′ = ^ABB′ + ^ACC′

= α− ^B′BC + γ − ^C′CB.

A B

C

P

A′

B′

C′

OP2011 2B5

Kako je α+ γ = 180◦ − β, a ^B′BC + ^C′CB = 180◦ − ^BPC, to je

^B′A′C′ = 180◦ − β − (180◦ − ^BPC) = ^BPC − β = 60◦.

Analogno dobijamo da je ^A′B′C′ = 70◦ i ^A′C′B′ = 50◦, pa su uglovi
trougla A′B′C′ jednaki 50◦, 60◦ i 70◦.
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Tre�i razred , B kategorija

1. Ukoliko prvu jednaqinu pomno�imo redom sa − 3
2 , −1 i − 3

2 i dodamo
drugoj, tre�oj i qetvrtoj jednaqini, dobijamo ekvivalentan sistem

2x +3y +2z +3t = 0

−5

2
y −5

2
t = 0

−y +z = 0

−3

2
y −z +

(

m− 9

2

)

t = 0.

Ukoliko sada pomno�imo drugu jednaqinu redom sa − 2
5 i − 3

5 i dodamo
tre�oj i qetvrtoj jednaqini, dobijamo ekvivalentan sistem

2x +3y +2z +3t = 0

−5

2
y −5

2
t = 0

z +t = 0
−z +(m− 3) t = 0.

Ukoliko sada qetvrtoj jednaqini dodamo tre�u, dobijamo

2x +3y +2z +3t = 0

−5

2
y −5

2
t = 0

z +t = 0
(m− 2) t = 0.

Ukoliko je m 6= 2, tada je t = 0, pa iz preostalih jednaqina dobijamo
z = y = x = 0, tj. sistem ima jedinstveno rexeǌe.
Ukoliko je m = 2, tada je t = α, gde je α proizvoǉan realan broj. Iz
preostalih jednaqina dobijamo z = −α, y = −α i x = α, pa sistem ima
beskonaqno mnogo rexeǌa.
Dakle, sistem ima beskonaqno mnogo rexeǌa ako i samo ako je m = 2.
(Tangenta 62, str. 37, Pismeni zadaci)

2. Videti drugi zadatak za drugi razred A kategorije.

3. Uslovi definisanosti datog izraza su

x > 0, x 6= 1, x3 + 1 > 0, x+ 1 > 0, x+ 1 6= 1.

Primetimo da ukoliko je x > 0 i x 6= 1, da su i preostali uslovi
zadovoǉeni. Data nejednaqina je ekvivalentna sa

0 < logx(x
3 + 1) · 1

logx(x+ 1)
− 2 =

logx
x3+1
(x+1)2

logx(x+ 1)
=

logx
x2−x+1

x+1

logx(x+ 1)
.

Potrebno je razmotriti slede�a dva sluqaja:
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1◦ x > 1. Tada je logx(x + 1) > 0, pa je nejednaqina ekvivalentna sa

logx
x2 − x+ 1

x+ 1
> 0, odnosno sa

x2 − x+ 1

x+ 1
> 1. Kako je x+1 > 0, posled-

ǌe je ekvivalentno sa x·(x−2) > 0. Dakle, u ovom sluqaju skup rexeǌa
je (2,+∞).
2◦ 0 < x < 1. Tada je logx(x + 1) < 0, pa je nejednaqina ekvivalentna

sa logx
x2 − x+ 1

x+ 1
< 0, odnosno sa

x2 − x+ 1

x+ 1
> 1. Kako je x + 1 > 0,

posledǌe je ekvivalentno sa x · (x− 2) > 0. Dakle, u ovom sluqaju nema
rexeǌa.
Iz 1◦ i 2◦ zakǉuqujemo da je skup rexeǌa (2,+∞).
(Tangenta 54, str. 46, Pismeni zadaci)

4. Presek date zarubǉene kupe i ravni koja prolazi kroz centre os-
nova i normalna je na osnove je jednakokraki trapez u koji se mo�e
upisati krug.

Neka su a i b redom polupre-
qnici ve�e i maǌe osnove kupe, a r

polupreqnik lopte upisane u ovu
kupu. Tada su osnove trapeza 2a
i 2b, a visina 2r. Kako je trapez
tangentni, to je du�ina ǌegovog
kraka jednaka a + b. Sada je iz
Pitagorine teoreme

(a+ b)2 = (a− b)2 + (2r)2,

odnosno r2 = ab.

a

b

a

b

a− b

a+ b2r

OP2011 3B4

Daǉe, zapremina kupe je VK =
2r(a2 + ab+ b2)π

3
, a lopte VL =

4r3π

3
, pa

je odnos zapremina

VK

VL

=
a2 + ab+ b2

2r2
=

a2 + ab+ b2

2ab
.

Kako je du�ina kraka trapeza jednaka l = a + b, to je povrxina kupe
PK = (a2+ b2+(a+ b)l)π = 2(a2+ab+ b2)π, a povrxina lopte PL = 4r2π =
4abπ, pa je odnos povrxina

PK

PL

=
a2 + ab+ b2

2ab
=

VK

VL

,

xto je i trebalo dokazati.

5. Primetimo da su Aksentije i Milutin oqevi, a Milutin i Laki
sinovi.
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Oznaqimo sa A iskaz ,,Aksentije
govori istinu” (tada je
¬A =,,Aksentije la�e”), sa M

iskaz ,,Milutin govori istinu” i
sa L iskaz ,,Laki govori istinu”.
Tada su date izjave:

p = A⇔M,

q = M Y L,

r = p ∨ q.

Predstavimo tablicom ove iskaze
(0 ako je iskaz la�an, a 1 ako
je istinit), a zatim odredimo
i istinitosnu vrednost izjava
p, q, r:

A M L p q r

0 0 0 1 0 1

0 0 1 1 1 1

0 1 0 0 1 1

0 1 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 1 0 1 1 ←
1 1 0 1 1 1

1 1 1 1 0 1

Izjave p, q, r su dali Aksentije, Milutin i Laki, pa je i ǌihova
istinitosna vrednost jednaka sa A,M,L (ne mora tim redosledom!), a
vidimo da se leva i desna strana poklapaju samo u 6. vrsti (oznaqena
strelicom u prethodnoj tablici).
a) Na osnovu prethodnog mo�emo zakǉuqiti da Milutin la�e, dok
Aksentije i Laki uvek govore istinu.
b) Samo za Milutina znamo da je izjavio p.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Funkcija y je definisana za x 6= 0 i na oblasti definisanosti va�i

y′ =

(

ex − ex

x

)′
= ex − ex(x− 1)

x2
= ex · x

2 − x+ 1

x2
,

pa je

xy′ + y − xex = ex · x
2 − x+ 1

x
+ ex · x− 1

x
+ ex · x = 0.

(Tangenta 62, str. 37, Pismeni zadaci)

2. Kako je cos
(π

2
− 3x

)

= sin 3x, sin
(π

2
− 3x

)

= cos 3x, a iz adicionih

formula

cos 3x = cos 2x · cosx− sin 2x · sinx
= (2 cos2 x− 1) · cosx− 2 sin2 x · cosx = 4 cos3 x− 3 cosx

sin 3x = sin 2x · cosx+ sinx · cos 2x
= 2 sinx · cos2 x+ sinx · (1− 2 sin2 x) = 3 sinx− 4 sin3 x,

to je polazna nejednaqina ekvivalenta sa

3
√
3

8
< 3 · sinx · cos3 x− 3 · sin3 x · cosx = 3 · sinx · cosx · cos 2x =

3

4
· sin 4x.
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Iz posledǌeg je sin 4x >

√
3

2
, pa je skup rexeǌa

⋃

k∈Z

(
π

12
+

πk

2
,
π

6
+

πk

2

)

.

(Tangenta 62, str. 40, Pismeni zadaci)

3. Videti prvi zadatak za tre�i razred B kategorije.

4. Videti drugi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Videti drugi zadatak za tre�i razred A kategorije.

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.02.2011.

Prvi razred , A kategorija

1. Pretpostavimo da ovakvi brojevi postoje. Kako je 2010 = 30 · 67, a
67 prost, barem jedan od brojeva a+ b, b+ c i c+ a mora biti deǉiv sa
67. Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpostaviti da je b + c deǉivo
sa 67, a samim tim i b + c > 67 (b i c su prirodni brojevi). Daǉe,
(a+ b)(c+ a) deli 30, pa je a+ b6 30 i c+ a6 30. Me�utim, tada je

676 b+ c < a+ b+ c+ a6 60

xto je kontradikcija, pa ovakvi brojevi ne postoje.

2. Neka su ta i tb tangente na kru�nicu k1 u taqkama A i B, redom, a
tc i td tangente na kru�nicu k2 u taqkama C i D, redom.

Neka je ta ∩ tc = {K}, tb ∩ td = {L},
ta∩ td = {M}, tb ∩ tc = {N}, ta ∩ tb =
{E} i tc ∩ td = {F}.
Primetimo da je

^NKM = ^KCD + ^KAB,

^NLM = ^DBL+ ^BDL.

Sada, kako je ^DBL = ^ABE =
^KAB (trougao AEB je jedna-
kokraki) i ^BDL = ^FDC =
^KCD (trougao DFC je jedna-
kokraki), to je ^MKN = ^NLM .
Iz posledǌeg zakǉuqujemo da su
taqke K, L, M i N koncikliqne,
xto je i trebalo dokazati.

A B CD

K

L

M

N

E

F

OK2011 1A2



35

3. Primetimo da je 2 <

√

6 +
√

6 +
√
6 <

√

6 +
√
6 + 3 = 3.

Razmotrimo zato slede�a dva sluqaja:
1◦ n6 2. Iz prethodnog zakǉuqujemo da je dati izraz jednak 3− n ∈ Z,
pa su n = 1 i n = 2 rexeǌa zadatka.

2◦ n > 3. U ovom sluqaju izraz je jednak n + 3 − 2

√

6 +
√

6 +
√
6, xto

je ceo broj ako i samo ako je 2

√

6 +
√

6 +
√
6 ceo broj. Doka�imo da

ovo ne va�i, taqnije da je α =

√

6 +
√

6 +
√
6 iracionalan broj. Pre-

tpostavimo suprotno, tj. da je α ∈ Q. Tada je α2 = 6 +
√

6 +
√
6 ∈ Q,

pa je β =
√

6 +
√
6 ∈ Q. Daǉe, β2 = 6 +

√
6 ∈ Q, pa je

√
6 ∈ Q, xto nije

taqno.
Dakle, jedina rexeǌa su n = 1 i n = 2.
(Tangenta 62, str. 38, Pismeni zadaci)

4. Neka je CM ∩BN = {S}. Tada

^MSN = ^AMC−^BNM = ^ABC,

i prema tome MN = MS. Osim
toga va�i

^CBS = ^ABC − ^ABN

= ^BAN

^BCS = ^ABC − ^SBC

= ^ABN,

xto zajedno sa AB = BC daje da

A C

B

M

N

S

OK2011 1A 4

su trouglovi ABN i BCS podudarni. Sledi da je

BN = CS = CM +MS = CM +MN.

5. Transliramo datu figuru F za vektor −→v du�ine 1 paralelan du�oj
stranici pravougaonika. F i dobijena figura G imaju zbir povrxi-
na ve�i od 2012. Ako du�e stranice pravougaonika proxirimo za
1 u smeru vektora −→v , dobijamo pravouganik 2012 × 1 u kojem �e biti
sadr�ane obe figure F i G. Kako je povrxina tog pravougaonika 2012,
te dve figure imaju bar jednu zajedniqku taqku, recimo Y . Poxto
Y ∈ G, ta taqka je dobijena translacijom neke taqke X ∈ F za vektor−→v . Dakle, taqke X i Y pripadaju datoj figuri F i na rastojaǌu su
taqno 1.

Drugi razred , A kategorija

1. Doka�imo da Pera uvek mo�e pobediti.
Pera upisije prvo b = 0. Daǉe, mogu�a su dva sluqaja:
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1◦ Mika upisuje nenula broj, tj. upisuje c = m 6= 0, odnosno
a = m 6= 0. Tada Pera upisuje a = −m, odnosno c = −m i
tada je D = b2 − 4ac>−4ac > 0, pa kvadratna jednaqina ima
2 razliqita realna rexeǌa x1 i x2. Iz Vietovih pravila
imamo da je x1 · x2 = c

a
= −1 < 0, te su ona suprotnog znaka i

Pera dobija.

2◦ Mika upisuje 0 na neko od preostalih mesta. Tada Pera
upisuje 0 na preostalo mesto qime se dobili jednaqinu 0 =
0, koja ima beskonaqno mnogo rexeǌa, od kojih je jedno npr.
1, a drugo −1, pa Pera ponovo dobija.

2. Bez gubǉeǌa opxtosti pretpostavimo da je kvadrat stranice 2.
Neka je O sredixte stranice AB, ^AOP = x i P ′ podno�je normale iz

P na AB. Tada je iz Pitagorine
teoreme

AP 2 = AP ′2 + PP ′2

= (1− cosx)2 + sin2 x

= 2− 2 cosx

CP 2 = (PP ′ +BC)2 +BP ′2

= (2 + sinx)2 + (1 + cosx)2

= 6 + 4 sinx+ 2 cosx,

pa je AP 2 + CP 2 = 8 + 4 sinx.

A B

CD

P

O

P ′

OK2011 2A2

Posledǌi izraz je maksimalan kada je x =
π

2
, tj. kada je P sredixte

luka nad AB.
(Tangenta 58, str. 8, M842)

3. Neka su taqke B′ i E′ podno�ja
normala iz taqaka B i E na pravu
DG, redom. Neka je taqka C′

podno�je normale iz C na pravu
BB′. Kako je ^BC′C = ^DLC =
90◦, ^C′BC = ^LDC (uglovi sa
normalnim kracima) i BC = DC

(stranice kvadrata ABCD), to je

4BCC′ ∼= 4DCL,

pa je CC′ = CL. Qetvorougao
CC′B′L je pravougaonik, pa je iz
prethodnog B′L = CL.

B

E

C

A D

G

F

K

L

C′

B′

E′

OK2011 2A3
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Analogno dobijamo i da je E′L = CL, pa je B′L = E′L. Samim tim,
kako su prave CL, BB′ i EE′ paralelne, a L sredixte du�i B′E′, to
je presek pravih CL i BE taqka K, xto je i trebalo dokazati.

4. Obele�imo poǉa table parovima iz skupa

{A,B,C,D,E, F} × {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Uoqimo deset poǉa A1, A6, A7, B1, B2, E6, E7, G1, G2, G7 (koja su ozna-
qena na slici levo). Svaki koǌ na tabli mo�e da tuqe najvixe
jedno od ovih poǉa, pa na tablu moramo postaviti barem 10 koǌa.
10 koǌa postavǉenih kao na slici desno ispuǌavaju uslove zadatka,
pa je tra�eni broj jednak 10.

• • •
• •

• •
• • •

OK 2A4a

K K

K K

K K

K K

K K

OK 2A4b

5. Pretpostavimo da je n = 7q = 7pr11 pr22 · · · prkk , gde su p1, . . . , pk razli-
qiti prosti brojevi koji nisu jednaki 7. Tada je zbir svih delilaca
broja n jednak

σ(n) = (1 + 7)(1 + p1 + · · ·+ pr11 ) · . . . · (1 + pk + · · ·+ prkk ),

odakle sledi da je σ(n) = 2n deǉivo sa 8, tj. 4 | n. Me�utim, tada su
7q

2
,
7q

4
, q,

q

2
,
q

4
, 1 razliqiti delioci broja n koji su maǌi od n, a qiji

je zbir jednak 7q + 1 = n+ 1. Kontradikcija.

Tre�i razred , A kategorija

1. Da bismo dokazali da je 4BEF

pravougli dovoǉno je dokazati da
je 4FAE ∼ 4EAB. Kako je
^FAE = ^EAB = 90◦, to je dovo-

ǉno dokazati da je
FA

EA
=

EA

AB
.

Neka je AB = a i BC = b. Kako
je

4CFB ∼ 4BDA
A B

CD

E

F

OK2011 3A 1
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(odgovaraju�i uglovi su jednaki kao uglovi sa normalnim kracima),
to je

FB

BC
=

DA

AB
,

pa je FB =
b2

a
, odnosno FA =

b2 − a2

a
. Daǉe, iz Pitagorine teoreme je

AE2 = BE2 −AB2 = b2 − a2.

Samim tim je
FA

EA
=

EA

AB
, xto je i trebalo dokazati.

(Tangenta 60, str. 6, M875)

2. Primetimo da na xahovskoj tabli dimenzija 2012× 2012 ima 4024 =
2 · 2012 dijagonala koje imaju neparan broj poǉa (po 2012 dijagonala
paralelnih glavnim dijagonalama - svaka druga je neparna) i da one
nemaju me�usobnih preseka.

Na svakoj od tih dijagonala mora
postojati bar po jedno poǉe na
kome nije postavǉen �eton da
bismo dobili da sve dijagonale
imaju paran broj �etona. Time
smo pokazali da broj �etona ne
mo�e biti ve�i od

20122 − 2 · 2012.

• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •

OK2011 3A2

20122−2·2012 �etona mo�emo postaviti na tablu da ispuǌavaju uslove
zadatka tako xto �emo postaviti �eton na svako poǉe sem na poǉa
koja su na glavnim dijagonalama (na slici je to prikazano za tablu
dimenzija 8× 8).

3. Pretpostavimo da ovakvo preslikavaǌe postoji. Neka je ABCDE

konveksan petougao i neka je f(A) = A′, f(B) = B′, f(C) = C′, f(D) = D′

i f(E) = E′. Primetimo da je svaki qetvorougao qija su temena neka
qetiri od temena petougla ABCDE konveksan. Samim tim, qetvo-
rougao A′B′C′E′ je konkavan, pa bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo pretpo-
staviti da je E′ u unutraxǌosti trougla A′B′C′. Posmatrajmo tri
konveksna dela na koje poluprave E′A′, E′B′ i E′C′ (sa poqetkom u
E′) dele ravan P . Pretpostavimo da se taqka D′ nalazi u spoǉa-
xǌosti trougla A′B′C′ i neka se bez umaǌeǌa opxtosti nalazi u
oblasti u kojoj se ne nalazi C′. Tada je qetvorougao A′E′B′D′ konve-
ksan, kontradikcija. Dakle, taqka D′ se nalazi u unutraxǌosti
trougla A′B′C′. Neka je A′E′ ∩ B′C′ = {A′′}, B′E′ ∩ C′A′ = {B′′} i
C′E′ ∩A′B′ = {C′′}. Taqka D′ se nalazi u jednom od trouglova A′E′C′′,
B′E′C′′, B′E′A′′, C′E′A′′, C′E′B′′ i A′E′B′′. Neka se bez umaǌeǌa
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opxtosti nalazi u trouglu A′E′C′′. Tada je qetvorougao A′D′E′C′

konveksan, kontradikcija.

A′ B′

C′

E′

D′

OK2011 3A3a

A′ B′

C′

E′

C′′

A′′

B′′

D′

OK2011 3A 3b

4. a) Primenom binomnog obrasca dobijamo

A =

2010∑

k=0

(
2010

k

)

· 20112010−k · ik +
2010∑

k=0

(
2010

k

)

· 20112010−k · (−1)k · ik

= 2

1005∑

k=0

(
2010

2k

)

· 20112010−2k · i2k = 2

1005∑

k=0

(
2010

2k

)

· 20112010−2k · (−1)k,

odakle sledi da je A ceo broj.
b) Koriste�i rezultat iz dela pod (a) dobijamo

A = 2
1005∑

k=0

(
2010

2k

)

· 20112010−2k · (−1)k

≡ 2
1005∑

k=0

(
2010

2k

)

· 20112010−2k · 100k = S (mod 101).

Daǉe imamo

S = 2
1005∑

k=0

(
2010

2k

)

· 20112010−2k · 100k = 2
1005∑

k=0

(
2010

2k

)

· 20112010−2k · 102k

=
2010∑

k=0

(
2010

k

)

· 20112010−k · 10k +
2010∑

k=0

(
2010

k

)

· 20112010−k · (−1)k · 10k

= (2011 + 10)2010 + (2011− 10)2010,
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pa je A ≡ (2011+10)2010+(2011−10)2010 (mod 101). Prvi sabirak 20212010

daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa 101, jer je 2021 ≡ 1 (mod 101). Prona�imo
koji ostatak pri deǉeǌu sa 101 daje drugi sabirak, odnosno 20012010.
Kako je 101 prost broj, koji ne deli 2001, na osnovu Male Fermaove
teoreme je 2001100 ≡ 1 (mod 101), a odatle i 20012000 ≡ 1 (mod 101). Jox
je ostalo da na�emo ostatak pri deǉeǌu broja 200110 sa 101. Jedno-
stavnim raqunom ostataka nalazimo da je 200110 ≡ 87 (mod 101), pa je

A ≡ 1 + 87 = 88 (mod 101).

5. Sabiraǌem nejednakosti 2ak−2− 5ak−1+2k60, za 26k6n, dobijamo
3an − 2an−1 − 3a1 + 2a0 6 0, tj. za n ∈ N

3an 6 2an−1 + 3. (∗)

Tvr�eǌe sada dokazujemo indukcijom. Za n = 0 tvr�eǌe oqigledno
va�i, pa je dovoǉno dokazati da ako va�i za n− 1 da va�i i za n. Iz
(∗) je

an 6
2

3
· an−1 + 16

2

3
· 3
[

1−
(
2

3

)n−1
]

+ 1 = 3

[

1−
(
2

3

)n]

,

xto je i trebalo dokazati.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Prave DH i AF su paralelne,

pa je iz Talesove teoreme
CH

HF
=

CD

DA
. Tako�e, kako je DF ‖ CB

sledi
CD

DA
=

BF

FA
, pa kako je

BF = DE (qetvorougao FBED je

paralelogram), va�i
CD

DA
=

DE

FA
.

Kako je 4AFG ∼ 4EGD, to je
DE

FA
=

DG

GF
.

A B

C

ED

F

H

G

OK2011 4A1

Iz prethodnih jednakosti dobijamo
CH

HF
=

DG

GF
, odakle je iz Talesove

teoreme GH ‖ AC.
(Tangenta 6, str. 6, M874)

2. Obele�imo poǉa table parovima iz Dekartovog proizvoda

{A,B,C,D} × {1, 2, 3}.
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b) Jednu dominu mo�emo postaviti na 17 razliqitih naqina (8 verti-
kalnih i 9 horizontalnih). Ukupan broj pozicija je jednak broju
neure�enih parova domina od koga treba oduzeti sluqajeve gde se neke
domine preklapaju. Dve vertikalne domine se preklapaju u 4 sluqaja,
dve horizontalne u 6 sluqajeva, a horizontalna i vertikalna u 24

sluqaja, pa je tra�eni broj jednak

(
17

2

)

− (4 + 6 + 24) = 136− 34 = 102.

a) Kako je ovde bitno koja je domina postavǉena 1. a koja 2. to svakoj
poziciji nakon postvaǉene 2 domine odgovaraju 2 naqina za ǌihovo
postavǉaǌe (prvo jedna pa druga domina i obratno). Stoga ima ukupno
2 · 102 = 204 naqina da se postave 2 domine.
v) Pobedniqku strategiju ima prvi igraq. Prvu dominu stavǉa u
centar, tj. stavi dominu na poǉa B2 i C2, a zatim domine postavǉa
centralno simetriqno dominama koje je postavio drugi igraq.

3. Neka je

f(x) =
1

n

n∑

i=1

|x− xi |.

Za x = 0 imamo f(0) =
1

n

n∑

i=1

xi, dok za x = 1 sledi f(1) =
1

n

n∑

i=1

(1− xi) =

1−f(0). Iz relacije f(0)+f(1) = 1 dobijamo da va�i ili f(0) = f(1) =
1

2
ili f(0) <

1

2
< f(1) ili f(1) <

1

2
< f(0). Dakle, kako je f neprekidna

funkcija na [0, 1], mora postojati x ∈ [0, 1] takvo da je f(x) =
1

2
.

4. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Tvr�eǌe trivijalno va�i za
n = 1, pa je dovoǉno dokazati induktivni korak. Neka je zato tvr�eǌe
taqno za n − 1 i doka�imo da va�i za n. Neka je b1 = ai i b2 = aj.
Razmotrimo slede�a dva sluqaja:
Prvi sluqaj. Neka je i neparan i j = i+1, ili i paran i j = i− 1. Tada
je b1b2+ t = aiai+1+ t ili b1b2+ t = ai−1ai+ t, pa tvr�eǌe va�i na osnovu
induktivne pretpostavke.
Drugi sluqaj. Neka i i j nisu kao u prvom sluqaju. Tada se za

i′ =

{
i− 1, 2 | i
i+ 1, 2 - i

j′ =

{
j − 1, 2 | j
j + 1, 2 - j

qlanovi b1ai′ + t i b2aj′ + t ne nalaze sa desne strane nejednakosti.
Primetimo da je

(b1b2 + t)(ai′aj′ + t)− (b1ai′ + t)(b2aj′ + t) = t(b1 − aj′)(b2 − ai′)> 0,

tako da se zamenom qlana (b1ai′ + t)(b2aj′ + t) (koji se nalazi sa leve
strane nejednakosti) sa (b1b2+ t)(ai′aj′ + t) leva strana nejednakosti ne
smaǌuje. Kako je ovako dobijen izraz po induktivnoj pretpostavci ne
ve�i od desne strane date nejednakosti, dokaz je zavrxen.



42

5. Neka je q > 2. Na osnovu Male Fermaove teoreme imamo q2q +
(2q)q ≡ 1+ (−1)q ≡ 0 (mod p), te broj n sa navedenom osobinom postoji.
Dokaza�emo da je broj n deǉiv sa q. Uvedimo oznake x = qn i y = nq.
Iz navedene deǉivosti broj n ne mo�e biti deǉiv sa p, te je na osnovu
Male Fermaove teoreme y2 ≡ n2q ≡ np−1 ≡ 1 (mod p). Odavde, kako je p

prost broj, imamo y ≡ ±1 (mod p). Zato je x ≡ ∓1 (mod p), te je x2 ≡ 1
(mod p). Kako za poredak broja q po modulu p va�i rp(q) | p− 1 = 2q, to
je rp(q) ∈ {1, 2, q, 2q}. Kako je 1 < q < p, to je rp(q) 6= 1. Pretpostavimo
da va�i jednakost rp(q) = 2. Tada q2 ≡ 1 (mod p), pa je (q2−1, 2q+1) = p.
Kako (q2− 1, 2q+1) | 3, to je p = 3, odnosno q = 1. Kontradikcija. Ovim
smo dokazali da je rp(q) ∈ {q, 2q}, pa q | rp(q). Sada imamo 1 ≡ x2 ≡ q2n

(mod p), odakle rp(q) | 2n. Imaju�i na umu da q | rp(q), kao i da je q

neparan broj, odavde konaqno dobijamo q | n. Kako p - qq + qq, to je za
q > 2, najmaǌa tra�ena vrednost broja n jednaka 2q.
Za q = 2, odnosno p = 5, neposrednom proverom se utvr�uje da je n = 6.

Prvi razred , B kategorija

1. Skicarajmo grafik funkcije f(x) = |x−1|−|x−2|+|x−3|. Razmotrimo

slede�a qetiri sluqaja:

1◦ x6 1. Tada je f(x) = −x+ 2.

2◦ 1 < x6 2. Tada je f(x) = x.

3◦ 2 < x6 3. Tada je f(x) = −x+4.

4◦ x > 3. Tada je f(x) = x− 2.

Potrebno je odrediti sve vred-
nosti za a tako da prava y = a

ima taqno qetiri preseqne taqke
sa ovom funkcijom. Sa grafika
funkcije f(x) prime�ujemo da ovo
va�i ako i samo ako je a ∈ (1, 2).
(Tangenta 61, str. 31, Pismeni
zadaci)

2

1

y = a

f(x)

O

OK2011 1B1

2. Neka je
−−→
AB = −→a i

−−→
BC =

−→
b . Kako je

−−→
AM :

−−→
MB = 2 : 1, to je

−−→
AM =

2

3
· −→a , a kako je

−−→
BN :

−−→
NC = 1 : 1, to je

−−→
BN =

1

2
· −→b . Kako su

A, S i N kolinearne taqke, to za neko λ ∈ R va�i
−→
AS = λ · −−→AN =

λ · (−−→AB +
−−→
BN) = λ · −→a +

λ

2
· −→b . Sa druge strane, kako su taqke M ,

S i D kolinearne, postoji realan broj µ tako da je
−−→
MS = µ · −−→MD =

µ · (−−→MA+
−−→
AD) = −2µ

3
·−→a +µ ·−→b . Kako je

−→
AS =

−−→
AM +

−−→
MS, iz prethodnog

dobijamo λ ·−→a +
λ

2
·−→b =

(
2

3
− 2µ

3

)

·−→a +µ ·−→b . Kako su −→a i
−→
b linearno
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nezavisni vektori, to je λ =
2

3
− 2µ

3
i

λ

2
= µ. Rexavaǌem ovog sistema

dobijamo da je λ = 1
2 , pa je AS : SN = 1 : 1.

3. Primetimo da su Aca, Bojan i Veǉko ukupno pretpostavili taqan
pola�aj za 7 cifara, pa su neka dvojica pretpostavila taqan polo�aj
iste cifre. Kako su jedino na 3. mestu neka dvojica pretpostavila
polo�aj iste cifre, to 3. cifra mora biti jednaka 3. Ovo je jedina
taqno pretpostavǉena cifra za Veǉka, pa se broj 5 ne nalazi na 6.
mestu, a kako se ne mo�e nalaziti ni na 3. mestu, to se broj 5 nalazi
na 5. mestu, a polo�aj je pretpostavio Aca. Daǉe, cifra 6 se ne
nalazi na 2. i 5. mestu, pa se nalazi na 6. mestu, a polo�aj je opet
pretpostavio Aca. Polo�aj ostalih cifara je pretpostavio Bojan,
tj. 2 je na 1. mestu, 4 na 2. mestu, a 1 na 4. mestu, pa je tra�eni broj
jednak 243156.

4. Videti prvi zadatak za prvi razred A kategorije.

5. Neka je bez umaǌeǌa opxtosti ^ABC > 90◦. Kako je AB = CD, to
su kvadrati ABB′A′ i CDD′C′ podudarni, pa je O1B = CO3.

Kako u kvadratu BB′′C′′C va�i
BO2 = CO2, to je dovoǉno
dokazati da je ^O1BO2 = ^O3CO2.
Imamo ^O1BO2 = ^O1BB′ +
^B′BB′′ + ^B′′BO2 = 45◦ +
^B′BB′′ + 45◦ = 90◦ + ^B′BB′′, a
kako je ^B′BB′′ = 360◦ − ^B′BA −
^ABC − ^CBB′′ = 180◦ − ^ABC,
to je ^O1BO2 = 270◦ − ^ABC. Sa
druge strane, ^O3CO2 = ^O3CD+
^DCB + ^BCO2 = 45◦ + 180◦ −
^ABC + 45◦ = 270◦ − ^ABC, pa je
^O1BO2 = ^O3CO2. Sada je po
stavu SUS 4O1BO2

∼= 4O3CO2.
(Tangenta 58, str. 27, Pismeni
zadaci)

D′ C′

A

B

CD

A′ B′

O1

B′′

C′′

O2

O3

OK2011 1B5

Drugi razred , B kategorija

1. Rasporedimo prvo onih 5 kǌiga koje mogu stajati jedna do druge.
To mo�emo uqiniti na 5! naqina. Preostale kǌige se mogu nalaziti
izme�u prvobitno postavǉenih, na poqetku ili na kraju reda, tj. na
ukupno 6 mesta, i to tako da na svakom od ovih mesta stoji taqno
jedna kǌiga. Dakle, jox je potrebno odabrati 5 od 6 mesta i zatim na
ǌih rasporediti posledǌih 5 kǌiga. Kako je ovo mogu�e uqiniti na
(
6
5

)
· 5! = 6!, to je tra�eni broj rasporeda jednak 5! · 6!.

(Tangenta 60, str. 22, Pismeni zadaci)
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3. Da bismo dokazali da su taqke D, E i F kolinearne dovoǉno je
dokazati da je ^DEA + ^AEB + ^BEF = 180◦. Kako je AEB jednako-
straniqan trougao, to je ^AEB = 60◦ i EB = AB = EA. Daǉe, kako je
BFC jednakostraniqan trougao, to je BF = BC = AB = EB.

Samim tim, trougao EBF je je-
dnakokraki, pa je ^BEF = ^BFE.
Kako je

^EBF = ^EBC + ^CBF

= 90◦ − ^ABE + ^CBF

= 90◦,

to je iz prethodnog ^BEF =
45◦. Daǉe, trougao DAE je jedna-
kokraki (DA = EA), pa kako je

A B

CD
E

F

OK2011 2B2

^DAE = ^DAB − ^EAB = 30◦, to je ^ADE = ^AED = 75◦. Sada je

^DEA+ ^AEB + ^BEF = 75◦ + 60◦ + 45◦ = 180◦,

xto je i trebalo dokazati.
(Tangenta 54, str. 47, Pismeni zadaci)

3. Nejednakost
2x2 + 2x+ 3

x2 + x+ 1
6 d je ekvivalentna sa

(2 − d)x2 + (2− d)x+ (3− d)

x2 + x+ 1
6 0.

Imenilac ove nejednaqine je uvek pozitivan, jer je diskriminanta
odgovaraju�e kvadratne jednaqine jednaka −3, a vode�i koeficijent
1, pa �e polazna nejednaqina biti ispuǌena za svako x ukoliko je
brojilac prethodnog razlomka uvek negativan. To je ispuǌeno kada
su vode�i koeficijent i diskriminanta maǌi od nule, tj. 2− d < 0 i
(2 − d)2 − 4 · (2 − d) · (3 − d) = (2 − d) · (3d− 10)6 0. Iz prve nejednaqine
je d > 2, pa iz druge dobijamo d> 10

3 . Samim tim, skup dobrih brojeva
je interval

[
10
3 ,+∞

)
.

4. Na osnovici AB odredimo
taqku K tako da je ^ACK = 36◦.
Neka je AB = c, AC = BC = b

i AK = x. Trouglovi ACK i
ABC su sliqni, jer imaju sve jed-

nake uglove, pa je
x

b
=

b

c
. Kako je

BK = c − x = b, to se posledǌa

jednakost svodi na
c− b

b
=

b

c
.

C

A BK

OK2011 2B4
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Ukoliko uvedemo smenu t =
c

b
dobijamo ekvivalentnu jednaqinu

t2 − t+ 1 = 0.

Rexeǌa ove jednaqine su
1±
√
5

2
, pa kako je

c

b
> 0, to je

c

b
=

1 +
√
5

2
.

5. Iz date jednakosti je a2 = c2 − b2 = (c − b)(c+ b), pa kako je a prost
broj, a c−b < c+b (b i c su prirodni brojevi), to je c−b = 1 i c+b = a2.
Iz ovih jednakosti je c = b+ 1 i a2 = 2b+ 1. Kako za b = 1 i b = 2 broj
a nije prost, to je b > 3. Za b > 3 je b2 > 3b > 2b + 1, pa je a2 < b2, tj.
a < b, xto je i trebalo dokazati.

Tre�i razred , B kategorija

1. Neka je oxtar ugao romba jednak β. Kako je lopta upisana u prizmu,
to je visina prizme kao i visina romba jednaka 2R, gde je R polupreq-

nik lopte. Sada, iz definicije ugla α, zakǉuqujemo da je tgα =
2R

d
,

gde je d du�ina du�e dijagonale datog romba. Ukoliko je a stranica

romba, to je d = 2a cos
β

2
i a sinβ = 2R. Sada je

tgα =
a sinβ

2a cos β
2

= sin
β

2
,

odnosno β = 2arcsin (tgα).
(Tangenta 62, str. 37, Pismeni zadaci)

2. Prvu cifru broja mo�emo izabrati na 9 naqina. Druga cifra mo�e
biti razliqita od prve cifre ili jednaka prvoj cifri. U sluqaju da
je druga cifra razliqita od prve mo�emo je izabrati na 9 naqina.
Tada za tre�u i qetvrtu cifru mo�emo odabrate jednu od cifara
koje se nalaze na prvom i drugom mestu, pa je ukupan broj brojeva
u ovom sluqaju jednak 9 · 9 · 2 · 2. Razmotrimo sada sluqaj kada je
druga cifra jednaka prvoj. Sliqnim razmatraǌem kao u prethodnom
sluqaju zakǉuqujemo da postoji 9 ·9 ·2 brojeva kod kojih je tre�a cifra
razliqita od prve dve. Na kraju, ukoliko su prve tri cifre jednake
qetvrtu mo�emo odabrati na 10 naqina, pa je broj ovakvih brojeva
jednak 9 ·9. Dakle, tra�eni broj je jednak 9 ·9 ·2 ·2+9 ·9 ·2+9 ·10 = 576.
(Tangenta 56, str. 24, Pismeni zadaci)

3. Data nejednaqina definisana je za brojeve x ∈ [2,∞). Kako za svako
x > 2 va�i

√

x2 − 3 +
√
x− 2 + x >

√

22 − 3 + 0 + 2 = 3,

a x = 2 nije rexeǌe date nejednaqine, to su rexeǌa elementi skupa
(2,∞).
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4. Oblast definisanosti za polaznu jednaqinu je skup [−1, 1]. Kako

za svako x ∈ [−1, 1] va�i arcsinx + arccosx =
π

2
, to je data jednaqina

ekvivalentna sa

4x arcsin x + 4x(
π
2
−arcsin x) = 2

2+πx
2 .

Ukoliko ovu jednaqinu pomno�imo sa 4x arcsin x, dobijamo ekvivalentnu
jednaqinu

(4x arcsinx)2 + 4
πx
2 − 2

2+πx
2 · 4x arcsin x = (4x arcsin x − 2

πx
2 )2 = 0.

Dakle, rexeǌa polazne jednaqine su rexeǌa jednaqine 4x arcsinx−2 πx
2 =

0. Ova jednaqina je ekvivalentna sa 2x arcsinx =
πx

2
, pa je x = 0 ili

arcsinx =
π

4
, tj. x ∈

{

0,

√
2

2

}

.

5. Neka je KL ∩ MN = {S} i
^SKC = α, ^SMA = β, ^SNL =
γ, ^LSN = ω. Neka (bez uma-
ǌeǌa opxtosti) va�e slede�i ra-
sporedi A−K−M−C i B−N−L−
C. Iz sinusnih teorema primen-
jenih na trouglove KMS i LNS

dobijamo

KS = MS
sinβ

sinα
= MS

sin(α+ ω)

sinα
,

SL = SN
sin γ

sinα
= MS

sin(α − ω)

sinα
.

Sada je

A B

C

M

N

K L
S

OK2011 3B5

KL = KS + SL = MS · 2 sinα cosω

sinα
= 2 ·MS · cosω i samim tim KL =

MN · cosω, xto je trebalo dokazati.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Iz a = log10 2 sledi
1

a
= log2 10 = log2 2 + log2 5 = 1 + log2 5. Odatle

je log2 5 =
1

a
− 1 =

1− a

a
, xto povlaqi log5 2 =

a

1− a
. Iz a = log10 2

i b = log10 3 dobijamo da je
a

b
=

log10 2

log10 3
= log3 2. Iz b = log10 3 sledi

1

b
= log3 10 = log3 2 + log3 5 =

a

b
+ log3 5. Odatle je log3 5 =

1

b
− a

b
=

1− a

b
,
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xto povlaqi log5 3 =
b

1− a
. Konaqno imamo da je log5 216 = log5(2

3 ·33) =

3(log5 2 + log5 3) = 3 · a+ b

1− a
.

2. Koordinate taqke A su rexeǌa sistema y = kx, y = x2. Kako je
k > 0, to je iz prethodnog A(k, k2). Sliqno, koordinate taqke B su

rexeǌa sistema y = −
(

k +
1

k

)

· x, y = x2. Kako je −k − 1

k
< 0, to je iz

prethodnog B
(
−k − 1

k
, k2 + 1

k2 + 2
)
. Sada je

−→
OA · −−→BA = (k, k2) ·

(

2k +
1

k
,− 1

k2
− 2

)

= 0,

xto znaqi da je ^OAB = 90◦, pa 4OAB nikad nije oxtrougli.

3. Funkcija f je neprekidna na svakom od intervala [0, 64) i (64,+∞),
pa je dovoǉno odrediti a takvo da je funkcija neprekidna u taqki 64,
tj. da je lim

x→64
f(x) = f(64) = a. Kako je

lim
x→64

√
x− 8

3
√
x− 4

= lim
x→64

( 6
√
x)3 − 8

( 6
√
x)2 − 4

= lim
x→64

( 6
√
x− 2)( 3

√
x+ 2 6

√
x+ 4)

( 6
√
x− 2)( 6

√
x+ 2)

= lim
x→64

3
√
x+ 2 6

√
x+ 4

6
√
x+ 2

= 3,

to je a = 3.
(Tangenta 62, str. 37, Pismeni zadaci)

4. Oznaqimo sa ^BAE = ϕ, AE = h, BE = y, BD = DC = x.

A

B CDE

h

y x x

ϕ

45
◦

30
◦

Iz jednakokrako–pravouglog 4AED imamo da je x+y = h. Iz polovine
jednakostraniqnog 4AEC imamo da je 2x+ y = h

√
3.

Rexavaǌem ovog sistema (po x i y) dobijamo da je x = h(
√
3 − 1) i

y = h(2−
√
3).

Odavde dobijamo da je tgϕ =
y

h
= 2 −

√
3. Kako je tg 2ϕ =

2 tgϕ

1− tg2 ϕ
=

4− 2
√
3

1− 7 + 4
√
3
=

√
3

3
, dobijamo da je 2ϕ = 30◦ odakle sledi ϕ = 15◦.

Drugo rexeǌe. Neka je M podno�je normale iz B na AC.
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A

B CDE

M

h

x x

ϕ

x x

x

45
◦

30
◦

45
◦

Trougao BCM je polovina jednakostraniqnog, a trougao BDM je je-
dnakostraniqni, pa va�i

BM = BD = DC = DM = x.

Daǉe, ugao ADM iznosi 15◦ (^ADM = ^BDM −^BDA = 60◦−45◦), pa
je trougao ADM jednakokrak, odakle je (uz gorǌe jednakosti) AM =
DM = x, tj. AM = BM . Dakle, trougao AMB jeste jednakokrako-
pravougli, pa ugao BAM iznosi 45◦. Kako je 4CEA pravougli, dobi-
jamo da je ^CAE = 90◦−30◦ = 60◦, a odatle je ^BAE = ^CAE−^BAM =
60◦ − 45◦ = 15◦.

5. Parovi najve�e i najmaǌe cifre mogu biti (9, 2), (8, 1), (7, 0).
Za ostale 4 cifre tih xestocifrenih brojeva u svakom od ova tri
sluqaja imamo po 6 mogu�nosti, pa ih mo�emo izabrati na

(
6
4

)
naqina.

Odabranih 6 razliqitih cifara mo�emo rasporediti na 6! naqina.
Od ukupnog broja ovakvih rasporeda treba oduzeti broj onih raspo-
reda koji poqiǌu cifrom 0, jer oni ne predstavǉaju xestocifrene
brojeve. Ti rasporedi se javǉaju kada je najve�a cifra 7, a najmaǌa
0, i ima ih

(
6
4

)
· 5!. Dakle, ukupan broj xestocifrenih brojeva sa

tra�enim svojstvom je

3 ·
(
6

4

)

· 6!−
(
6

4

)

· 5! = 30600.

(Tangenta 60, str. 5, M864)

REXEǋA ZADATAKA DR�AVNOG TAKMIQEǋEǋA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDǋIH XKOLA, 19.03.2011.

Prvi razred , A kategorija

1. Ustanovimo da li n-ti red piramide ostaje prazan. On je neprazan
akko postoji broj x ∈ N, x > n, takav da je

(x−n)2+(x−(n−1))2+. . .+(x−1)2+x2 = (x+1)2+(x+2)2+. . .+(x+n)2. (∗)
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Jednaqina (∗) ekvivalentna je sa (n + 1)x2 − 2x(n + (n − 1) + . . . + 1) +
12 + 22 + . . . + n2 = nx2 + 2x(n + (n − 1) + . . . + 1) + 12 + 22 + . . . + n2,

odnosno x2 − 2xn(n + 1) = 0. Rexeǌa posledǌe jednaqine su x = 0, kao
i x = 2n(n+ 1). Kako je nu�no da va�i x > n, zakǉuqujemo da n-ti red
piramide qine brojevi

n(2n+ 1), . . . , 2n(n+ 1), 2n(n+ 1) + 1, . . . , n(2n+ 3).

Da bi odredili da li se broj 2011 javǉa u nekom redu piramide, treba
utvrditi da li postoji prirodan broj n takav da va�i n(2n+1)620116
n(2n + 3). Kako za n = 31 va�i 1953 = 31 · 63 6 2011 6 31 · 65 = 2015, to
zakǉuqujemo da �e se broj 2011 na�i u 31. redu piramide.

2. Neka je E podno�je visine iz
taqke A na BC. Tada je E sre-
dixte du�i HM , pa je trougao
QHM jednakokrak i ^QMH =
^QHM . Tako�e je AO = OM ,
pa je trougao AOM jednakokrak i
^OMA = ^OAM . Kako su taqke
O, Q i M kolinearne, dobijamo
^QHM = ^OAM , tj. AO ‖ HQ.
Kako je BH ⊥ AC i ^ACN =
90◦ (AN je preqnik opisane kru-
�nice), to je BH ‖ NC. Analogno
dobijamo da je CH ‖ BN , pa
je qetvorougao HBNC paralelo-
gram. Samim tim, taqka P je
sredixte stranice BC, odakle je
OP ⊥ BC. Kako je i AH ⊥ BC,
imamo AH ‖ OP , qime je dokaz za-
vrxen.

H

O

B C

A

M N

Q

P

R

E

DR2011 1A 2

3. Dokaza�emo da brojevi oblika 10k + 1, gde je k > 2 prirodan broj,
zadovoǉavaju uslov zadatka. Zaista, za n = 10k + 1, k ∈ N, imamo da
je:

(10k + 1)2 = 102k + 2 · 10k + 1 = 1 0..0
︸︷︷︸

k−1

2 0..0
︸︷︷︸

k−1

1,

(10k + 1)3 = 103k + 3 · 102k + 3 · 10k + 1 = 1 0..0
︸︷︷︸

k−1

3 0..0
︸︷︷︸

k−1

3 0..0
︸︷︷︸

k−1

1,

(10k + 1)4 = 104k + 4 · 103k + 6 · 102k + 4 · 10k + 1 = 1 0..0
︸︷︷︸

k−1

4 0..0
︸︷︷︸

k−1

6 0..0
︸︷︷︸

k−1

4 0..0
︸︷︷︸

k−1

1,

te su brojevi n2, n3 i n4 simetriqni. Sa druge strane, za k> 2, va�i:
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(10k + 1)5 = 105k + 5 · 104k + 10 · 103k + 10 · 102k + 5 · 10k + 1

= 1 0..0
︸︷︷︸

k−1

5 0..0
︸︷︷︸

k−2

10 0..0
︸︷︷︸

k−2

10 0..0
︸︷︷︸

k−1

5 0..0
︸︷︷︸

k−1

1,

te broj n5 nije simetriqan (cifra na 2k-tom mestu sa leve strane je
1, a sa desne je 0).

4. Doka�imo da je pravougaonik dimenzija m × n mogu�e prekriti
datim figurama ako i samo ako je mn deǉivo sa 3.
Ukoliko 3 | m (odnosno 3 | n) pravougaonik se mo�e poploqati figu-
rama 3× 1 (odnosno 1× 3), qime je ovaj smer dokaza zavrxen.
Doka�imo da ukoliko je pravougaonik dimenzijam×n mogu�e poploqati
datim figurama da 3 | mn. Upiximo u poǉe i-te vrste odozdo i j-te
kolone sleva broj 2i+j−2 (mod 7), za 16 i6m, 16 j 6 n (kao na slici).
Kako je zbir brojeva pokrivenih svakom figurom deǉiv sa 7, to i zbir
svih brojeva u tablici mora biti deǉiv sa 7. Zbir svih brojeva u
tablici je jednak

m∑

i=1

n∑

j=1

2i+j−2 =

m∑

i=1

2i−1
n∑

j=1

2j−1 =

m∑

i=1

2i−1(2n − 1) = (2m − 1)(2n − 1).

Ovaj broj je deǉiv sa 7 samo ako je m ili n deǉivo sa 3, odnosno ako
3 | mn.

4 1 2 4 1 2
2 4 1 2 4 1
1 2 4 1 2 4
4 1 2 4 1 2
2 4 1 2 4 1
1 2 4 1 2 4

DR2011 1A4

Drugi razred , A kategorija

1. Kako je D na simetrali du�i
AH, to je ^DHA = ^DAH =
^BAH = 90◦−β, gde je β = ^ABC.
Kako je trougao AOC jednakokrak,
sledi ^OAC = ^OCA = 90◦ − β.
Sada je 4ADH ∼ 4AOC, pa je
AD

AH
=

AO

AC
. Daǉe, kako je ^DAO =

^HAC i iz prethodnog
AD

AO
=

AH

AC
,

to je 4ADO ∼ 4AHC.

H

O

B C

A

ED

DR2011 2A 1



51

Dakle, ^AOD = ^ACH = 90◦ − α, gde je α = ^BAC, pa iz ^OAB =
^OBA = 90◦− γ, gde je γ = ^ACB, dobijamo ^ODB = ^AOD+^OAB =
180◦−(α+γ) = β. Kako je DE ‖ BC, imamo ^ADE = β. Sada je ^ODB =
^ADE, odnosno AD je simetrala spoǉaxǌeg ugla ODE. Sliqno je
AE simetrala spoǉaxǌeg ugla OED, pa je A centar spoǉa pripisane
kru�nice 4ODE.

2. Pretpostavimo da broj n = ak . . . a1a0 zadovoǉava navedenu jed-
nakost. Razmotrimo najpre sluqaj kada nisu sve cifre broja n jed-
nake 9. Tada postoji najmaǌi indeks i, 0 6 i 6 k, takav da je ai 6= 9.
Ukoliko je i 6 3, uoqimo broj x = n + 10i. Ovaj broj je ve�i od n, a
maǌi od n+ 1001, te se nalazi u nizu brojeva n+1, . . . , n+2010. Kako
se dekadni zapis brojeva x i n razlikuje samo na poziciji i+ 1, to je
S(x) = S(n) + 1, pa su brojevi S(x) i S(n) uzajamno prosti. Kako je
leva strana polazne jednakosti deǉiva sa S(x), to je deǉiva i desna.
Me�utim, kako je (S(x), S(n)) = 1, to je i (S(x), S(n)2011) = 1, a va�i
S(x) | S(n)2011. Odavde zakǉuqujemo da je S(x) = 1, xto nije mogu�e jer
je S(x) = S(n)+ 1 > 1. Neka je sada i > 3 i neka je t = ak + . . .+ ai. Tada
je S(n) = t+ 9i, dok su brojevi S(n+1), S(n+2), . . . , S(n+2011), redom
jednaki brojevima t+1, t+1+S(1), t+1+S(2), . . . , t+1+S(2010). Zato
je proizvod svih brojeva na levoj strani polazne jednakosti maǌi od
(t + 1 + S(1999))2011 = (t + 29)2011, dok je desna ne maǌa od (t + 36)2011.
Odavde, poxto je (t + 36)2011 > (t + 29)2011, posmatrana jednakost ne
va�i.
Ostaje da razmotrimo sluqaj n = 10k − 1. Ako je k 6 3, tada zadatak
rexavamo analogno kao u sluqaju i63, posmatraǌem broja x = n+1000.
Ukoliko je pak k > 3, zadatak rexavamo analogno sa sluqajem i > 3,
stavǉaju�i t = 0.

Ovim je dokazano da ne postoji prirodan broj n za koji va�i navedena
jednakost.

3. Iz prve jednaqine je z = −x− y − v, pa zamenom u drugu dobijamo

v2 + (x+ 2y − ty)v + (y2 + tx2 + txy) = 0. (∗)

Pri tome posledǌa jednaqina ima jedinstveno rexeǌe ako i samo ako
polazni sistem ima jedinstveno rexeǌe. Jasno je (x, y, v) = (0, 0, 0)
jedno rexeǌe ove jednaqine, pa za sve (x, y) 6= (0, 0) diskriminanta
jednaqine (∗) (posmatrane po v) mora biti maǌa od nule, tj.

D = (x+2y− ty)2−4(y2+ tx2+ txy) = (1−4t)x2+2(2−3t)xy+ t(t−4)y2 < 0.

Neka je y 6= 0. Ukoliko podelimo posledǌu nejednaqinu sa y2 i uvedemo

smenu
x

y
= w dobijamo ekvivalentnu nejednaqinu

(1− 4t)w2 + 2(2− 3t)w + t(t− 4) < 0.
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Posledǌe va�i za sve w, pa su diskriminanta odgovaraju�e kvadratne
funkcije i vode�i koeficijent maǌi od nule, odnosno

1− 4t < 0, 4(2− 3t)2 − 4(1− 4t)t(t− 4) = 16(t+ 1)(t2 − 3t+ 1) < 0.

Dakle t >
1

4
, pa iz druge nejednaqine dobijamo t2 − 3t + 1 < 0. Rexa-

vaǌem odgovaraju�e kvadratne jednaqine dobijamo

t ∈
(

3−
√
5

2
,
3 +
√
5

2

)

= I.

Primetimo da je za y = 0 i t ∈ I ispuǌeno D < 0 (jer je x 6= 0), pa je
skup rexeǌa zadatka upravo interval I.

4. Doka�imo da Ali Baba ima strategiju kojom mo�e sigurno da
prona�e blago.
Pretpostavimo, za poqetak, da Ali Baba jednog jutra ima ,,dodatnu
informaciju” da se blago tog dana nalazi u pe�ini sa parnim bro-
jem. U takvoj situaciji Ali Baba najpre ulazi u pe�inu sa brojem
2010. Ukoliko blago nije u ǌoj, to znaqi da je u nekoj pe�ini sa
parnim brojem ne ve�im od 2008. Zato �e blago narednog dana biti u
pe�ini sa neparnim brojem ne ve�im od 2009. Ali Baba potom ulazi
u pe�inu sa brojem 2009. Ukoliko blago nije u toj pe�ini, onda se
nalazi u nekoj pe�ini sa neparnim brojem ne ve�im od 2007 i narednog
dana �e biti u pe�ini sa parnim brojem ne ve�im od 2008. Zato, Ali
Baba narednog dana ulazi u pe�inu sa brojem 2008, itd. Nastavǉaju�i
opisanu strategiju, ukoliko jox uvek nije pronaxao blago, Ali Baba
dolazi u situaciju da jednog dana zna da je blago u parnoj pe�ini sa
brojem ne ve�im od 2. Dakle, narednog dana Ali Baba ulazi u pe�inu
sa brojem 2 i pronalazi blago. Ovim je dokazano da pod pretpostavkom
da Ali Baba ima ,,dodatnu informaciju” mo�e prona�i blago. Ostaje
da opixemo strategiju koja obezbe�uje navedenu ,,dodatnu informa-
ciju”.
Pretpostavǉamo da prilikom svakog od narednih pokuxaja Ali Baba
nije pronaxao blago (u suprotnom dokaz je zavrxen). Ali Baba prvog
dana ulazi u pe�inu sa brojem 2. Tre�eg dana se blago mo�e na�i
u pe�ini sa brojem 2 samo ako je prvog dana bilo u pe�ini broj 4.
Me�utim, to bi znaqilo da je drugog dana u pe�ini broj 3. Zato dru-
gog dana Ali Baba ulazi u pe�inu sa brojem 3, a tre�eg u pe�inu sa
brojem 4. Ovi pokuxaju garantuju da tre�eg dana blago nije skriveno
u pe�inama sa brojevima 2 i 4. Posmatrajmo peti dan. Blago tog
dana ne mo�e biti u pe�ini broj 2, a u pe�ini broj 4 mo�e biti samo
ako je tre�eg dana bilo u pe�ini broj 6. Me�utim, onda bi se blago
qetvrtog dana nalazilo u pe�ini broj 5. Ali Baba, zato, qetvrtog i
petog dana, redom, ulazi u pe�ine sa brojevima 5 i 6. Ovako blago
petog dana sigurno nije u pe�inama sa brojevima 2, 4 i 6. Nasta-
vǉaju�i navedeni postupak (ulaze�i k-tog dana u pe�inu sa brojem
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k + 1, 1 6 k 6 2009), Ali Baba nakon 2009 dana dobija informaciju
da blago tog 2009. dana nije u pe�inama 2, 4, 6, . . . , 2008, 2010. Dakle,
nakon 2009 dana blago je u nekoj od neparnih pe�ina, te se 2010. dana
nalazi u nekoj pe�ini sa parnim brojem. Ovim Ali Baba dolazi do
,,dodatne informacije” i nadaǉe sprovodi postupak opisan u prvom
delu rexeǌa.

Tre�i razred , A kategorija

1. a) Neka je P (x) = 1+x+ . . .+x2011. Kako su brojevi a1, . . . , a2011 nule
polinoma P (x), to su nule i polinoma x2012 − 1, pa je moduo svakog od
ǌih jednak 1. Nakon stepenovaǌa sa m, ǌihov moduo �e i daǉe biti
jednak 1, odnosno, one �e ostati na jediniqnom krugu. Pretpostavimo
da svi brojevi am1 , am2 , . . . , am2011 pripadaju nekoj pravoj p. Kako prava
p mo�e da preseca jediniqni krug u najvixe dve razliqite taqke, A i
B, sledi da svaki od brojeva am1 , am2 , . . . , am2011 mora da bude jednak A

ili B. Bez gubitka opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je barem 1006
od brojeva am1 , am2 , . . . , am2011 jednako A, recimo am1 , am2 , . . . , am1006. Tada
su brojevi a1, a2, . . . , a1006 nule polinoma xm − A, pa je zato m > 1006.
Da je m = 1006 uveravamo se iz qiǌenice da su brojevi a1, a2, . . . , a2011
nule polinoma x2012− 1 = (x1006− 1)(x1006+1). Zato je svaki od brojeva
a10061 , a10062 , . . . , a10062011 jednak ili 1 ili −1, odnosno svi oni pripadaju
jednoj pravoj.
b) Neka je P (x) = 1+x+ . . .+x2010. Svaka nula polinoma P (x) nula je i
polinoma Q(x) = x2011−1. Ako je m = 2011 svi brojevi am1 , am2 , . . . , am2010
bi�e jednaki 1, pa �e i pripadati istoj pravoj (bilo kojoj koja pro-
lazi kroz 1). Pretpostavimo da je m < 2011. Sve nule polinoma P (x)
su: ω, ω2, . . . , ω2010, gde je ω = cos 2π

2011 + i sin 2π
2011 . Broj 2011 je prost,

pa su sve nule polinoma P (x) primitivni koreni jedinice reda 2011,
tj. ako je ξ proizvoǉna nula polinoma P (x), tada je ξk = 1 ako i samo
ako 2011 | k. Kao i u delu pod a) zakǉuqujemo da moraju postojati
dva, ne obavezno razliqita broja, A i B, takva da je svaki od bro-
jeva am1 , am2 , . . . , am2010 jednak jednom od ǌih. Za svaku nulu ξ polinoma
P (x), broj ξ = 1

ξ
tako�e je nula tog polinoma. Me�usobno konjugovani

brojevi se u kompleksnoj ravni nalaze simetriqno u odnosu na x-
osu, no kako su m-ti stepeni konjugovanih brojeva tako�e me�usobno
konjugovani i oni �e biti simetriqni u odnosu na x-osu. Daǉe, ako
je ξ nula polinoma P , za svako m < 2011 je ξm 6= ξ

m
. Dakle, nakon

stepenovaǌa sa m, brojevi ξm i ξ
m

ostaju razliqiti i simetriqni u
odnosu na x-osu. Zbog toga i brojevi A i B moraju biti razliqiti i
simetriqni u odnosu na x-osu, odnosno me�usobom konjugovani. Bro-
jevi A i B, budu�i da su m-ti stepeni nula polinoma Q(x) i sami su
nule tog polinoma. Neka je A = ωi, za neko i iz skupa {1, 2, . . . , 2010}.
Tada je ωmi ∈ {A,B}, odnosno ωmi = ωi ili ωmi = 1

ωi . Prvi sluqaj

daje ωi(m−1) = 1, a drugi ωi(m+1) = 1, odnosno, sledi 2011 | i(m − 1)
ili 2011 | i(m + 1). Poxto su brojevi i i m maǌi od 2011, ovo je
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mogu�e samo kada je m = 1 ili m = 2010. No u oba sluqaja va�i
{am1 , am2 , . . . , am2010} = {a1, a2, . . . , am}, pa nule nisu na istoj pravoj.
Znaqi, m = 2011 je najmaǌi tra�eni broj.

2. Za vrstu ili kolonu matrice �emo re�i da je zlatna ukoliko ne
sadr�i 3 razliqita broja iz skupa {1, 2, 3, 4}. Prvo �emo dokazati
da su u sluqaju zlatne matrice ili sve vrste zlatne ili sve kolone
zlatne.
Pretpostavimo suprotno, da i-ta vrsta i j-ta kolona nisu zlatne.
Primetimo da nijedna od susednih vrsta vrsti i ne mo�e da bude
zlatna. Sada jednostavnom indukcijom dobijamo da nijedna vrsta nije
zlatna, i analogno za kolone.
Ne umaǌuju�i opxtost, pretpostavimo da je a11 = 1 i a12 = 2. Pre-
tpostavimo da je i najmaǌi broj takav da je a1i 6∈ {1, 2} i da je a1i = 3.
Pretpostavimo da je i neparan (sluqaj kada je j paran je sliqan). Prva
vrsta izgleda ovako: 1212 . . .123 . . . . Tada mora da va�i a2,i−1 = 4
i sada mo�emo da rekonstruixemo drugu vrstu: 3434 . . .341 . . . . Po-
smatrajmo prvu kolonu i oznaqimo sa j najmaǌi indeks za koji je aj1 6∈
{1, 3}. Ako je j neparan tada mora biti a1j = 2, a ako je j paran onda je
a1j = 4. Vrsta l, za 36 l6j−1, mora da bude kopija vrste l−2. Sada su
elementi j-te vrste jednoznaqno odre�eni i dobijamo da je aj,i−1 = 1.
To nije mogu�e zbog aj−1,i = 1. Analogno se razmatra sluqaj kada je j

paran.
Oznaqimo sa A skup zlatnih matrica kojima su vrste zlatne, a sa B

skup zlatnih matrica kojima su kolone zlatne. Na osnovu formule
ukǉuqivaǌa i iskǉuqivaǌa imamo |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
Sada �emo da odredimo broj elemenata skupa A. Na

(
4
2

)
= 6 naqina

mo�emo izabrati par brojeva koji �e se pojavǉivati u neparnim
vrstama. Tada su brojevi koje se pojavǉuju u parnim vrstama je-
dnoznaqno odre�eni. Jednom kad je ovaj izbor izvrxen, par (a1j , a2j)
se mo�e izabrati na 2 naqina, xto znaqi da se prve dve kolone mogu
izabrati na 22011 naqina. Zlatna matrica je jednoznaqno odre�ena
izborom prve dve kolone i uslovom da su vrste zlatne. Prema tome
|A| = 6 · 22011. Sliqno je i |B| = 6 · 22011.
Matrice iz skupa A∩B su jednoznaqno odre�ene gorǌom podmatricom
2× 2. Dakle, |A ∩B| = 24 i |A ∪B| = 2 · 6 · 22011 − 24 = 24(22010 − 1).

3. Doka�imo prvo slede�u lemu:

Lema. Neka je p prost broj, d ∈ {1, 2, . . . , p − 1} i A =
{1d, 2d, . . . , (p − 1)d}. Ako je B skup svih onih brojeva iz A

koji daju ostatak 1 pri deǉeǌu sa p, tada je |B| = (p− 1, d).

Dokaz. Obele�imo sa g primitivni koren po modulu p. Ele-
menti skupa A po modulu p su jednaki brojevima gd,g2d, . . . ,
g(p−1)d, u nekom redosledu. Primetimo da je gid ≡ 1 (mod p)
ako i samo ako p− 1 | id, odnosno, ako i samo ako p−1

(p−1,d) | i. U

skupu {1, 2, . . . , p− 1} ima taqno (p− 1, d) brojeva deǉivih sa
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p−1
(p−1,d) , pa i u skupu A ima taqno (p− 1, d) brojeva koji daju
ostatak 1 pri deǉeǌu sa p.

Vratimo se sada na zadatak i doka�imo opxtije tvr�eǌe. Neka
je p prost broj i pretpostavimo da su brojevi 1m, 2m, . . . , (p − 1)m

raspore�eni na kru�nici u nekom redosledu a1, a2, . . . , ap−1 tako da
p | ai + ai+1 (ap = a1). Mo�emo pretpostaviti, bez gubǉeǌa opxtosti,
da je a1 = 1m. Tada je a2 ≡ −1 (mod p), a3 ≡ 1 (mod p), a4 ≡ −1 (mod p),
itd. ap−1 ≡ −1 (mod p). Sledi da je za svako i ∈ {1, 2, . . . , p − 1},
a2mi ≡ 1 (mod p). Ako je g primitivni koren po modulu p, poxto je g

jednak nekom ai, sledi da va�i g2m ≡ 1 (mod p), odnosno p − 1 | 2m.
Zato je m >

p−1
2 . Doka�imo da je za m = p−1

2 zaista mogu�e raspore-

diti brojeve na kru�nici na opisan naqin. Naime, kada je m = p−1
2 , iz

pomo�nog tvr�eǌa sledi da taqno
(
p− 1, p−1

2

)
= p−1

2 brojeva iz skupa

{1 p−1

2 , 2
p−1

2 , . . . , (p− 1)
p−1

2 } daje ostatak 1 pri deǉeǌu sa p. Zbog Male
Fermaove teoreme znamo da p | ap−1 − 1, gde je a ∈ {1, 2, . . . , p − 1},
a kako je ap−1 − 1 = (a

p−1

2 − 1)(a
p−1

2 + 1), sledi da broj a
p−1

2 daje kao
ostatak pri deǉeǌu sa p ili 1 ili −1. Drugim reqima, ostalih
p−1
2 brojeva iz skupa {1 p−1

2 , 2
p−1

2 , . . . , (p − 1)
p−1

2 } koji ne daju ostatak
1, daju ostatak −1 pri deǉeǌu sa p. Poxto jedna polovina brojeva

{1 p−1

2 , 2
p−1

2 , . . . , (p− 1)
p−1

2 } daje ostatak 1, a druga −1 pri deǉeǌu sa p,
rasporedimo ih na krugu tako da se brojevi koji daju ostatak 1 i −1
smeǌuju naizmeniqno. Na taj naqin p deli zbir svaka dva susedna, a
tra�eni najmaǌi broj je m = p−1

2 .
Kako je 2011 prost broj, u naxem sluqaju tra�eni najmaǌi broj je
m = 1005.

4. Neka je P sredina stranice
BC, a G presek du�i AE i MN .
G je na sredini du�i AE, jer je
MN sredǌa linija, a P je na sre-
dini du�i DE, zbog naqina zada-
vaǌa taqke E, pa je GP sredǌa
linija trougla ADE. Zbog toga
je GP⊥BC, pa je trougao BCG

jednakokraki, sa BG = CG. Zbog
uslova zadatka je ^BAQ = ^EAC,
a zbog jednakosti periferijskih
uglova je i ^BQA = ^ECA.

A

B
C

D

M N

E

Q

F

P

G

X Y

DR2011 3A 4

Odatle sledi 4BQA ∼ 4ECA. QM i CG su odgovaraju�e te�ixne
du�i u tim trouglovima, pa je zato ^BQM = ^ECG. Analogno je
^NQC = ^EBG, a zbog jednakosti uglova ^GBC = ^BCG sledi i
^BQM = ^CQN . Neka su X i Y preseci pravih QM i QN sa krugom
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opisanim oko 4ABC, redom. Zbog ^BQM = ^CQN sledi BX = CY ,
pa je BCY X jednakokraki trapez. Zato je XY ||MN , pa je ^QYX =
^QNM , kao uglovi sa paralelnim kracima. Ako je t tangenta na krug
opisan oko 4ABC u taqki Q, tada je ugao izme�u t i MQ jednak ^QYX,
a taj ugao je jednak sa uglom ^QNM , pa je t tako�e tangenta na krug
opisan oko 4QMN u Q. Odavde sledi da se ova dva kruga dodiruju u
taqki Q.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Ako su sve taqke ravni obojene istom bojom tvr�eǌe trivijalno
va�i.
U suprotnom postoje 2 taqke A i B koje su na rastojaǌu 2 cm koje
su obojene razliqitim bojama (ako imamo neke 2 taqke M i N koje su
obojene razliqitim bojama i na proizvoǉnom su rastojaǌu onda ih
mo�emo povezati poligonalnom linijom qiji su svi segmenti du�ine
2 cm, te �e stoga neki segment AB imati krajeve obojene razliqitim
bojama — ova situacija je prikazana na narednoj slici levo).

M

A

B N

2

2

2

2

2
2

A B
C

D

E

Bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo uzeti da je A taqka prve boje, B taqka
druge bojei i da je sredixte du�i AB, taqka C, obojena prvom bojom.
Neka su na prethodnoj slici desno taqke D i E takve da va�i

AC = CB = AD = DC = AE = EC = 1cm i DE = BD = BE =
√
3cm.

Ako bi neka od taqaka D ili E bila obojena prvom bojom onda bismo
imali jednakostraniqan trougao stranice 1 cm qija su sva temena
obojena prvom bojom (4ACD ili 4ACE). Ako to nije onda su obe
taqke D i E obojene drugom bojom, pa imamo jednakostraniqan trougao
BDE stranice

√
3 cm qija su sva temena obojena drugom bojom.

Za drugi deo zadatka �emo obojiti ravan na slede�i naqin. Za svaku

taqku M(xM , yM ) uvedimo broj k =
[
2xM√

3

]

i ako je k paran broj obojimo

tu taqku prvom bojom, a ako je neparan drugom bojom. Time smo ravan

obojili u dve trake, koje se naizmeniqno smeǌuju i koje su xirine
√
3
2 .

Poka�imo da pri ovakvom bojeǌu ne postoji jednakostraniqan trougao
UVW stranice 1 cm kod koga su sva temena obojena istom bojom.
Uoqimo teme jednakostraniqnog trougla UVW stranice 1 cm koje ima
najmaǌu x-koordinatu (neka je to U i uzmimo da je ta koordinata xU)
i neka negativan smer y-ose zaklapa sa pravom UV ugao ϕ1 i sa pravom
UW ugao ϕ2 = ϕ1 + 60◦. Tada va�i 0◦ 6 ϕ1 6 120◦.
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Ukoliko je ϕ1 6 60◦ onda je

xV = xU + 1 · sinϕ1 6 xU + 1 · sin 60◦ = xU +

√
3

2
6 xU + 1 · sinϕ2 = xW

i u tom sluqaju su taqke U i W u razliqito obojenim trakama.
Ukoliko je ϕ1 > 60◦ onda je

xV = xU + 1 · sinϕ1 > xU + 1 · sin 60◦ = xU +

√
3

2

i u tom sluqaju su taqke U i V u razliqito obojenim trakama.
Time smo pokazali da temena proizvoǉnog jednakostraniqnog trougla
UVW stranice 1 cm sa najmaǌom i najve�om x-koordinatom pripadaju
razliqito obojenim trakama, pa ne postoji jednakostraniqan trougao
stranice 1 cm kod koga su sva 3 temena obojena istom bojom.

2. Pretpostavimo, bez gubǉeǌa opxtosti, da je AB < AC. Neka je E

podno�je visine iz temena A, a F presek du�i AQ′ i BC. Doka�imo da
su 4BQE i 4Q′CF podudarni. Qetvorougao QQ′CB je jednakokraki
trapez i va�i BQ = CQ′ i ^QBE = ^Q′CF . Ugao AQD je prav,
kao ugao nad preqnikom AD, pa je qetvorougao PQEA tetivan, jer
je ^PQA = ^PEA = 90◦. Odatle sledi jednakost ^BEQ = ^PAQ.
Ugao PAQ jednak je uglu QQ′A zbog jednakosti periferijskog ugla
i ugla izme�u tangente i tetiva, a sa druge strane, uglovi QQ′A i
Q′FC jednaki su kao uglovi sa paralelnim kracima, te su i uglovi
PAQ i Q′FC jednaki. Dakle va�i ^BEQ = ^PAQ = ^Q′FC, xto sa
ve� navedenim jednakostima ostalih elemenata daje 4QEB ∼= 4Q′CF .
Neka je Y podno�je normale iz X na BC. Poxto je X na sredǌoj liniji
MN , X je sredina du�i AF , a zbog normalnosti je XY ‖ AE, xto znaqi
da je XY sredǌa linija trougla EFA, odnosno Y je sredina du�i
EF . Iz dokazane podudarnosti trouglova je BE = CF , zato je taqka
Y ujedno i sredina du�i BC. Otud je trougao BCX jednakokraki,
odnosno BX = CX.

A

BC

O

D

P

QQ′

MN X

EF Y

DR2011 4A 2
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3. Za n = 3 je a = 2. Neka je sada n > 3 i S = {i | 16 i6n, (i, n) = 1}. Za
fiksiran broj y ∈ S, skup {y ·z | z ∈ S} je redukovan sistem ostataka po
modulu n, te jednaqina y·z ≡ 1 (mod n) (po z) ima jedinstveno rexeǌe u
skupu S. Neka je S′ = {y | y ∈ S, y2 6≡ 1 (mod n)} i S′′ = {y | y ∈ S, y2 ≡ 1
(mod n)}. Kako se elementi skupa S′ mogu podeliti u parove koji su
sastavǉeni od razliqitih brojeva i qiji proizvod pri deǉeǌu sa n

daje ostatak 1, to je
∏

y∈S′ y ≡ 1 (mod n). Zato je a ≡ ∏y∈S′′ y (mod n).

Neka je n = pα1

1 ·pα2

2 ·. . .·pαk

k kanonska faktorizacija broja n. Tada y2 ≡ 1
(mod n) va�i akko za svako 1 6 i 6 k va�i pαi

i | y2 − 1 = (y − 1)(y + 1).
Otuda, kako (y− 1, y+1) | 2 i (2, pi) = 1, za svako 16 i6 k ili pαi

i | y− 1
ili pαi

i | y + 1. Dakle, n | y2 − 1 ⇐⇒ (y ≡ ±1 (mod pαi

i ), 1 6 i 6 k). Za
svaki odabir ε1, ε2, . . . , εk ∈ {−1, 1} sistem jednaqina y ≡ εi (mod pαi

i ),
16i6k, na osnovu kineske teoreme o ostacima ima jedinstveno rexeǌe
po modulu n, a time taqno jedno rexeǌe iz skupa S′′. Za konkretan
odabir ε1, ε2, . . . , εk ∈ {−1, 1} oznaqimo to rexeǌe sa yε1,ε2,...,εk . Tada je

a ≡
∏

(ε1,ε2,...,εk)∈{−1,1}k

yε1,ε2,...,εk (mod n).

Posmatrajmo posledǌi proizvod po modulu pαi

i , za fiksirano i. Taj
proizvod sadr�i ukupno 2k−1 umno�aka kod kojih je εi = −1 i ukupno
2k−1 umno�aka kod kojih je εi = 1. Proizvod svih umno�aka iz prve

grupe, po modulu pαi

i , kongruentan je sa (−1)2k−1

, dok je proizvod svih
umno�aka druge grupe kongruentan sa 1. Na osnovu ovog va�i

∏

(ε1,ε2,...,εk)∈{−1,1}k

yε1,ε2,...,εk ≡ (−1)2k−1

(mod pαi

i ), za svako 16 i6 k.

Dakle, pαi

i | a− (−1)2k−1

, 16 i6 k, odnosno n | a− (−1)2k−1

.

Odavde konaqno dobijamo da je tra�eni ostatak pri deǉeǌu broja
a brojem n jednak 1 ukoliko broj n u svojoj kanonskoj faktorizaciji
ima bar dva prosta deliteǉa, odnosno n− 1 ukoliko je broj n stepen
prostog broja.

4. Neka je ai = 2i i bi = −(2n+1−1−2i), gde je n unapred dato. Tvrdimo
da je skup {ai, bi}ni=0 bezbednosti reda n. Oqito je, pre svega, da on ima
tra�enu osobinu predstavǉivosti: ai = ai−1 + ai−1, za sve i > 1, dok
je a0 = an + bn, i bi = bi−1 + ai−1, za sve i > 1, dok je b0 = bn + bn. Sada
tra�imo najmaǌi podskup u kome je ukupan zbir elemenata jednak 0.
Imaju�i u vidu da su svi ai pozitivni a svi bi negativni, primetimo
da se u takvom podskupu sme nalaziti najvixe jedan bi: ve� je bn+bn−1

(xto su dva najmaǌa po apsolutnoj vrednosti) = −(5 · 2n−1 − 2), a tu
negativnu vrednost ne mogu nadoknaditi ni svi ai ukupno (ǌihov zbir
iznosi 2n+1− 1 = 4 · 2n−1 +1− 2 < 5 · 2n−1− 2). Dakle, tra�eni podskup
se sastoji od odre�enog bk i nekoliko ai koji u zbiru daju ǌegovu

apsolutnu vrednost. No, oqigledno je 2n+1 − 1− 2k =

n∑

i=0
i6=k

2i =

n∑

i=0
i6=k

ai, pa
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sledi da u tra�enom podskupu pored bk ima jox n elemenata ai, xto
ukupno qini n+ 1.

Prvi razred , B kategorija

1. Neka je A1C1 ∩ B1D1 = {E}. Kako je C1 sredixte luka nad CD, to
je ^C1A1C jednak polovini ugla nad tetivom CD, odnosno ^C1A1C =
^DAC

2 . Analogno je ^B1A1C = ^BAC
2 , pa je

^C1A1B1 = ^C1A1C + ^B1A1C =
1

2
· (^DAC + ^BAC) =

1

2
· ^DAB.

Analagno je ^D1B1A1 = 1
2 · ^BCD, pa je

^A1EB1 = 180◦ − ^C1A1B1 − ^D1B1A1 = 180◦ − 1

2
· (^DAB + ^BCD) .

Kako je ABCD tetivan qetvorougao, to je ^DAB+^BCD = 180◦, pa je
^A1EB1 = 90◦, xto je i trebalo dokazati.

A

B
C

D

O

A1

B1

C1

D1

DR2011 1B1

2. Neka je x proizvoǉan prirodan broj qiji je dakadni zapis x =
anan−1 . . . a2a1a0. Tada je x = 4 · 25 · anan−1 . . . a2 + a1a0, odakle zakǉuqu-
jemo da brojevi x i a1a0 imaju me�usobno jednake ostatke i pri deǉeǌu
sa 4 i pri deǉeǌu sa 25. Kako je 25 neparan broj koji se nalazi izme�u
1 i 2011, to se on javǉa u proizvodu y = 1 · 3 · 5 · . . . · 2009 · 2011, pa je
broj y deǉiv sa 25. Kako me�u neparnim brojevima od 1 do 2011 ima
taqno po 503 broja koji daju ostatke 1, odnosno 3, pri deǉeǌu sa 4,
to je y ≡ 1503 · 3503 ≡ (−1)503 ≡ −1 ≡ 3 (mod 4). Dakle, broj sastavǉen
od posledǌe dve cifre datog broja deǉiv je sa 25, a pri deǉeǌu sa 4
daje ostatak 3. Iz prve qiǌenice dobijamo da su posledǌe dve cifre
00, 25, 50 ili 75. Jedini od ovih brojeva koji pri deǉeǌu sa 4 daje
ostatak 3 je broj 75, pa je cifra desetica datog broja 7, a jedinica 5.

3. Neka je
−−→
AB = −→a i

−−→
BC =

−→
b . Tada je

−→
AF =

−→
b − −→a i

−−→
FE =

−→
b . Kako

je
−−→
BP :

−−→
PC = 1 : 1, to je

−−→
BP =

1

2
· −→b , a kako je

−−→
FQ :

−−→
QE = 1 : 1, to je
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−−→
FQ =

1

2
· −−→FE =

1

2
· −→b . Kako su A, T i P kolinearne taqke, to za neko

λ ∈ R va�i
−→
AT = λ · −→AP = λ · (−−→AB +

−−→
BP ) = λ · −→a +

λ

2
· −→b . Sa druge

strane, kako su taqke B, T i Q kolinearne, postoji realan broj µ tako

da je
−→
BT = µ · −−→BQ = µ ·

(−−→
BA+

−→
AF +

−−→
FQ
)

= µ ·
(

−−→a +
−→
b −−→a +

1

2
· −→b
)

=

−2µ · −→a +
3µ

2
· −→b . Kako je

−→
AT =

−−→
AB +

−→
BT , iz prethodnog dobijamo

λ ·−→a +
λ

2
·−→b = (1− 2µ) ·−→a +

3µ

2
·−→b . Kako su −→a i

−→
b linearno nezavisni

vektori, to je λ = 1− 2µ i
λ

2
=

3µ

2
. Rexavaǌem ovog sistema dobijamo

da je λ =
3

5
i µ =

1

5
, pa je AT : TC = 3 : 2 i BT : TQ = 1 : 4.

4. Data jednaqina je ekvivalentna sa

(1 + a+ a2)(3− 1− a− a2) · x = a5 + a4 + a3 − a2 − a− 1

(1 + a+ a2)(1− a)(2 + a) · x = (a− 1)(a2 + a+ 1)2.

Kako je 1 + a + a2 =
(
1
2 + a

)2
+ 3

4 > 0, to je posledǌa jednaqina ekvi-
valentna sa (1 − a)(2 + a) · x = (a − 1)(1 + a + a2). Sada imamo tri
sluqaja:
1◦ a = 1. Skup rexeǌa je R.
2◦ a = −2. Jednaqina nema rexeǌa.

3◦ a 6= 1, a 6= −2. Jednaqina ima jedinstveno rexeǌe x = −1 + a+ a2

a+ 2
.

(Tangenta 58, str. 13, M811)

5. Posmatrajmo prvo proizvoǉan jednakostraniqan trougao stranice
2 cm ove ravni. Barem dva ǌegova temena su iste boje, pa u ravni
postoje dve taqke iste boje na rastojaǌu 2. Neka su ovo taqke A1 i A4

i neka su obojene prvom bojom. Posmatrajmo sada pravilan xestougao
A1A2A3A4A5A6 (A1 i A4 su dijametralno suprotna temena). Ako je neko
od temena A2, A3, A5 ili A6 obojeno prvom bojom, onda ono zajedno sa
A1 i A4 qini tra�eni trougao. U suprotnom, sva temena A2, A3, A5

i A6 su obojena drugom bojom, pa trougao A2A3A5 ispuǌava uslove
zadatka.

Drugi razred , B kategorija

1. Neka je dati trougao ABC, pri qemu je ^ACB = 90◦, i neka je D

podno�je hipotenuzine visine. Tada je 4CDA ∼ 4BCA, pa je
h

b
=

a

c
.

Sada je
1

h2
=

c2

a2b2
=

a2 + b2

a2b2
=

1

b2
+

1

a2
,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 56, str. 22, Pismeni zadaci)
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2. Pretpostavimo da takvi brojevi postoje. Za x = 1, vrednost svake
od navedenih funkcija jednaka je a+ b+ c. To znaqi da grafici nave-
denih funkcija prolaze kroz istu taqku (sa koordinatama (1, a+b+c)),
xto nije sluqaj. Dakle, ovakvi brojevi ne postoje.
Drugo rexeǌe. Pretpostavimo da takvi brojevi postoje. Sa prikazanih
grafika mo�emo uoqiti da svaka kvadratna funkcija ima jednu pozi-
tivnu i jednu negativnu nulu. Otuda je proizvod svih xest pomenutih
nula negativan. Iz Vietovih formula proizvod nula datih funkcija
je, redom, c

a
, a
b
i b

c
, pa je proizvod svih xest nula c

a
· a

b
· b
c
= 1, xto

je suprotnosti sa zakǉuqkom da je ovaj proizvod negativan. Dakle,
pretpostavka nije bila taqna.

3. Oznaqimo sa S skup svih kompleksnih brojeva za koje va�i
∣
∣
∣
z+i
1+z

∣
∣
∣ = 1.

Oqigledno −1 6∈ S. Zato je z ∈ S ⇔ |z + i| = |z + 1| ⇔ |z − (−i)| =
|z − (−1)|. Otuda je S skup svih kompleksnih brojeva takvih da su
odgovaraju�e taqke u kompleksnoj ravni jednako udaǉene od taqaka
kojima odgovaraju kompleksni brojevi −i i −1. Zato skup S qine
svi kompleksni brojevi qije odgovaraju�e taqke le�e na pravoj koja
predstavǉa simetralu du�i qije su krajǌe taqke odre�ene komple-
ksnim brojevima −i i −1. Dakle, S = {x(1 + i) |x ∈ R}. Jednakost
|z2010+ iz2009+ . . .+ i2009z+ i2010| = |z2010+ z2009+ . . .+ z+1| ekvivalentna
je sa jednakox�u

∣
∣
∣
∣

z2011 − i2011

z − i

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

z2011 − 12011

z − 1

∣
∣
∣
∣
.

Prema prethodnom potrebno je i dovoǉno dokazati da za svako z ∈
S va�i |z2011 − i2011| = |z2011 − 12011|. Za dokaz posledǌe jednakosti
dovoǉno je dokazati da je taqka odre�ena brojem z2011, za z ∈ S, jednako
udaǉena od taqaka odre�enih brojevima i2011 = −i i 12011 = 1. Iz opisa
skupa S, za z ∈ S, imamo

z2011 = (x(1 + i))2011 = x2011 · (1 + i)3 · ((1 + i)4)502

= x2011 · 2(1− i) · (−4)502 = 21005 · x2011(1 − i), za neko x ∈ R.

Dakle z2011 ∈ T = {y(1 − i)|y ∈ R}. Svaka taqka odre�ena kompleksnim
brojem t ∈ T ima osobinu |t − 1| = |t − (−i)|. Otuda sledi da za svako
z ∈ S va�i jednakost |z2011 − i2011| = |z2011 − 12011|, a time i jednakost
koju je trebalo dokazati.

4. Razmotriti slede�e polo�aje belog skakaqa (ovi polo�aji ozna-
qeni su na slici):
1◦ Nalazi se na jednom od 4 ugaona poǉa. Tada on napada taqno 2
poǉa, pa se crni skakaq mo�e nalaziti na jednom od 61 poǉa.
2◦ Nalazi se na nekom od 8 poǉa koja imaju zajedniqku stranicu sa
nekim ugaonim poǉem. Tada on napada taqno 3 poǉa, pa se crni skakaq
mo�e nalaziti na jednom od 60 poǉa.
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3◦ Nalazi se na nekom od 20 poǉa koja se nalaze uz iviqne strane table
ili imaju zajedniqku stranicu sa nekim poǉem iz sluqaja 2◦, a nije
u sluqaju 1◦ ili 2◦. Tada on napada taqno 4 poǉa, pa se crni skakaq
mo�e nalaziti na jednom od 59 poǉa.
4◦ Nalazi se na nekom od 16 poǉa koja imaju zajedniqku stranicu sa
nekim poǉem kao u sluqaju 3◦, a nije u sluqaju 1◦, 2◦ ili 3◦. Tada on
napada taqno 6 poǉa, pa se crni skakaq mo�e nalaziti na jednom od
57 poǉa.
5◦ Nalazi se na nekom od preostalih 16 poǉa table. Tada on napada
taqno 8 poǉa, pa se crni skakaq mo�e nalaziti na jednom od 55 poǉa.
Iz prethodnog zakǉuqujemo da je tra�eni broj rasporeda jednak

4 · 61 + 8 · 60 + 20 · 59 + 16 · 57 + 16 · 55 = 3696.

1 2 3 3 3 3 2 1
2 3 4 4 4 4 3 2
3 4 5 5 5 5 4 3
3 4 5 5 5 5 4 3
3 4 5 5 5 5 4 3
3 4 5 5 5 5 4 3
2 3 4 4 4 4 3 2
1 2 3 3 3 3 2 1

DR2011 2B 4

5. Primetimo da je 104 − 1 = 99 · 101. Za svaki prirodan broj n va�i

104n − 1 = (104 − 1)((104)n−1 + (104)n−2 + . . .+ (104)1 + 1),

te je broj 104n − 1 deǉiv sa 99. Posmatrajmo proizvoǉan prirodan
broj koji u svom dekadnom zapisu ima 4k cifara. Tada je

x = c4kc4k−1c4k−2c4k−3c4k−4c4k−5c4k−6c4k−7 . . . . . . . . . c8c7c6c5c4c3c2c1

= 104(k−1) · c4kc4k−1c4k−2c4k−3 + . . .+ 104c8c7c6c5 + c4c3c2c1

= (104(k−1) − 1) · c4kc4k−1c4k−2c4k−3 + . . .+ (104 − 1) · c8c7c6c5
+c4kc4k−1c4k−2c4k−3 + . . .+ c8c7c6c5 + c4c3c2c1.

Odavde zakǉuqijemo da je ostatak pri deǉeǌu broja x sa 99 isti kao
i ostatak pri deǉeǌu zbira brojeva c4kc4k−1c4k−2c4k−3, . . . , c8c7c6c5,
c4c3c2c1 sa 99. Ukoliko bi upotrebili sve nalepnice, tada bi do-
bili broj koji pri deǉeǌu sa 99 daje isti ostatak kao i broj
1000+ 1001+ . . .+2010+ 2011 = 3011·1012

2 = 15389 · 99+ 55, xto je 55. Zato
se ne mogu upotrebiti sve nalepnice. Pokuxajmo da izostavimo jednu
nalepnicu. Tada, iz predhodnog zakǉuqujemo da se na toj nalepnici
mora nalaziti broj koji pri deǉeǌu sa 99 daje ostatak 55. Nalepnica
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na najmaǌim brojem koji ima ovu osobinu je ona na kojoj je zapisan
broj 1045. Konaqno dobijamo da Perica treba nalepnice da zalepi u
redosledu

2011 2010 2009 . . . 1046 1044 . . . 1001 1000.

Tre�i razred , B kategorija

1. Dovoǉno je dokazati da je 42n − 32n − 7 deǉivo sa 7 i sa 8.
Primetimo da va�i

42n − 32n − 7 ≡ 16n − 9n ≡ 2n − 2n ≡ 0 (mod 7),

kao i

42n − 32n − 7 ≡ 16n − 9n − 7 ≡ 0− 1n − 7 ≡ 0 (mod 8),

qime je dokaz u potpunosti zavrxen.
(Tangenta 58, str. 28, Pismeni zadaci)

2. Da bi koren i logaritmi bili definisani potrebno je da va�i

x2 − 1> 0, 4
√
x2−1 − 1 > 0, 4

√
x2−1 +

1

2
> 0,

xto je ekvivalentno sa |x| > 1.

Ukoliko uvedemo smenu t = 4
√
x2−1 dobijamo ekvivalentnu nejednaqinu

2 log 1
2
(t− 1)− log 1

2
(t+

1

2
)>−1,

odnosno (t − 1)2 6 2t + 1. Rexeǌe ove nejednaqine je 0 6 t 6 4, pa je

064
√
x2−164 = 41. U ovoj eksponencijalnoj nejednaqini leva strana je

uvek zadovoǉena, a desna je ekvivalentna sa
√
x2 − 16 1, tj. x2 − 16 1.

Odavde je x ∈ [−
√
2,
√
2], xto uz poqetni uslov daje da rexeǌa polazne

nejednaqine qine skup [−
√
2,−1) ∪ (1,

√
2].

3. a) Kako je P = P4ABC+P4ADC = 1
2ab·sinβ+ 1

2cd·sin δ, a iz kosinusnih
teorema AC2 = a2 + b2 − 2ab · cosβ = c2 + d2 − 2cd · cos δ, to je

a2 + b2 − c2 − d2 = 2ab · cosβ − 2cd · cos δ.

Sada imamo

16P 2 + (a2 + b2 − c2 − d2)2 = 4a2b2 + 4c2d2 − 8abcd(cosβ cos δ − sinβ sin δ)

= 4a2b2 + 4c2d2 − 8abcd cos(β + δ).

b) Neka je ^A′B′C′ = β′, ^C′D′A′ = δ′ i P ′ povrxina qetvorugla
A′B′C′D′. Kako je A′B′C′D′ tetivni qetvorougao, to je cos(β′+δ′) = −1,
pa je na osnovu formule dobijene u delu pod a)

16P ′2 = 4a2b2 + 4c2d2 + 8abcd− (a2 + b2 − c2 − d2)

= 16P 2 + 8abcd · (1 + cos(β + δ))> 16P 2.
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4. Kako se centar upisane kru�nice pravilnog xestougla poklapa
sa centrom opisane kru�nice oko ǌega, to se navedene taqke mogu
podeliti u tri para taqaka koje su simetriqne u odnosu na taqku
odre�enu brojem 0. Naspram taqke koja odgovara broju a ne mo�e biti
taqka odre�ena brojem b. Zaista, ako su taqke odre�ene brojevima a i
b dijametralno suprotne, onda je a = −b, te bi va�ilo a2 = b2, xto nije
mogu�e jer bi se bar dve od 6 navedenih taqaka poklapale. Analogno
ovom zakǉuqujemo da nikoje dve od taqaka a, b i c nisu dijametralno
suprotne. Zato su dijametralno suprotne taqke odre�ene brojevima
a, b i c (nekim redom) taqke odre�ene brojevima a2, b2 i c2. Neka su,
redom, naspram taqaka odre�enih brojevima a, b i c taqke odre�ene
brojevima x, y i z. Tada je {x, y, z} = {a2, b2, c2} i a = −x, b = −y
i c = −z. Mno�eǌem posledǌih jednakosti i korix�eǌem navedene
skupovne jednakosti, dobijamo

a · b · c = (−x) · (−y) · (−z) = −a2 · b2 · c2.

Kako su brojevi a, b i c razliqiti od nule (jer je svaki razliqit od
svog kvadrata), to je abc = −1, xto je i trebalo dokazati.

5. Doka�imo da Ali Baba ima strategiju kojom mo�e prona�i blago.

Neka Ali Baba tokom prva tri dana, redom, ulazi u pe�ine sa broje-
vima 2, 3 i 4. Ukoliko je prilikom ovih ulazaka Ali Baba pronaxao
blago, zadatak je rexen. Zato, nadaǉe, pretpostavimo da u ovim
pokuxajima blago nije prona�eno. Doka�imo da se blago tre�eg dana
nije nalazilo u pe�ini sa brojem 2. Pretpostavimo suprotno. Kako
se prvog dana nije nalazilo u pe�ini broj 2, to se tre�eg dana mo�e
na�i u toj pe�ini jedino ako je prvog dana bilo u pe�ini broj 4.
Me�utim, tada bi drugog dana blago moralo da bude u pe�ini broj
3. Kontradikcija. Ovim smo zakǉuqili da se blago tre�eg dana ne
nalazi u pe�inama sa brojevima 2 i 4, odnosno da se nalazi u nekoj od
pe�ina 1, 3 ili 5. Zato �e se qetvrtog dana blago nalaziti u pe�ini
2 ili 4. Ali Baba zato qetvrtog dana ulazi u pe�inu broj 4. Ukoliko
nije pronaxao blago, to znaqi da je blago qetvrtog dana u pe�ini broj
2. Zato �e ono petog dana biti ili u pe�ini broj 1 ili u pe�ini broj
3. Ali Baba petog dana ulazi u pe�inu sa brojem 3. Ukoliko blago
nije tu, ono je tog dana u pe�ini broj 1 i narednog (xestog) dana mora
da bude u pe�ini broj 2. Tada, xestog dana, Ali Baba ulazi u pe�inu
broj 2 i nalazi blago.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Uslov da je logaritam u drugoj jednaqini definisan je x2 +3x > 0,
odnosno x ∈ (−∞,−3) ∪ (0,+∞).
Drugu nejednaqinu mo�emo napisati u obliku x·

(
log0,5(x

2+3x)+2
)
> 0.

Dakle, potrebno je razmotriti dva sluqaja:



65

1◦ x > 0 i log0,5(x
2 + 3x) + 2 > 0. Druga nejednaqina ekvivalentna je

sa
x2 + 3x

4
< 1, qije je rexeǌe x ∈ (−4, 1). Samim tim, rexeǌe u ovom

sluqaju je x ∈ (0, 1).
2◦ x < 0 i log0,5(x

2 + 3x) + 2 < 0. Sliqno kao u prethodnom sluqaju
nalazimo da je rexeǌe x ∈ (−∞,−4).
Dakle, rexeǌe druge nejednaqine je x ∈ (−∞,−4) ∪ (0, 1).
Sre�ivaǌem izraza u prvoj nejednaqini polaznog sistema dobijamo da
je

2 log2 3− 3 log8 45

log4 75 + log0,25 3
=

log2 9− log2 45

log4 75− log4 3
=

log2
1
5

log4 25
= −1,

te je rexeǌe ove nejednaqine x > −5.
Rexeǌe datog sistema dobijamo kao presek rexeǌa odgovaraju�ih ne-
jednaqina, tj. x ∈ (−5,−4) ∪ (0, 1).

2. a) Kako je MN sredǌa linija

trougla ABC, to je MN =
BC

2
=

AC

2
= NA, pa je MN = NA = NP .

Samim tim, taqka A se nalazi na
krugu nad preqnikom MP , pa je
^MAP = 90◦.
b) Kako je ND ⊥ AP i MA ⊥ AP ,
to je MA ‖ ND.

A

B C

M
N

D

Q

P

DR2011 4B2

Daǉe, kako je N sredixte du�i MP i sredixte du�i AC, iz
prethodnog zakǉuqujemo da je ND sredǌa linija trougla MAP , a NQ

sredǌa linija trougla BAC. Samim tim je

DQ = DN +NQ =
MA

2
+

AB

2
=

BC

4
+

BC

2
=

3

4
· BC,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 62, str. 36, Pismeni zadaci)

3. Neka je x′ = x − 18, y′ = y − 2 i z′ = z. Broj rexeǌa polazne
jednaqine je tada jednak broju rexeǌa jednaqine x′ + y′ + z′ = 1991 u
skupu prirodnih brojeva.
Ovaj broj �emo odrediti na slede�i naqin. Postavimo u niz 1991
kuglica i postavimo dve pregrade izme�u kuglica. Neka je x′ broj
kuglica levo od prve pregrade, y′ broj kuglica izme�u pregrada
i z′ broj kuglica desno od druge pregrade. Primetimo da svakom
rexeǌu jednaqine odgovara neko postavǉaǌe pregrada i da razli-
qitim postavǉaǌima pregrada odgovaraju razliqita rexeǌa. Dakle,
broj rexeǌa jednak je broju razliqitih postavǉaǌa pregrada izme�u
kuglica. Kako izme�u kuglica postoji ukupno 1990 mesta, to je
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tra�eni broj jednak broju mogu�ih postavǉaǌa dve pregrade na neka
dva od 1990 mesta, tj.

(
1990
2

)
.

4. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Za n = 1 tvr�eǌe trivijalno
va�i, pa je dovoǉno dokazati da ukoliko tvr�eǌe va�i za n, da tada
va�i i za n+ 1.
Neka je zato (a+ b)n = A2 +B2, za A, B ∈ Z. Tada je

(a+ b)n+1 = (A2 +B2)(a2 + b2) = (Aa+Bb)2 + (Ab −Ba)2,

xto je i trebalo dokazati.

5. Neka su p, q, r ∈ Z nule polinoma x3+ ax− 13x+42. Prema Vietovim
pravilima je

pqr = −42
pq + qr + rp = −13.

Iz prve jednaqine mo�emo zakǉuqiti da je barem jedan od brojeva p,
q i r deǉiv sa 7, neka je to (bez umaǌeǌa opxtosti) broj r. Sada je

iz prve jednakosti |pq| =
∣
∣
∣
∣
−42

r

∣
∣
∣
∣
6 6, pa je −76−13− pq6−19. Daǉe, iz

druge jednakosti zakǉuqujemo da je r(p+ q) = −13− pq, pa je na osnovu
prethodnog −13 − pq = −7 ili −13 − pq = −14. Razmotrimo ova dva
sluqaja:
Prvi sluqaj. Imamo pq = −6, odnosno r = 7, pa iz druge jednakosti
dobijamo p + q = −1. Samim tim, po Vietovim pravilima, p i q su
koreni kvadratne jednaqine t2+ t−6 = 0, pa je {p, q} = {2,−3}, a koreni
datog polinoma su 2, −3 i 7.
Drugi sluqaj. Imamo pq = 1, odnosno r = −42, pa iz druge jednaqine

dobijamo p + q =
1

3
, xto je oqigledno nemogu�e, jer su p i q celi

brojevi.
Dakle, nule datog polinoma su 2, −3 i 7.
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