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Sazetak: U ovom radu je dokazan teorem francuskog matematicara Josepha Liouvillea, koji je genera-
lizacija formule za zbir treéih potencija prvih n prirodnih brojeva. Pri tome je koristena tzv. multiplika-
tivna indukcija, za koju se pokazalo da su njome realizovani dokazi tacéni.

1. Uvod

Matematika, posebno teorija brojeva, obiluje neocekivanim generalizacijama i zanimljivim rezultatima.
Jedan od takvih rezultata je dobro poznata teorema francuskog matematicara Josepha Liouvillea, koja se
na odredeni nac¢in moze smatrati generalizacijom formule za izra¢unavanje zbira tre¢ih potencija prvih n
prirodnih brojeva. Prije razmatranja Liouvilleovog teorema, koristit ¢emo matematicku indukeiju da bismo
dokazali nekoliko formula za izra¢unavanje zbira potencija prirodnih brojeva.

Lema 1.1. Za svako n € N vrijedi

n(n+1) (1)

142434 .. +n= 5

12422432+ .. +n?= 5 , (2)
n(n+1)71°
13+23+33+...+n3{2] : (3)
Dokaz: Dokazat ¢emo jednakost (3).
2
Zan=11imamo 13 =1 = % , to jest jednadakost vrijedi.

Pretpostavimo da je jednakost (3) tacna za n = k > 1. Koristeéi tu pretpostavku, za n = k + 1, imamo:
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k'(k;l)rﬂkqtl)?’:(kjtl)? <]12+k+1>

2 2 2
PR +ik+4: (k+1) 4(k:+2)

:[(/c+1)~(§+1+1)r’

13+23+33+...+k3+(k+1)3=[

to jest za n = k 4+ 1 jednakost vrijedi.
Konacno, iz principa potpune matematicke indukcije slijedi da je jednakost (3) ta¢na za svako n € N.
Jednakosti (1) i (2) se dokazuju analogno. Detalje ostavljamo ¢itaocu za vjezbu. O

Primjedba 1.2. Ako koristimo jednakost (1), onda se jednakost (3) moZe zapisati u obliku
B2 433+ +nd=(01+24+3+...+n) (4)
Korolar 1.1. Za svako n € N vrijede jednakosti
23 443 46+ ...+ (2n)® = 2n? - (n + 1), (5)
P+33 45+ +2n-3°+2n -1 =n?- (20n* - 1) (6)
Dokaz: 1z jednakosti (3) neposredno slijedi

23 443 46+ ..+ (2n)® =2% 13 4 2% .23 4 2% .33 4 . 4238
=28 (P 4+ 22+ 3%+ ... +n?)
=23. w
=2n?. (n+1)?
to jest jednakost (5) je tacna. Nadalje, iz (3) i (5) imamo

P43 45+ 4+ @2n—1)P=12+22+ ..+ (2n - 1>+ (2n)® — (2° +4° + 6 + ... + (2n)?)

(2%)2 ) (jn + 1)2 _ 2n2(n + 1)2

=n®[(2n+1)® —2(n+1)?]
n? - (4n* +4n+1—2n% — 4n — 2)
2n? — 1)

n2

(
(
to jest pokazali smo da vijedi jednakost (6). O

2. Multiplikativna indukcija

Napomenimo da ako smo nekako dosli do formula (1), (2), (3) i (4), onda ih mozemo dokazati uz pomo¢
matematicke indukcije. Medutim, matematicka indukcija nije dovoljna za dokazivanje nekih tvrdnji, pa se
koriste i druge metode. Jedna takva metoda je takozvana multiplikativna indukcija, pomocu koje se tvrdnja:

”Svaki prirodni broj n ima osobinu T ”

dokazuje u sljedeca cetiri koraka:
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. Dokazuje se da broj 1 i svi prosti brojevi imaju osobinu 7'

. Pretpostavlja se da prirodni broj m ima osobinu T

. Dokazuje se da za svaki prost broj p, broj mp ima osobinu 7.
. ZakljuCujemo da svaki prirodni broj n ima osobinu 7.

W N

Prije nego sto predemo na primjenu metode multiplikativne indukcije predstavljenu gore, pokazat ¢emo
da je ova vrsta zaklju¢ivanja ispravna.

Naime, u koraku 1) neka je dokazano da svi prosti brojevi imaju osobinu 7T'. Neka je p prost broj i neka
je za neki prirodni broj k, broj m iz koraka 2) oblika m = p*. Tada iz koraka 3) slijedi da broj mp = p*+!
takoder ima osobinu T'. Iz ovog i principa matematicke indukcije slijedi da sve potencije prostog broja p
imaju osobinu 7.

Neka je n = plfl . p§2 . p§3 B pffll . pft proizvoljan prirodni broj predstavljen njegovom kanonskom
notacijom. Iz prethodnog razmatranja proizlazi da broj p’fl ima osobinu 7T'. Stavimo da je m = m; = p’fl
i p = po, pa prema 3) slijedi da mp = p’flpg ima osobinu 7. Sada opet iz 3) i principa matematicke
indukcije, dobijamo da broj mo = p’f1p§2 ima osobinu 7T'. Neka je m = mq i p = ps, pa iz 3) slijedi da broj
mp = plfl p§2 ps ima osobinu 7. Ponovo primjenom koraka 3) i principa matematicke indukcije, dobijamo
da broj mgz = p’flp§2p§3 ima osobinu 7T'. Ponavljanjem prethodnog postupka ¢ — 3 puta, dobijamo da broj
n=my=phiph. . -pf‘:llpf‘ ima osobinu T

Konaéno, iz prethodnog razmatranja proizlazi da su dokazi izvedeni pravilnom primjenom multiplikativne
indukcije korektni.

3. Louivilleov teorem

U ovoj sekciji, koriste¢i multiplikativnu indukciju, dokazat ¢emo Louivilleov teorem, koji se odnosi na
broj djelitelja od djelitelja proizvoljnog prirodnog broja n.

Prije nego predemo na naredna razmatranja, navedimo da je broj djelitelja prirodnog broja n, ¢iji je
kanonski rastav n = pi'* - p5?... - pi*, odreden funkcijom

7(n) = (a1 + 1)(ag + 1)...(ax + 1).

Funkcija 7 je multiplikativna, $to znaci da ako su m i n medusobno prosti brojevi, onda vrijedi 7(mn) =
7(m)7(n). Visestruka svojstva, identiteti i nejednakosti u vezi s ovom funkcijom, kao i s drugim osnovnim
multiplikativnim funkcijama dokazane su u [2] i [3].

Teorem 3.1. (Louiville, [1]) Ako su dy = 1, da,...,d;, = n svi pozitivni prirodni djelitelji broja n, a a;,
respektivno, brojevi djelitelja brojeva d;, i = 1,2, ...k, tada je

a3+ a34ad+ .. +ap = (a1 +as+az+ ... +ap)’ (7)

Dokaz: Zan =1imamo d; = 1ia; =1, paje a} =1 = a?, to jest jednadakost (7) je tacna.
Neka je p proizvoljan prost broj. Tada su jedinstveni djelitelji broja p: d; = 11 dy = p. Zbog toga je a; = 1
i ag = 2. Sada, ako koristimo jednakost (4), dobijamo

a3 a3 =13+2%=(1+2)2 = (a1 + as)?,

tako da je teorem dokazan za sve proste brojeve.
Pretpostavimo da teorem vrijedi za neki prirodni broj m. Neka je p proizvoljan prost broj. Moguca su dva
slucaja:

e NZD(m,p)=11
e NZD(m,p) = p,
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koje ¢emo posebno razmotriti.
Neka je NZD(m,p) = 1. Akosu dy; = 11da,...,ds = m svi prirodni djelitelji broja m, a a;, respektivno,
su brojevi djelitelja brojeva d;, i = 1,2, ..., s, tada je

ai+ad+ .. +ad= (a1 +ag+ ... +ay)? (8)
a svi prirodni djelitelji broja mp su:
dl = ]-7 d27 "'7d8 =m, pdl =D, pd27 7pd8 = pm. (9)

Buduéi da je NZD(d;,p) = 1,zai=1,2,...; s, iz osobina funkcije 7(u), slijedi da je 7(d;p) = 7(d;)7(p) =
2a;, za i =1,2,...;s. Prema tome, odgovarajuéi brojevi djelitelja od djelitelja (9) broja m - p su:

a1 =1,as,...,as,2a2, ..., 20;.
Sada, ako koristimo jednakost (8), dobijamo
ad 4. a4+ (2a1) + ..+ (2a5) =9(a3 + a3+ ... +ad) =9(ay +az + ... +as)?

=(3a1 +3a2 + ... + 3as)2
=(a1 +ag + ... + a5 + 2a1 + 2as + ... + 2a,)?,

Sto znaci da je u ovom slucaju jednakost (7) tacna.
Neka je sada NZD(m,p) = p. Onda je m = m;pt, zanekot > 1, NZD(my,p) = 1, amp = mip'*l. Ako

sudy =1 ds,...,ds = my djelitelji od mq, gdje su a;, respektivno, brojevi djelitelja brojeva d;, i = 1,2, ..., s,
buduéi da je NZD(d;,p) =1, za i = 1,2, ...s, tada su djelitelji broja m = my - p* :
dy =1,ds,...,dy
p- dlap : d27 P dsv
p2'dlap2'dsa"'ap2'd87 (10)

pa iz osobina funkcije 7(u) slijedi da su odgovarajuéi brojevi djelitelji djelitelja broja m:

A1, a2, ...,0s,
2a1,2a9, ..., 2a,

3(11,30,2, ...,3as,

(t+ Dag, (t+ 1ag, ..., (t+ 1as

Zbog toga je

S S S S S S 2
dad+> (20 + 4D (D) = (Z a; + Z 2 + ... + Z(t + 1)ai>
i=1 i=1 i=1 i=1 i= i
=142+ ..+ (t+1)) (Za) (11)

Sta vise, jednakost (11) je ekvivalentna jednakosti

(B4 22 4.+ (t+1)3 Za—1+2+ A4 (t+1)) (Za)

=1
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pa ako za n =t + 1 iskoristimo jednakost (4), dobijemo

;af’ = (2 ai> : (12)

t4+1

Nadalje, kao i gore zakljucujemo da se djelitelji broja mp = mip*™ dobijaju ako brojevima (10) dodamo

brojeve
pi Ty, pttid,, ..., pt T,

za koje su, zbog osobina funkcije 7(u), odgovarajuéi brojevi djelitelji
(t+2)ay, (t +2)ag, ..., (t + 2)as

Ako sada iskoristimo jednakosti (1), (11) i (12), dobijamo
Soad D (4 Dan)*+ ) ((E+ 2)as)®
i=1 i=1 i=1
S S S 2 S
— (Z ai+ Y 20 +..+ > (t+ 1)a2—> +) ((t+2)a;)?
i=1 i=1 i=1 i=1

_(G+D6E+2) ( a.)ZH?, "
() Sa) vraya
(4 1)%(t +2)° + 4(t +2)° (Z)

4

_ ((t+2)2(t+3)>2 (;m)Z

s 2
=142+ ..+ (t+1)+ (t+2)? (Za>

Sto znaci da je i u ovom slu¢aju ta¢na jednakost (7).
Konag¢ano, po principu multipilkativne indukcije slijedi da jednakost (7) vrijedi za svaki prirodni broj n.
O
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MaTtemMaTH4YKH TaJICHT

Pucro Mamuecku
Ckomje

TEOPEMA HA JIYUBUJI

1. BOBE]

Maremarrkara, a 0COOEHO TeopHjaTa Ha OpOEBU M300MIyBa CO HEOUEKyBaHU 00O -
IITYyBaka M MHTEPCHHO pe3ynTtaTd. EfeH TakoB pe3yiaraT ¢ IO3HaTaTa TeopeMa Ha
¢panmnyckrot Matemarnyap JKozed JIyusun (Joseph Liouville), koja Ha n3Becen Haumu
MOJKe J]a ce cMeTa 3a 00OmITyBamke Ha MO3HATa GopMyIIa 3a IpecMeTyBame Ha 30UpoT
Ha TPETUTE CTEICHH Ha mpBUTe N mpupoaHu OpoesH. Ilpex na ja pasriename TeopeMa-
Ta Ha JIyWBII, KOPUCTEjKH MaTeMaTHYKa HHIAYKIHja Ke TOKaKeMe HEKOJIKY (hOpMyIH 3a
npecMeTyBambe Ha 30MPOBH Ha CTEIICHU Ha IPUPOIHH OpPOEBH.

Jlema 1. 3a cexoj n e N Baxn:
n(n+1)

1+2+3+...+n:T, 1)
2422434 .40 —n(n+1)6(2n+1) (2)
By28433 4 .40 [n(n+l)] 3)

Jlokas3. Ke ro mokaxeme paBeHCTBOTO (3).
1(1+1

3a n=1 nmame: 1° =1= [ @+ )] T.€. PABEHCTBOTO € TOYHO.

Hexka npermocraBume neka toa e Touna 3a N =K . 3a n=k+1 mobusame:

P 423188 kP (k+ D) =2 (k4 = (k+ D)2 (K +k +D)

= (k+1)?. k2+3k+4 _ (k+1)2‘§k+2)2

_ [(k+1)(;<+1+1)]2,

T.c. n3a N=K+1 paBeHCTBOTO € TOYHO.

KoHeuyHO, o NPUHIMIIOT Ha MaTeMaTHYKa HHIYKIHMja CJeIyBa JeKa PaBEHCTBOTO
(3) e Touno 3a cexoj ne N.

PagenctBasa (1) u (2) ce mokaxyBaa aHajnorHo. Jleranure TM ocraBamMe Ha 4MTaTe-
JIOT 32 BexkOa. m

3adenemka 1. Axo To UCKOpUCTHME PaBHCTBOTO (1), Toram paBeHCTBOTO (3) MOXKe
Ja ce 3aIliiie BO BUAOT

13+23+33+...+n3=(1+2+3+...+n)2. 4

Hocaennua 1. 3a cexoj N € N TouHHM ce paBeHCTBATA!
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23+43+63+...+(2n)3:2n2(n+1)2, (5)
1B +3% 458 +..+(2n-3)% +(2n-1)° =n?(2n? -1). (6)
Hoxa3. Ox paBeHCTBOTO (3) HEMOCPETHO ClleAyBa
2443168 +@n) =22 134282842833 42808
= 23(13 + 2343344 n3)
=23 HZ(Z—;DZ =2n%(n+1)?,
1.e. TouHO ¢ paBeHcTBOTO (5). [ToHaramy, ox (3) u (5) nobuBame
B+33 458+ +(@n-0)3 =+ 22+ .+ 2n-D3 + (2n)° — (22 + 43 +6° +...(2n)%)
_ @@ 50204 1)2 2 ((2n+1)% ~2(n+1)?)
=n?(4n? +4n+1-2n% —4n—-2) = n?(2n% -1),

T.€. TOYHO € PaBeHCTBOTO (6). m

2. MYJTHUIVIMKATUBHA HHAYKOUJA

Jla 3abenexxuMe Jeka ako Ha HEKOj HA4YMH cMe Jornwie 10 ¢popmynute (4) u (5), To-
rair UCTUTE MOXKEMe J1a TH JJOKa)KMe CO NOMOLI Ha MaTeMaThika HHAyKuuja. Meryroa,
MaTreMaTuykaTa MHAYKIMja He € JOBOJHA 3a JOKa)XKyBae Ha HEKOHM TBPJCHA, Ma 3aToa
ce IPUMEHYBAaT M IPYrH METONU. EJeH TakoB MeTOA € TakaHapeueHATa MYyJmunjii-
KamueHa UHOYKYuja, co Koja TBPACHETO:

Cexoj npupooen bpoj N 2o uma ceojcmeomo T .
r'0 JIOKa)XyBaMe BO CJICJJHUBE YETUPH YEKOPH:

1) HoxkaxyBame geka 6pojotT 1 u cute mpocT OPOEBHU IO UMAAT CBOjCTBOTO T .

2) TlpermocraByBamMe Jieka MPUPOJHKOT Opoj M TO MMa CBOJCTBOTO T .

3) MoxaxxyBame jieKa 3a CeKoj mpocT Opoj P OpojoT MpP ro uma cBojcTBOTO T .

4) 3aknydyBame JieKa CEKOj PUPOeH O6poj N ro uma cBojcTBOTO T .

[pen nma mpemMrHEMa Ha MPUMEHA Ha MOTOPE M3JIOKEHHOT METOJ Ha MYNTHIUIUKA-
THBHA HHIYKIIHja, K& OKaKeMe JIeka BAKBHOT HaUYMH Ha 3aKIy4yBabe ¢ KOPEKTEH.

Bo gekopot 1) njokaxkaBMe Aeka CUTe MpOCTH OPOEBU ro UMaat cBojcTBoTo T . Heka

P e mpocT 6poj ¥ Heka 3a HeKoj mpupojeH 6poj k Opojor M ox vekop 2) € 01 BUIOT

m= pk . Toram ox yexop 3) cienysa yiexa 6pojor mp = karl UCTO Taka ro MMa CBOj-

ctBoto T . OTTyKa W O NPUHIMIIOT HA MaTeMaTH4Ka WHIYKIMja CICAyBa JCKa CHTE
CTENEeHHN Ha MPOCTHOT Opoj P ro MMaaT CBOjCTBOTO T .

ky .k k k .
Hexa n=p*p,?...p 1" P;' € mpomsBosieH mpupojieH Gpoj PETCTaBeH CO HETOBHOT

. k
KaHOHHWYCH 3allucC. OH MPEeTXOAHUTE pas3rjieayBamba ClicJyBa JCKa 6p0_]OT pll o nMa
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cojctBoTo T . CraBame M=y = plkl U p=p,, na o 3) cienysa gjeka Mp = pfl P
ro uma cBojcTBoTo 1 . Cera moOBTOPHO 01 3) U NPUHILIUIIOT HA MaTeMaTUYKa UHIYKIH]ja

. kK Lk .
nobuame jieka GpojoT My = P'p,> ro uma csojctoTo T . CTaBame M=m, wu

P = ps, ma ox 3) cnedypa jaeka O6pojor Mp = pi(l p|2<2 p3 ro uma cBojctBoTo T . Cera
HOBTOPHO OJ 3) M NPHUHIMIIOT Ha MaTeMaTHyka MHAYKIHja NoOMBaMe jeka Opojor
mg = pi(l plz(2 p|§3 ro uMa cBojctoto T . [Iperxommara mocramnka ja mosropyBame t—3

IaTu ¥ gjobusame aeka 6pojor N=my = plkl plz(2 ptkif ptkt ro UMa CBOjCTBOTO T .

KOHe‘IHO, O TOpHUTE pasrjieayBamba ClICAyBa AC€Ka JOKA3UTEC pCalu3nupaHu CO Ipa-
BHWJIHA ITPUMCHA HAa MYJITUIIJINKATUBHATA I/IHZ[yK]_II/Ija CC KOPCKTHHU.

3. TEOPEMA HA JIYUBWJI
Bo oBoj men xopucTejkH ja MyJITHIUIMKaTUBHATA HHAYKIHja Ke ja JOKakeMe Teope-
Mmara Ha JlyuBuWII, Koja ce omHecyBa Ha OpOjOT Ha ACIUTENM Ha NEIHTEIMTE HA MPO-

W3BOJICH TIPHPOJICH Opoj N .

Teopema 1. Axo d; =1,d,,...,d, =N ce cuTe MO3UTUBHY JENUTEIH HA TIPUPOTHHOT

Opoj N, a & e coomBeTHO OpojoT Ha AenuTeNnuTe Ha 6pojoT d;, i=12,..k, roram
af’+a§’+...+a|f=(a1+a2+...+ak)2. (7)

Hoka3z. 3a n=1 umame oy =1 u a =1, na 3aroa af zlzalz, T.e. TOYHO € pa-

BeHCTBOTO (7).
Heka p e mpousBoineH mpoct 6poj. Toramr eqUHCTBEHH [ENUTeNHn Ha OpojoT P ce

d;=1wu d,=p, masaroa a =1 n a, =2. Cera, aKo ro HCKOPUCTHME PABEHCTBOTO
(4) nobuBame
a13 +a§ =13+2%= (1+2)2 = (a1+a2)2 ,

CO IITO TeopeMara € JOKaKaHa 3a CHTE MPOCTH OpPOEBH.

Heka npernioctaBuMe Jieka TeopeMara Baxkd 3a HEKOj IPHpojieH 0poj m. Heka p e
MIPOU3BOJICH MTPOCT Opoj. MOXKHH ce [1Ba cliy4aja,

a) NZD(m,p)=1 u

6) NZD(m, p)=p,
KOH Ke TU pa3riieiaMe OJUIEIHO.

Hexa NZD(m,p)=1. Axo d; =1d,,..,dg =m ce cure NpuUpoJHH JENUTEIH Ha

OpojoT M, a @; cooABeTHO e OpojoT Ha Aenurenute Ha Opojot dj, i=12,...,5, Toram
af+a§+...+a§’=(a1+a2+...+as)2, (8)
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a CHTe MPUPOTHH JACTUTENH Ha OpojoT Mp ce:

d; =1d,,...,dg =m, pd; = p, pd,,..., pdg = pm 9)
bunejku NZD(d;, p)=1,3a i=12,...,s, ox cBojcrBata Ha ¢yHkuujata t(U) (6poj Ha
JeNUTENN Ha mpupojeH O6poj u ), crexysa t(d;p)=t(d;)t(p)=2q, 3a i=12,..,S.
Cropen Toa, COOIBETHHUTE OpOEBH NeTUTENH Ha nenutenute (9) Ha OpojoT mp ce:

&y =lay,..,a5,28,2a,,..,285.
Cera, ako TO HCKOPHUCTHME PaBEHCTBOTO (8) mobOmBame
af +...+a§ +(2a1)3 +...+(2as)3 = 9(a13 +a§ +...+a§)
=9(a +a, +...+as)2
=(3a +3a, +...+3as)2
=( +ay+..+a5 +28 +2a, +...+2as)2,
IITO 3HAYH JICKa BO OBOj CIIy4aj paBeHCTBOTO (7) € TOYHO.

Heka NZD(m,p)=p. Toram m= mlpt , 3a Hekoj t>1, NZD(my,p)=1, a

mp = mlp”l. Axo dy =1,d,,...,dg =My ce nenmrenuTe Ha My, IPH IITO &; € COOABET-

HO OpojoT Ha jenutenute Ha Opojot dj, i=12,...,s, Toram 6unejku NZD(d;, p) =1,

3a i=12,...,s, nenmurenu Ha 6pojoT M= mlpt ce:

dy.dy,....dg,
pdq, pds,..., pdg,
p2dy, p°dy,..., pds, (10)

ptdl’ ptdz,..., Ptdy
ma o cBojcTBarta Ha GyHkmjaTa t(U) clieayBa JeKa COOABETHUTE OPOEBHU JEIUTENHN HA
JeTUTENTe Ha OpojoT M ce:
a,a,...,as,
28y,2ay,..., 245,
3a,3ad,, ..., 3ady,
(t+Da,(t+Day,..., (t+Das,

I1a 3aTO0a BaXH

ia? + i(zai)3 ot i((t+1)as)3 - (i aj + izai ot i(wl)ai)2
i=1

i=1 i=1 i=1 i=1 i:l (11)
= (14244 (E+1))2 (X ay)2.
i=1

VYinTe noeke, paBeHCTBOTO (11) € eKBUBaJIICHTHO CO PaBEHCTBOTO
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@ +2° +...+(t+1)3)ZS: al = (1+2+...+(t+1))2(ZS: a)>.

i=1 i=
Ia aKo 3a N=t+1 ro HCKOPUCTHME PaBEHCTBOTO (4), moduBame
S S
3 2
& =(2y). (12)
i=1 i=1

[Nonatamy, Kako H MOrope 3aKiydyBaMe JieKa JCITUTEINTE Ha OpojoT mp = mlthr1 ce
nobuBaat ako Ha Opoesure (1) ru ogameme 6GpoeBuTe
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3a KOW 3apajii CBojcTBara Ha GyHkuujara T(U) COOMBETHUTE OPOECBU JEIUTEIH CE
(t+2)a,(t+2)ay,...,(t+2)a; .

Cera, ako ru uckopuctume pasenctsara (1), (11) u (12) mobuBame:
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IITO 3HAYH JICKa K BO OBOj CJIy4aj paBeHCTBOTO (7) € TOUHO.
KoneuHo, o7 NpUHIMIOT Ha MYITHIDIMKaTHBHATa MHAYKIMja CIeIyBa JieKa paBeH-
ctBOTO (7) BaXku 3a CEKOj MPHUPOJICH Opoj n . m
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