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Javorina Stojanovi¢ (Beograd)

NESTO IZ TEORIJE GRUPA

Poznati su nam, vide ili manje, skupovi
brojeva: skup prirodnih brojeva, celih brojeva,
racionalnih brojeva i realnih brojeva. Znamo i
neka svojstva ovih skupova u odnosu na osnov-
ne rafunske operacije, kao i svojstva tih opera-
cija u ovim skupovima. Sada ¢emo razmatrati
neka pitanja koja se postavljaju u vezi s datim
skupom M i proizvoljnom operacijom koja je
definisana u tom skupu.

Ako su a i b ma koja dva prirodna broja,
njihov zbir a4 b takode je prirodan broj. Ovo
svojstvo skupa prirodnih brojeva, kao 3to
znamo, naziva se svojstvo zatvorenosti u odnosu na sabiranje i
izraZava:

Ako a=N i b& N, onda a+b=N.

Proizvod ma koja dva prirodna broja takode je prirodan broj.
Znaci, skup prirodnih brojeva poseduje svojstvo zatvorenosti i u odnosu
na mnoZenje; matemati¢ki:

Ako acN i BEN, onda a-be N.

Ovo je u skladu sa definicijom:

Dati skup M je zatvoren u odnosu na neku operaciju » ako je za
svako a, b iz M rezultat a = b definisan i nalazi se kao element u skupu M.

Da li je skup ¥ zatvoren u odnosu na oduzimanje? Kao 5to znamo,
oduzimanje u skupu prirodnih brojeva je definisano samo kada je
umanjenik veéi od umanjioca. U sludaju kada su aib elementi skupa N
takvi da je @a<<b razlika a— b7Z N. To zna¢i da skup N nije zatvoren u
odnosu na oduzimanje.

Skup celih brojeva C={...,—3, —2, —1, 0, 1, 2, 3,...} je za-
tvoren u odnosu na sabiranje, jer je zbir ma koja dva cela broja takode ceo
broj.

Za skup M koji je zatvoren u odnosu na neku operaciju — kaZe
se da je grupoid u odnosu na tu operaciju.
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Tako se, na primer, kaZe da je skup C grupoid u odnosu na sabi-
ranje, a da skup N nije grupoid u odnosu na oduzimanje.

Grupoid se moZe oznatiti kao ureden par (M, » ); na primer:
{N1+)1 (cll"r')r [Nt'}*

+,00123456 510123456
0[0123456 0/0000000
/1234560 110123456
202345601 200246135
3(]345601 2 30362514
4/4560123 40415263
5/!5601234 5{0531642
6/6012345 6/0654321
TI Ti

Tablicom T, definisana je operacija +, (sabiranje po modulu 7.
Prime¢ujemo da je za bilo koja dva elementa a i b iz skupa A={0, 1,
2, 3, 4, 5, 6} rezultat @ -+, b takode elemenat tog skupa. Dakle, skup
A )e grupoid u odnosu na operaciju -+ 4.

Rezultat @ +, b za svako q, b iz A odreduje se kao ostatak pri
deljenju zbira a-+ b sa 7.

‘Mada nam sabiranje po modulu 7 izgleda neobi¢no i nepoznato,
mi se s njim &sto sre¢emo, Ako je danas petak (peti dan u sedmici),
posle 6 dana ¢e biti Cetvrtak (Zetvrti dan u sedmici). Ovo se sagladava
sa s + 9 6=4.

Tablicom T3 definisana je operacija - ; (moZenje po modulu 7).

Rezultat a-, b za bilo koja dva clementa a, b& A odreduje se
kao ostatak pri deljenju proizvoda a-b sa 7.

Za svaka dva elementa a, b iz A rezultat a- ; b& A. Prema tome
skup A4 je grupoid i u odnosu na operaciju - 5.

Odrediti da li je grupoid u odnosu na mnoZenje skup: a) 4={,.., —3, -2,
—1}; b) B={svi parni brojevi}.
Odrediti da li je zatvoren u odnosu na sabiranje skup: a) M={...,6 —2, —1,

1, 2,....}: b) P={neparni brojevi vedi od 5.
U skupu §={0,1} definisane su operacije + ;i -3 sledeéim tablicama:

+2101 2101
001 0joo
1|10 101

Odrediti da li je grupoid ureden par: a) ({0, 1}, +2); b) (10,1}, -2).
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Poznato nam je da za operaciju sabiranje vaZi zakon asocijacije
koji izraZzavamo ovako:

Za svaka tri broja a, b, ¢ vati: (a+b)+c=a-+(b+c).

Za mnoZenje takode vaZi zakon asocijacije:

Za svaka tri broja a, b i ¢ vaZi: (a-b)-c=a-(b-¢).

Konstatovali smo da je (¥,+) grupoid, a sada moZemo reéi da je
(N,+) asocijativni grupoid ili polugrupa jer je operacija-+ asocijativna
u skupu M. Isto tako je i (N, -) polugrupa jer je skup N zatvoren u
odnosu na operaciju mnoZenje, a ova operacija je asocijativna u skupu
N. Skup C je takode polugrupa u odnosu na sabiranje i mnoZenje.

Skup C je polugrupa u odnosu na sabiranje jer su istinita oba
iskaza:

I Skup C je grupoid u odnosu na operaciju +.

II Operacija + je asocijativna u skupu C.

Iz istih razloga je skup C polugrupa i u odnosu na mnoZenje.

Skup celih brojeva je grupoid prema operaciji—ali nije polu-
grupa, jer ova operacija nije asocijativna:

(@=b)—c#a—(b—o).

Dati skup M je polugrupa u odnosu na operaciju = , tj. krace
(M, = ) je polugrupa, ako vaZi:

I Skup M je grupoid u odnosu na operaciju ».

Il Operacija « je asocijativna u skupu M.

Da li je skup B={svi racionalni brojevi izuzev 0} polugrupa prema operaciji
deljenje?

Odrediti da li je skup S={0,1} polugrupa: a) u odnosu na operaciju +z:
b) u odnosu na operaciju - 3.

U vezi sa skupom C i operacijom -+ setimo se sledeceg:

III Skup C sadrZi (elemenat) broj 0 koji je neutralan u odnosu
na operaciju +. To zna¢i da za svaki broj a=C va#i: a+0=0+a=a.

IV Za svaki broj a<=C postoji njemu suprotan (iznverzan) broj
—a=C takav da je: a+(—a)=0.

PoSto su istiniti iskazi od 1 do IV, kaZe se da skup C &ini grupu
u odnosu na operaciju +.

U skupu C operacija + ima svojstvo komutacije, tj. za svaka dva
broja a, b& C vaZi a+b=b+a.
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Zbog toga se kaZe da skup C &ini komutativnu grupu u odnosu na
operaciju .

Dati skup M &ini grupu u odnosu na operaciju » [kraée (M, + ) je
grupa] ako su ispunjeni sledec¢i zahtevi:

Skup M je polugrupa u odnosu na operaciju # (ispunjeni su zahtevi
I 1 II iz definicije polugrupe).

IIT U skupu M postoji jedan i samo jedan element n takav da
zasvakoac= M vali:a»n—=n s a=a.

Elemenat n se naziva neutralni (identi¢ni) element u odnosu na
operaciju =.

IV U skupu M svakom elementu a odgovara jedan i samo jedan
element a' takav da je: a+a'=a’ s a=n.

Element a’ naziva se inverzijom od a.

Grupa (M, ») je komutativna ako operacija # ima svojstvo komu-
tacije u skupu M, tj. ako za svako a, b= M vaZi: a« b=b » a.
. Tablica Ty definiSe operaciju @ (meSanje) u skupu
@lav  T={a, v}, gde je a alkohol a v — voda. Odrediti da li skup
alaa {a, v} &ni grupu u odnosu na operaciju @.
"!‘”f' I Skup T je zatvoren u odnosu na operaciju @& jer se

T, kao rezultat mesanja uvek dobija element iz T.

I Operacija @ je asocijativna u skupu 7T"; na primer:
(@a@v)Da=a@(v@a).

Il Skup T sadrZi neutralan element u odnosu na operaciju
@; to je v.

IV Element a nema sebi inverzan element u odnosu na operaciju
@ ; ne postoji element iz T koji bi meSanjem sa akloholom dao vodu.

Posto IV uslov nije ispunjen, skup {a, v} nije grupa u odnosu na
operaciju (®.

Da li je skup A={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} grupa u odnosu na operaciju

+17
I Skup A je, kao Sto smo ve¢ konstatovali, grupoid u odnosu na+- .

II Operacija 47 ima svojstvo asocijacije u skupu A; na primer:
(54 96)+14=5+17(6+4).

Sli¢no vaZi i za ostale slucajeve.

IIT U skupu 4 postoji neutralan element u odnosu na operaciju
+1, a to je broj 0.
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IV U skupu A svakom elementu @ odgovara inverzan element a’
takav da je: @+ qa =a' +7a=0.

Ovo se lako zaklju€uje na osnovu tablice, jer u svakom horizon-
talnom i svakom vertikalnom redu postoji element 0. Da bismo, na
primer, odredili element inverzan broju 4 dovoljno je da u horizontalnom
redu koji poéinje brojem 4 pronadenmo broj 0 i da onda progitamo kojim
brojem poéinje vertikalan red koji sadrZi (taj) broj 0. Tako zaklju¢ujemo
da je izverzija od 4 broj 3 (vidi tablicu T).

Na osnovu ovoga moZemo reci da skup A &ini grupu u odnosu na
operaciju -+ 1.

Primetimo jos da je operacija + 7 komutativha u skupu A4; za
svako a, b- A vaki: at1b=b+1a.

Ovo s2 lako zapaZa na osnovu toga $to je tablica T simetriéna u
odnosu na njenu glavnu dijagonalu (onu koja povezuje levi gornji ugao
sa desnim donjim uglom tablice).

Prema tome, skup A &ini komutativnu (Abelovu) grupu u odnosu
na operaciju +17.

Odrediti zasto nije grupaz a) (0, 1, 2, 3,.. . +): BM(N: -)

Sacini tablicu i pokai da skup |1, 3, 7, 9} ¢ini komutativau grupu u odnosu na
operaiciju «,, (mnokenje po modulu 10). Rezultat a-,, b odreduje s¢ kao ostatak pri
deljenju proizvoda a-b sa 10.

Pokazali smo da je skup € komutativna grupa u odnosu na ope-
raciju +- i da je polugrupa u odnosu na operaciju - .

Poznato nam je da su ove dve operacije povezane zakonom dis-
tribucije mnoZenja prema sabiranju, Koji izrazavamo:

Za svaka tri broja a, b i ¢ vaZi: a (b--c)=ah + ac.

Na osnovu svega ovoga kaZe se da skup C Cini prsten ili kolo
u odnosu na operacije + i -; krace: uredena trojka (C, +, -) Je prsten
ili kolo.

Dati skup M ¢&ini prsten ili kolo u odnosu na operacije = i )
[(M, +, ©)) je prsten] ako vaZe sledeca tvrdenja:

I Skup M je komutativna (Abelova) grupa u odnosu na operaciju .

I1 Skup M je polugrupa u odnosu na operaciju &).

1 U skupu M operacija © je distributivna prema operaciji .
O redosledu operacija treba voditi ratuna.

Da li je, (C, -, +) prsten?
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I (C, -) nije grupa (nema inverzni element) pa samim tim nije ni
komutativna grupa.
I11 Operacija + nije distributativna u odnosu na operaciju -, tj.
a+(b-c)#(a+b)-(a+c).
Prema tome uredena trojka (C, -, +) nije kolo.
Da li je skup A={0,1, 2, 3, 4, 5, 6} prsten u odnosu na operacije
deg 1 +9?
I Poznato je da skup A ¢ini komutativnhu grupu u odnosu na
operaciju +1.
IT Ureden par (A, -4) je grupoid. Podto se moze utvrditi da je
operacija - 7 asocijaivna znaci da je (A4, - ;) polugrupa.
11 MozZe se dokazati da je u skupu A operacija - ; distiributivna
u odnosu na + ;; na primer (5+ 76)-74=(5-74) +7(6:-74).
Kako su ispunjena sva tri tvrdenja, kaemo da uredena trojka
{{01 1, 2, 3, 4,5, ﬁ'}, +9, * 1) éini prsten.

Pokazati da je skup 5{0,1} prsten u odnosu na operacije +21i -2.

Ispitajno da li je skup racionalnih brojeva Q prsten u odnosu
na operacije + 1 -

I Skup Q je komutativna grupa u odnosu na operaciju +. Zaista:

1. Skup QO je grupoid u odnosu na operaciju +.

2. Operacija + je asocijativna u skupu Q.

3. Broj 0 je neutralan element u odnosu na operaciju +.

4. Svaki broj ¢ iz skupa Q ima sebi suprotan (inverzan) broj
(—¢q) takav da je g-+(—q)=0.

5. Operacija + je komutativna u skupu Q.

Il Skup Q je polugrupa prema operaciji mnoZenje, jer vaZi:

1. Skup Q je grupoid u odnosu na operaciju -

2. U skupu Q operacija - je asocijativna.

Il U skupu Q operacija - je distributivna prema operaciji +.

Prema tome skup racionalnih brojeva &ini prsten u odnosu na
operacije + 1 -

Ureden par (Q,.) je polugrupa; ali, da li je moZda i grupa? Ispi-
tajmo da li je ispunjen i 111i IV zahtev za grupu.

111 U skupu Q postoji neutralan (identi¢ni) element u odnosu
na operaciju mnoZenje. To je, kao $to znamo, broj 1. Dakle, za svako

qeQ, g-1=1-g=1.
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IV Postoji li za svaki broj ¢ Q memu inverzan broj ¢' takav da
e 9-9'=q -q=1?

Na prvi pogled bi se reklo da postoji, jer na primer: broju -}

.. 4 ; : ; 1
inverzan broj je 3 . broju —5 inverzan je ——;

Ali §ta je sa brojem 0? Ima li on sebi inverzan broj? Jasno je da
inverzija od 0 ne postoji, jer u tom slu€aju bi postojao broj a takav da je
a-0=0-a=1 §to, naravno, nije tatno.

Iz ovoga sledi da skup racionalnih brojeva nije grupa u odnosu na
operaciju - jer 0 nema sebi inverzan element. Medutim, ako se iz skupa
Q iskljuéi 0, onda u novom skupu { 0\0} za svaki element postoji njemu
inverzan element. Jasno je da ostali zahtevi za grupu koji su vaZnili
u skupu Q vaZe i u skupu { Q' 0}. Dakle, skup { Q\0} Cini grupu u odnosu
na operaciju -

Videli smo da je uredena trojka (Q, +, -) prsten i da je ({Q\0}, -)
grupa. Na osnovu ovoga kaZe se da skup Q €ini polje ili telo u odnosu
na operacij¢ + 1 -.

Dati skup M Eini polje ili telo u odnosu na operacije + i © [krace:
uredena trojka (M, *, ©) je polje] ako su ispunjeni sledeci zahtevi:

I Uuredena trojka (M, =, ©) je prsten.

Il Ureden par ({M\0}, ©) je grupa.

Ako pogledamo paZljivije sadrzaj ovih zahteva, onda moZemo re¢i
sledece:

Dati skup M &ini polje ili telo u odnosu na operacije =i © ako vaZi:

1. Skup M je komutativna grupa u odnosu na operaciju =,

2. Skup {M\0} je grupa u odnosu na operaciju ©.

3. U skupu M operacija & je distributivna prema operaciji .

Da li je skup A={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} polje u odnosu na operacije
+q7 1 .92

1. Skup A je komutativna grupa u odnosu na operaciju -5 (Sto
smo pokazali ranije).

2. Skup {40} &ini grupu u odnosu na operaciju - 4. Zaista:

I skup {40} je grupoid u odnosu na - 1.
IT U skupu {A\0} operacija - je asocijativna.
11 U skupu {ARO} postujljedan i samo jedan element neutralan u
odnosu na - 9 To je broj 1.
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IV U skupu {A\0} svaki element @ ima sebi inverzan element a’
takav da: a-7a'=a'-7a=1.

Tako je inverzija od 4 broj 2, jer je 4-;2=1.
3. U skupu A operacija - 7 je distributivna prema operaciji + .
Prema tome uredena trojka (A4, +4, - 1) ¢ini polje.

Pokazati da skup realnih brojeva R €ini polje u odnosu na operacije + i -.
Pokazati da je uredena trojka ({0,1}, +2, -2) polje.

CTtaTujaTa nNpB naT e 06jaBeHa BO cnucaHMeTo MatemaTuuKu
nnct Ha AM Ha Cpbunja




