
Matematiqka gimnazija u Beogradu
Dodatna nastava, xk.g. 2005/06.

Polinomske jednaqine
13.6.2006.

Naslov se odnosi na odre�ivaǌe polinoma po jednoj ili vixe promenǉivih (sa npr.
realnim ili kompleksnim koeficijentima) koji zadovoǉavaju neku datu relaciju.

Slede�i primer ilustruje neke od osnovnih metoda:

1. Odrediti polinome P za koje je 16P (x2) = P (2x)2.

• Prvi naqin: odre�ivaǌe vrednosti u pojedinim taqkama i svo�eǌe na ni�i stepen.

Ubacivaǌem x = 0 u datu relaciju dobijamo 16P (0) = P (0)2, tj. P (0) = 0 ili 16.

(i) Neka je P (0) = 0. Tada je P (x) = xQ(x) za neki polinom Q, i va�i 16x2Q(x2) =
4x2Q(2x)2 xto nakon skra�ivaǌa postaje 4Q(x2) = Q(2x)2. Sada za 4Q(x) = R(x)
imamo 16R(x2) = R(2x)2. Dakle, P (x) = 1

4xR(x), gde R zadovoǉava istu relaciju
kao P .

(ii) Neka je P (0) = 16. Ubacivaǌem P (x) = xQ(x) + 16 u datu relaciju dobijamo
4xQ(x2) = xQ(2x)2 +16Q(2x) odakle je Q(0) = 0, tj. Q(x) = xQ1(x) za neki polinom
Q1. Daǉe je x2Q1(x2) = x2Q1(2x)2 + 8Q1(2x), odakle je Q1(0) = 0, tj. i Q1 je
deǉivo sa x i Q(x) = x2Q1(x). Pretpostavimo da je xn najve�i stepen x koji
deli Q, tj. Q(x) = xnR(x), gde je R(0) 6= 0. Tada R zadovoǉava jednaqinu
4xn+1R(x2) = 22nxn+1R(2x)2 + 2n+4R(2x), tj. R(0) = 0 xto je nemogu�e. Sledi da
je Q ≡ 0 i P (x) ≡ 16.

Zakǉuqujemo da je P (x) = 16
(

1
4x
)n

za neko n ∈ N0.

• Drugi naqin: ispitivaǌe koeficijenata.

Doka�imo prvo slede�u (qesto upotrebǉavanu) lemu:

Lema. Ako je P (x)2 polinom po x2, onda je ili P (x) ili P (x)/x tako�e polinom po x2.

Dokaz. Neka je P (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a0 sa an 6= 0. Koeficijent uz x2n−1 je

2anan−1, odakle sledi an−1 = 0. Sada je koeficijent uz x2n−3 jednak 2anan−3,
odakle je i an−3 = 0, itd. Nastavǉaju�i ovakvo razmatraǌe zakǉuqujemo da je
an−2k−1 = 0 za k = 0, 1, 2, . . . , tj. P (x) = anxn + an−2x

n−2 + an−4x
n−4 + · · · .

Kako je P (x)2 = 16P (x2/4) polinom po x2, imamo P (x) = Q(x2) ili P (x) = xQ(x2).
U prvom sluqaju je 16Q(x4) = Q(4x2)2, odakle je i 16Q(x2) = Q(4x)2, a u drugom je
(na sliqan naqin) 4Q(x2) = Q(4x)2 i u oba sluqaja zakǉuqujemo da je Q(x) = R(x2)
ili Q(x) = xR(x2) za neki polinom R, tj. P (x) = xiR(x4) za neko i ∈ {0, 1, 2, 3}.
Nastavǉaju�i na isti naqin dobi�emo P (x) = xiS(x2k

) za svako k ∈ N i neko i ∈
{0, 1, . . . , 2k}. Sada je dovoǉno uzeti 2k > deg P da bi se zakǉuqilo da je S konstantno,
pa je P (x) = cxi za neko c ∈ R. Jednostavna provera daje P (x) = 16

(
1
4x
)n

za n ∈ N0.

Ve�ina zadataka ovog tipa se mo�e rexiti jednom od ove dve metode (mada ih ima koji
ne mogu). Ispitivaǌe mogu�ih nula tra�enog polinoma tako�e spada u prvu metodu.

::::::::::::::::::::
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Zadaci

1. Na�i sve polinome P za koje je P (x)2 + P ( 1
x )2 = P (x2)P ( 1

x2 ).

Rexeǌe. Po lemi iz uvodnog zadatka postoji polinom Q takav da je P (x) = Q(x2)
ili P (x) = xQ(x2). U prvom sluqaju je Q(x2)2 +Q( 1

x2 ) = Q(x4)Q( 1
x4 ), odakle je Q(x)2 +

Q( 1
x ) = Q(x2)Q( 1

x2 ) (xto je ona ista relacija koju zadovoǉava P ), a u drugom (sliqno)
xQ(x)2 + 1

xQ( 1
x )2 = Q(x2)Q( 1

x2 ), xto je nemogu�e jer leva strana ima neparan stepen,
a desna paran. Zakǉuqujemo da je P (x) = Q(x2) gde je i Q rexeǌe date polinomske
jednaqine, pa posmatraǌem rexeǌa najmaǌeg stepena zakǉuqujemo da P mora biti
konstantno.

2. Da li postoje nelinearni polinomi P i Q takvi da je P (Q(x)) = (x−1)(x−2) · · · (x−15)?

Rexeǌe. Pretpostavimo da postoje. Tada je deg P · deg Q = 15, pa je deg P = k, gde je
k ∈ {3, 5}. Ako stavimo P (x) = c(x− a1) · · · (x− ak), imamo c(Q(x)− a1) · · · (Q(x)− ak) =
(x−1)(x−2) · · · (x−15). Prema tome, koreni polinoma Q(x)−ai su razliqiti i qine skup
{1, 2, . . . , 15}. Me�utim, ovi polinomi se razlikuju samo u posledǌem koeficijentu.
Posmatraju�i parnost ostalih koeficijenata zakǉuqujemo da svaki od ǌih (a ǌih
je tri ili pet) ima jednak broj neparnih korenova. Ovo je nemogu�e jer neparnih
korenova ima ukupno 8, xto nije deǉivo ni sa 3 ni sa 5.

3. Odrediti sve polinome P za koje je P (x)2 − 2 = 2P (2x2 − 1).

Rexeǌe. Oznaqimo P (1) = a. Imamo a2 − 2a − 2 = 0. Kako je P (x) = (x − 1)P1(x) + a,
ubacivaǌem u polaznu jednaqinu i sre�ivaǌem dobijamo (x−1)P1(x)2+2aP1(x) = 4(x+
1)P1(2x2−1). Za x = 1 imamo 2aP1(1) = 8P1(1), pa zbog a 6= 4 sledi P1(1) = 0, tj. P1(x) =
(x − 1)P2(x), tj. P (x) = (x − 1)2P2(x) + a. Pretpostavimo da je P (x) = (x − 1)nQ(x) +
a, pri qemu je Q(1) 6= 0. Ubacivaǌem u polaznu relaciju i sre�ivaǌem dobijamo
(x − 1)nQ(x)2 + 2aQ(x) = 2(2x + 2)nQ(2x2 − 1), xto opet daje Q(1) = 0, kontradikcija.
Zakǉuqujemo da je P (x) = a.

4. Odrediti sve polinome P za koje je P (x)2 − 1 = 4P (x2 − 4x + 1).

Rexeǌe. Pretpostavimo da P nije konstantno. Fiksiraju�i deg P = n i upore�uju�i
polinome leve i desne strane uoqavamo da su (kakvi god bili) koeficijenti polinoma
P racionalni. S druge strane, ako podesimo x = a za koje je a = a2 − 4a + 1, a to je
a = 5±

√
21

2 , dobijamo P (a) = b, gde je b2 − 4b − 1 = 0, tj. b = 2 ±
√

5. Ovo je nemogu�e,
jer P (a) mora biti oblika p + q

√
21 za neke p, q ∈ Q jer su koeficijenti polinoma P

racionalni. Sledi da je P (x) konstanta.

5. Za koje realne vrednosti a postoji racionalna funkcija f(x) koja zadovoǉava f(x2) =
f(x)2 − a?

Rexeǌe. Napiximo f u obliku f = P/Q, gde su P i Q uzajamno prosti polinomi i
Q je moniqan. Upore�ivaǌem vode�eg koeficijenta zakǉuqujemo da je i P moniqan.
Uslov zadatka postaje P (x2)/Q(x2) = P (x)2/Q(x)2−a. Kako su i P (x2) i Q(x2) uzajamno
prosti (ako oni imaju zajedniqku nulu, imaju je i P i Q), sledi Q(x2) = Q(x)2.
Odavde je Q(x) = xn za neko n ∈ N. Sada imamo P (x2) = P (x)2 − ax2n.

Neka je P (x) = a0 + a1x + · · ·+ am−1x
m−1 + xm. Upore�ivaǌem koeficijenata P (x)2 i

P (x2) vidimo da je an−1 = · · · = a2m−n+1 = 0, a2m−n = a/2, a1 = · · · = am−1 = 0 i a0 = 1.
Odavde zakǉudhujemo da je ili a = 0, ili a = 2 i 2m− n = 0.

6. Na�i sve polinome P koji zadovoǉavaju P (x2 + 1) = P (x)2 + 1 za sve x.

Rexeǌe. Na osnovu leme iz uvodnog zadatka postoji polinom Q takav da je P (x) =
Q(x2 + 1) ili P (x) = xQ(x2 + 1). Tada je Q((x2 + 1)2 + 1) = Q(x2 + 1)2 − 1, odnosno
(x2 + 1)Q((x2 + 1)2 + 1) = x2Q(x2 + 1)2 + 1. Smena x2 + 1 = y daje Q(y2 + 1) = Q(y)2 + 1,
odnosno yQ(y2 + 1) = (y − 1)Q(y)2 + 1.
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Pretpostavimo da je yQ(y2+1) = (y−1)Q(y)2+1. Ubacivaǌem y = 1 dobijamo Q(2) = 1.
Primetimo da, ako je Q(a) = 1, onda je aQ(a2 + 1) = (a − 1) + 1 pa je i Q(a2 + 1) = 1.
Ovako dobijamo beskonaqan niz (an) taqaka u kojima Q uzima vrednost 1, dat sa
a0 = 2 i an+1 = a2

n + 1. Zakǉuqujemo da je Q ≡ 1.

Sada lako dolazimo do svih rexeǌa: to su polinomi oblika T (T (· · · (T (x)) · · · )), gde
je T (x) = x2 + 1.

7. Ako polinom P sa realnim koeficijentima zadovoǉava za svako x

P (cos x) = P (sinx),

dokazati da postoji polinom Q takav da je za svako x, P (x) = Q(x4 − x2).

Rexeǌe. Iz uslova lako sledi da je P (− sinx) = P (sinx), tj. P (−t) = P (t) za
beskonaqno mnogo t, pa polinomi P (x) i P (−x) moraju da se poklapaju. Dakle, P (x) =
S(x2) za neki polinom S. Sada je S(cos2 x) = S(sin2 x) za svako x, tj. S(1 − t) = S(t)
za beskonaqno mnogo vrednosti t, xto daje S(x) ≡ S(1 − x). To je ekvivalentno sa
R(x− 1

2 ) = R( 1
2−x), tj. R(y) ≡ R(−y), gde je R polinom takav da je S(x) = R(x− 1

2 ). Sada
je R(x) = T (x2) za neki polinom T , i najzad P (x) = S(x2) = R(x2− 1

2 ) = T (x4−x2 + 1
4 ) =

Q(x4 − x2) za neki polinom Q.

8. Na�i sve qetvorke polinoma (P1, P2, P3, P4) takve da, kad god prirodni brojevi x, y, z, t
zadovoǉavaju xy − zt = 1, va�i P1(x)P2(y)− P3(z)P4(t) = 1.

Rexeǌe. Oqigledno je da P1(x)P2(y) = P2(x)P1(y) za sve prirodne x, y, odakle sledi da
P2(x)/P1(x) ne zavisi od x. Dakle, P2 = cP1 za neku konstantu c. Sliqno je P4 = dP3 za
neku konstantu d. Sada imamo cP1(x)P1(y)−dP3(z)P3(t) = 1 kad god su x, y, z, t prirodni
i xy− zt = 1. Tako�e vidimo da P1(x)P1(y) zavisi samo od xy. tj. f(x) = P1(x)P1(n/x)
je isto za sve delioce x broja n. Kako je f racionalna funkcija, a broj delilaca x
mo�e biti proizvoǉno velik, sledi da je f konstantno, tj. polinom po n (u razvoju f
se ne pojavǉuje x). Lako se proverava da ovo va�i samo kada je P1 oblika P1(x) = xn

za neko n. Sliqno je P3(x) = xm za neko m i c(xy)n − d(zt)m = 1. Odavde je m = n i
c = d = 1, i najzad m = n = 1. Dakle, P1(x) = P2(x) = P3(x) = P4(x) = x.

9. Na�i sve polinome P (x) sa realnim koeficijentima koji zadovoǉavaju jednakost

P (a− b) + P (b− c) + P (c− a) = 2P (a + b + c)

za sve trojke (a, b, c) realnih brojeva takvih da je ab + bc + ca = 0. (MMO 2004.2)

Rexeǌe. Neka je P (x) = a0 + a1x + · · · + anxn. Za svako x trojka (a, b, c) = (6x, 3x,−2x)
zadovoǉava uslov ab+bc+ca = 0. Uslov po P nam daje P (3x)+P (5x)+P (−8x) = 2P (7x)
za sve x, odakle upore�ivaǌem koeficijenata dobijamo K(i) =

(
3i + 5i + (−8)i − 2 · 7i

)
= 0 kad god je ai 6= 0. Kako je K(i) negativno za neparno i i pozitivno za i = 0 i i ≥ 6,
ai = 0 je mogu�e samo za i = 2 i i = 4. Prema tome, P (x) = a2x

2 + a4x
4 za neke realne

brojeve a2, a4. Lako se proverava da svi ovakvi P (x) zadovoǉavaju tra�eni uslov.

10. (a) Ako za realan polinom P (x) va�i P (x) ≥ 0 za svako x, dokazati da postoje realni
polinomi A(x) i B(x) takvi da je P (x) = A(x)2 + B(x)2.

(b) Ako za realan polinom P (x) va�i P (x) ≥ 0 za svako x ≥ 0, dokazati da postoje
realni polinomi A(x) i B(x) takvi da je P (x) = A(x)2 + xB(x)2.

Rexeǌe. Polinom P (x) se mo�e predstaviti u obliku

P (x) = (x− a1)α1 · · · (x− ak)αk · (x2 − b1x + c1) · · · (x2 − bmx + cm), (∗)

pri qemu su ai, bj , cj realni brojevi takvi da su ai razliqiti i polinomi x2− bix+ ci

nemaju realnih nula.

Iz uslova P (x) ≥ 0 za sve x sledi da su svi αi parni, a iz uslova P (x) ≥ 0 za
sve x ≥ 0 sledi da je (∀i) αi parno ili ai < 0. Sada je lako predstaviti svaki
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od qinilaca u (∗) u obliku A2 + B2, odnosno A2 + xB2, pa je po poznatoj formuli
(a2 + γb2)(c2 + γd2) = (ac + γbd)2 + γ(ad − bc)2 ǌihov proizvod P (x) tako�e mogu�e
predstaviti u �eǉenom obliku.

11. Ako polinomi P i Q imaju bar po jedan realan koren, i

P (1 + x + Q(x)2) = Q(1 + x + P (x)2),

dokazati da je P ≡ Q.

Rexeǌe. Primetimo da postoji x = a takvo da je P (a)2 = Q(a)2. Ovo sledi iz
qiǌenice da, ako su p i q redom realni korenovi P i Q, onda je P (p)2 − Q(p)2 ≤
0 ≤ P (q)2 − Q(q)2, a P 2 − Q2 je neprekidna funkcija. Sada je P (b) = Q(b) za b =
1+ a+P (a)2. Ako pretpostavimo da je a najve�i realan broj takav da je P (a) = Q(a),
odmah dolazimo do kontradikcije.

12. Ako su P i Q moniqni polinomi takvi da je P (P (x)) = Q(Q(x)), dokazati da je P ≡ Q.

Rexeǌe. Pretpostavimo da je R = P −Q 6= 0 i da je 0 < k ≤ n− 1 stepen R(x). Tada je

P (P (x))−Q(Q(x)) = [Q(P (x))−Q(Q(x))] + R(P (x)).

Ako napixemo Q(x) = xn + · · ·+ a1x + a0, imamo Q(P (x))−Q(Q(x)) = [P (x)n −Q(x)n] +
· · · + a1[P (x) − Q(x)], pri qemu svi sabirci osim prvog imaju stepen najvixe n2 − n,
dok je prvi sabirak jednak R(x) ·

(
P (x)n−1 + P (x)n−2Q(x) + · · ·+ Q(x)n−1

)
i otuda ima

stepen n2 − n + k sa vode�im koeficijentom n. Dakle, stepen Q(P (x)) − Q(Q(x)) je
n2 − n + k. Stepen polinoma R(P (x)) je jednak kn < n2 − n + k, odakle zakǉuqujemo da
je razlika P (P (x))−Q(Q(x)) stepena n2 − n + k, xto je kontradikcija.

Ostaje sluqaj kada je R ≡ c konstantno. Tada uslov P (P (x)) = Q(Q(x)) daje Q(Q(x) +
c) = Q(Q(x))−c, pa jednakost Q(y+c) = Q(y)−c va�i za beskonaqno mnogo y, odakle je
Q(y + c) ≡ Q(y)− c xto je mogu�e samo za c = 0 (dovoǉno je uporediti koeficijente).

13. Ako postoje uzajamno prosti polinomi P,Q,R sa kompleksnim koeficijentima takvi
da je

P a + Qb + Rc = 0,

gde su a, b, c prirodni brojevi, dokazati da va�i 1
a + 1

b + 1
c > 1.

Rexeǌe. Prvo doka�imo slede�e pomo�no tvr�eǌe.

Lema. Ako su A,B i C uzajamno prosti polinomi sa A + B + C = 0, onda je stepen
svakog od polinoma A,B, C maǌi od broja razliqitih nula polinoma ABC.

Dokaz. Neka je

A(x) =
k∏

i=1

(x− pi)ai , B(x) =
l∏

i=1

(x− qi)bi , C(x) =
m∏

i=1

(x− ri)ci .

Napiximo datu jednakost kao A(x)C(x)−1 + B(x)C(x)−1 = 1 i diferencirajmo je
po x. Dobijamo

A(x)C(x)−1

(
k∑

i=1

ai

x− pi
−

m∑
i=1

ci

x− ri

)
= −B(x)C(x)−1

(
l∑

i=1

bi

x− qi
−

m∑
i=1

ci

x− ri

)
,

iz qega vidimo da se A(x)/B(x) mo�e predstaviti kao koliqnik dva polinoma
stepena ne ve�eg od k+l+m−1. Tvr�eǌe sledi iz qiǌenice da su A i B uzajamno
prosti.

Primenimo ovo tvr�eǌe na polinome P a, Qb, Rc. Svaki od adeg P , b deg Q, cdeg R je
maǌi od deg P +deg Q+deg R, odakle je 1

a > deg P
deg P+deg Q+deg R , itd. Sabiraǌem dobijamo

tra�enu nejednakost.

Posledica: Velika Fermaova teorema za polinome.
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14. Cilindar je podeǉen na mn kvadratnih poǉa sa m vertikala i n paralela. Dokaza-
ti da je mogu�e u svako poǉe dobijene table upisati po jedan realan broj, od kojih
bar jedan nije nula, tako da je svaki broj jednak zbiru svih svojih suseda (tj. onih
koji s ǌim dele jednu stranicu), ako i samo ako je za neke cele brojeve k i l

cos
2lπ

m
+ cos

kπ

n + 1
=

1
2

.

Rexeǌe. Oznaqimo sa aij broj u preseku i-te paralele i j-te vertikale. Pridru�imo
i-toj paraleli polinom pi(x) = ai1+ai2x+· · ·+aimxm−1 i definiximo p0(x) = pn+1(x) =
0. Svojstvo da je svaki broj jednak zbiru svojih suseda mo�e se zapisati kao pi(x) =
pi−1(x) + pi+1(x) + (xm−1 + x)pi(x) po modulu xm − 1, tj.

pi+1(x) = (1− x− xm−1)pi(x)− pi−1(x) (mod xm − 1).

Ovaj niz polinoma je potpuno odre�en qlanom p1(x). Brojeve aij je mogu�e upisati
na tra�eni naqin ako i samo ako se mo�e odabrati p1(x) 6= 0 tako da je pn+1(x) = 0.

Ako definixemo niz polinoma ri(x) sa r0 = 0, r1 = 1 i ri+1 = (1 − x − xm−1)ri − ri−1,
imamo pn+1(x) = rn+1(x)p1(x) (mod xm − 1). Polinom p1 6= 0 za koji je pn+1 = 0 postoji
ako i samo ako rn+1(x) i xm − 1 nisu uzajamno prosti, tj. ako i samo ako postoji ε
takav da je εm = 1 i rn+1(ε) = 0. Sada posmatrajmo niz (xi) odre�en sa x0 = 0, x1 = 1
i xi+1 = (1 − ε − εm−1)xi − xi−1. Ako oznaqimo c = 1 − ε − εm−1 i ako su u1, u2 nule

polinoma x2−cx+1, opxti qlan upravo definisanog rekurentnog niza je xi =
ui

1 − ui
2

u1 − u2

ako u1 6= u2 i xi = iui
1 ako u1 = u2. Drugi sluqaj je oqigledno nemogu�. U prvom

sluqaju (u1 6= u2) uslov xn+1 = 0 je ekvivalentan sa un+1
1 = un+1

2 , tj. sa ωn+1 = 1,
gde je u1 = u2ω, xto va�i ako i samo ako je (∃u2) u2

2ω = 1 i u2(1 + ω) = c, dakle
(1 + ω)2 = c2ω, tj.

2 + ω + ω̄ = (1− ε− ε̄)2.

Ako je sada ω = cos 2kπ
n+1 + i sin 2kπ

n+1 i ε = cos 2lπ
m + i sin 2lπ

m , gorǌa jednakost se svodi na
tra�enu.

15. Ako je dat prost broj p > 2, na�i sve prirodne brojeve n za koje postoje polinomi
P i Q sa racionalnim koeficijentima takvi da je

P (x)2 + nQ(x)2 = 1 + x + x2 + · · ·+ xp−1.

c©Duxan �uki�, Beograd 2006
(na osnovu materijala iz 2001/02)

5


