MaremaTtuuka rumuaszuja y LGeorpany
Honarua macrasa, mk.r. 2005/06.

[TomuuaOMCKE jemHauvMHE
13.6.2006.

Hacaos ce omuocu Ha oxpebuBame mMOIMHOMA O jeMHO] WM BUINE IPOMEHHUBUX (Ca HIP.
peasHUM WU KOMIUIEKCHUM KOe(PUIUjeHTUMA) KOjU 3a10BOJHABA]Y HEKY INATY DEJIAlu]y.
Cunenehu npumep miycTpyje HEKe OJ OCHOBHUX METOIA:

1. Ompemutu mosmuome P 3a koje je 16P(x2) = P(2z)2.

o [Ipsu navwun: odpehusame gpedHocmu Y nojeduUHUM MAYKAMA U C80HEmE HA HUNCU CMENeH.

Y6amusamem x = 0 y naty penamujy nobujamo 16P(0) = P(0)?, tj. P(0) =0 unu 16.

(i) Hera je P(0) = 0. Tana je P(x) = 2Q(z) 3a mexu mosmuuoMm Q, u Basku 1622Q(2?) =
422Q(2x)? mro makon ckpahuBama nocraje 4Q(z?) = Q(2x)2. Cana 3a 4Q(z) = R(z)
mramo 16R(22?) = R(22)%. Ilakne, P(z) = 12R(x), rme R 3amoBomasa ucty penanujy

1
kao P.

(ii) Hera je P(0) = 16. Yoamusamem P(x) = zQ(z) + 16 y nary pesaunujy nobujamo
42Q(z?) = 2Q(22)? +16Q(2z) omakme je Q(0) =0, 1j. Q(z) = rQ1(x) 3a HekM MOTMHOM
Q1. Hame je 22Qq1(2?) = 22Q1(22)? + 8Q1(27), omarme je Q1(0) = 0, 1j. m Q; je
nemuso ca r u Q(z) = 22Q;(x). IpermocraBumo ma je z" Hajsehm cTemeH T KOju
memn Q, tj. Q(z) = 2"R(z), rme je R(0) # 0. Tama R 3amoBo/baBa jeIHAYUHY
4"t R(2?) = 22" R(22)? 4 2" M4 R(27), Tj. R(0) = 0 mTo je memoryhe. Cuems na
je @=0u P(x) = 16.

Sakmyuyjemo na je P(x) = 16 (%x)n 3a HEKO n € N.

o /lpyeu mavun: ucnumusame xoeduyujenama.
Iorasxkumo npso caenehy (wecto ymorpeGibaBany) memy:

2 2

Jema. Axo je P(x)? nonunom no z2, onna je umu P(z) uma P(z)/x Takobe momunom no 2.

Jokaz. Heka je P(x) = apa™ + ap_12" ' + -+ +ap ca a, # 0. Koepumujent y3 22"~ ! je

2an0pn—1, Omakae caemn a,_1 = 0. Canma je koepumujeHT y3 =3 jemHaK 2a,0,_3,
omakiye je u a,_3 = 0, ura. HacraBmajyhu oBakBO pa3zmMaTpame 3aKLydyjeMo ma je
an_ok—1=03ak=0,1,2,..., 1j. P(x)=apn2" + an_20" 2+ a, 42" 4.

Kako je P(z)? = 16P(2?/4) nomuuom mo z?, mmamo P(x) = Q(z?) nmu P(z) = zQ(z?).
Y mpBoMm cayuajy je 16Q(z%) = Q(42?)?%, omakne je m 16Q(x?) = Q(4x)?, a y apyrowm je
(ma cmmuan maumn) 4Q(7?) = Q(47)% u y oba cayuaja zakmyuyjemo ma je Q(z) = R(x?)
wn Q(zr) = rR(2?) 3a mexm nommuom R, Tj. P(z) = z'R(z*) 3a mexo i € {0,1,2,3}.
Hacrasmajyhn ma nctm Haums mnobmhemo P(r) = xiS(xzk) 3a cBako k € N u Hero i €
{0,1,...,2F}. Cana je noBosmmno y3zeru 2¥ > deg P ma 6u ce 3axmyumso ma je S KOHCTAHTHO,
na je P(z) = cx’ 3a mero ¢ € R. Jemmocrasua mposepa naje P(r) = 16 (%x)n 3a n € Ny.

Behuna 3amaraka oBor Tuna ce MOKE PDENIUTH jeIHOM O OBe ABe Merole (Mala UX MMa KOju
He Mory). Mcnurusame Moryhux Hysa Tpa:kKeHOT NOJIMHOMa TakoDe cmaja y IpPBY METOLY.




Saganu

. Hahwu cBe nonunome P 3a xoje je P(z)? + P(1)? = P(2?)P(%).

z2
Peweme. Ilo memu m3 yBOIHOT 3amaTka TocToju mosimEOM (Q Takas ma je P(x) = Q(z?)

umn P(z) = 2Q(2%). Y mpeom caydajy je Q(22)? +Q(%) = Q(2")Q(Z), omakine je Q(z)? +
Q(2) = Q(z*)Q(5%) (mTo je ona ucra penanuja Kojy 3anososmasa P), a y apyrom (ciudHo)
2Q(z)? + 2Q(2)* = Q(#*)Q(55), mTo je memoryhe jep JeBa cTpaHa MMa HeIapaH CTEIEH,
a mecHa mapaH. 3akmyuyjemo ma je P(x) = Q(2?) rme je m QQ pememe mare TOJUHOMCKE
jemHavmHe, Ima MOCMATPAlmEM pellelha HajMamer CTeleHa 3akpbydyjeMo na P mopa Outu

KOHCTAHTHO.

. Ila s moctoje Henuueapru noansomu P u @ taksu na je P(Q(z)) = (z—1)(z—2) - (x—15)7

Pewemwe. IlpernocraBumo na mocroje. Tana je deg P - deg@ = 15, na je deg P = k, rue je
k€ {3,5}. Axo craBumo P(z) =c(z —ay) - (x — ag), mmamo ¢(Q(x) —ay1) -+ (Q(x) — ag) =
(xr—1)(z—2) --- (z—15). IIpema Tome, KOpeHM OMMHOMA (Q(Z)—a; CYy PA3INIUTU U YUHE CKYII
{1,2,...,15}. MebyruMm, 0BM mOMMHOME Ce PA3NMKY]y CAMO y MOCIEIEHEM KOe()UIWjeHTy.
IMocvaTpajyhu mapHOCT OCTAMMX KOeQUIMjeHATa 3aKbYUyjeMO Ia CBaKU O HBUX (a HBuX
je Tpu miu mer) uMa jemHak Opoj HemapHux Kopenosa. OBo je memoryhe jep memapHuUx
KOPEHOBa MMa YKYIHO 8, IITO HUje NEJUBO HU ca 3 HU ca .

. Onpemutu cse monuuome P 3a xoje je P(z)? — 2 =2P(22? — 1).

Pewemwe. Ozmaunmmo P(1) = a. Nmamo a? — 2a — 2 = 0. Kaxko je P(z) = (v — 1)P(z) + a,
ybanuBameM y ToJa3Hy jetHaunny u cpebusamem nobujamo (z—1)Py(z)2+2aP(7) = 4(z+
1)P;(222—1). 3a x = 1 umamo 2aP; (1) = 8Py (1), ma 360r a # 4 ciemu Py (1) =0, tj. Pi(z) =
(x — 1)Py(z), Tj. P(z) = (x — 1)2Py(x) + a. Ipernocrasumo na je P(x) = (x — 1)"Q(x) +
a, npu demy je Q(1) # 0. YbGauuBamem y mosaszny penanujy u cpebusamem mobujamo
(x — 1)"Q(x)* + 2aQ(x) = 2(2x + 2)"Q(22* — 1), mTo oner naje Q(1) = 0, xKoHTpaWKIHjA.
3akmyuyjemo na je P(x) = a.

. Onpemutu cse mosuuome P 3a koje je P(x)? — 1 = 4P(2? — 4z + 1).

Pewemwe. IlpernocraBumo na P Huje xkoucrautuo. Pukcupajyhu deg P = n u ynopebyjyhnu
[IOJIMHOME JIeBE U JeCHE CTPaHe youaBaMo Aa Cy (KaKBU ol OUiM) KOe(QUUN]eHTH IOJIUHOMA
P panmounasuu. C apyre cTpaHe, ako IOJECHMO T = a 3a Koje je a = a® —4a + 1, a To je
a= 5%7‘/5, nobujamo P(a) = b, rme je b —4b—1 =0, 1j. b =2++/5. OBo je memoryhe,
jep P(a) mopa 6utu obmuka p + ¢v/21 3a meke p,q € Q jep cy xoedunujentu mommHOMa P
pammonamauau. Caenu na je P(x) koncranTa.

. 3a Koje peasHe BPeIHOCTHU a TIOCTOjU pammoHaiHa GyHEnuja f(r) Koja 3amoBomasa f(x?) =
f(@)? ~a?

Pewewe. Hanumumo f y obaury f = P/Q, rne cy P n (Q y3ajaMHO IPOCTU IOJIMHOMU U
Q@ je monnuyan. Ynopebusamem Bomeher roepunujenra 3akpydyjeMo na je u P MOHUYAH.
Yecnos sagatka nocraje P(2?)/Q(x?) = P(2)?/Q(z)?—a. Kako cy u P(2?) u Q(x?) y3ajamuo
npoctu (aKO OHU MMajy 3ajemHWUKy HyTy, mMmajy je m P u Q), cremn Q(z?) = Q(x)%.
Omasze je Q(x) = 2™ 3a merxo n € N. Cama umamo P(2?) = P(x)? — az®".

Hexka je P(x) = ag + a1z + - + ap_12™ ! + 2™, Ymopebusamem roedumujenara P(x)? n
P(2?) Bumumo ma je an_ 1=+ = am-nt1 =0, Aom-_pn =0/2, a1 = =apyp_1 =01 ag = 1.
Opnasne 3akmpynxyjemo na je wiau ¢ =0, v a =2 u 2m —n = 0.

. Hahwu cBe mommmome P koju 3amosomasajy P(z? + 1) = P(z)? + 1 3a cse .

Pewewe. Ha ocHOBy sneMe u3 yBOIHOT 3aJaTKa MOCTOjU MOAMHOM () Takas xa je P(x) =
Q(2? +1) wm P(r) = 2Q(z? +1). Tama je Q((2%2 + 1)2 + 1) = Q(2* + 1) — 1, ommocno
(22 4+ 1)Q((z* + 1) +1) = 22Q(2? + 1) + 1. Cmena 2% +1 =y maje Q(y°> + 1) = Q(y)* + 1,
omaocuo yQ(y? +1) = (y — 1Q(y)* + 1.
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[pernocrasumo xaa je yQ(y*>+1) = (y—1)Q(y)*+1. ¥Yoanusamenm y = 1 nobujamo Q(2) = 1.
[Ipumernmo ma, ako je Q(a) = 1, onma je aQ(a? +1) = (a — 1)+ 1 ma je m Q(a? +1) = 1.
OBako mobujamo Geckonauad Hu3 (a,) Tavaka y kojuMa () y3uma BpeqHocT 1, mar ca
ap =27 anpy1 = a2 + 1. Barmyayjemo na je Q = 1.

Capna sako NOJIa3uMO IO CBUX pemema: To cy noiuHoMmu obmuka T'(T(--- (T(x))---)), rae
je T(z) = 2% + 1.

Axo monuaOM P ca peamHnM KOe(pUIMjeHTUMA 3aT0BOJbABA 32 CBAKO X
P(cosz) = P(sinx),

MOKa3aTU Ma MOCTOju MOaMHOM () Takas ma je 3a cBako x, P(z) = Q(a* — 22).

Pewewe. W3 ycamoBa nako caemu na je P(—sinz) = P(sinz), tj. P(—t) = P(t) 3a
BeckonavyHo MHOTO ¢, na noauaomu P(x) u P(—x) Mopajy ma ce noknanajy. Hakue, P(x) =
S(x?) 3a wexn mosmmom S. Cama je S(cos?z) = S(sin?x) 3a cBaxo z, 1j. S(1 —t) = S(t)
3a GecrOHAYHO MHOrO BpemHoctu t, mro gaje S(z) = S(1 —x). To je exkBuBasenTHO ca
R(z—3%) = R(3—x), 7j. R(y) = R(—y), rae je R nonunom Takas na je S(z) = R(z—1). Cana
je R(z) = T(z*) 3a nexn nomuuom T, u Hajsan P(x) = S(z?) = R(z?— §) =T(a* —2?+ ) =
Q(z* — 2?) 3a merkn mommHOM Q.

Hahu cBe uerBopre nomunoma (P, Pe, P5, Py) TakBe na, kax rox Ipupoauu 6pojesu &, y, 2, t
3azmoBosbaBajy vy — zt = 1, Basku Py (x)Pa(y) — P3(2)Py(t) = 1.

Pewemwe. Ouurnento je na Py(z)Pa(y) = Pa2(x)Pi(y) 3a cBe mpupoHe x,y, OJakjIe CIean na
Py(z)/Py(x) me 3aBucu on x. Ilakne, P, = cP; 3a Hery roHcTanty ¢. Cauuno je Py = dPs 3a
neky koucranty d. Cana mvmamo cPy(z) Py (y)—dPs(2)Ps(t) = 1 xanron cy ,y, z,t TIpUPOIHA
n zy — 2zt = 1. Tarobe sumumo na Pi(x)Pi(y) 3aBucu camo ox xy. Tj. f(x) = Pi(x)Pi(n/x)
je mcTo 3a cBe gesuone r 6poja n. Kako je f pammonasnna ¢yHrnuja, a 6poj menuiaana x
MOske OUTU IPOU3BOJLHO BENUK, CJIeAu Aa je f KOHCTAHTHO, Tj. mosauHoMm 1o n (y passojy f
ce He mojasiyje x). Jlako ce mposepasa ga 0BO Bayku caMo kKana je Py obuuka Pj(x) = z"
3a Hero n. Ciumuno je Ps(z) = 2™ 3a Hero m u c(xy)” — d(zt)™ = 1. OnaBnme je m =n u
c=d=1,nunajsanm=n=1. Harae, P(x) = P(z) = P3(z) = Py(x) = z.

Hahwu cBe nommaoMe P() ca peasHNM KOe(QUIMjeHTUMA KOJU 3aX0BOJHABA]Y jeIHAKOCT
Pla—b)+P(b—c)+ P(c—a)=2P(a+b+c¢)

3a cBe Tpojke (a,b,c) peannux GpojeBa TakBux na je ab—+ bc+ ca=0. (MMO 2004.2)

Pewewe. Heka je P(x) = ao+ a1z + -+ apa™. 3a cBako z Tpojka (a,b,c) = (6x,3x, —2x)
3a,10BOJbaBa yCI0B ab+bc+ca = 0. Ycnos mo P nam naje P(3z)+ P(bx)+ P(—8x) = 2P(Tx)
3a cBe x, onakie ynopebuBamem koepunmjenara nobujamo K (i) = (3i + 50+ (=8) -2 7i)
= 0 gan rox je a; # 0. Karo je K (i) HeraTuBHO 3a HEMAPHO ¢ U MO3UTUBHO 3a i = 0 u i > 6,
a; = 0 je moryhe camo 3a i =2 u i = 4. Ilpema Tome, P(x) = asx?® + asz* 3a Hexe peamne

6pojese ag,as. Jlako ce mposepasa ma cBu oBaksu P(r) 3a10B0O/bABAjY TPAYKEHU YCIIOB.
(a) Arxo 3a peasan noauaoMm P(z) Basku P(z) > 0 3a cBako T, ZOKa3aTu Aa IOCTOj€ DEAHN
nommaomu A(r) m B(x) Taksu ma je P(z) = A(x)? + B(x)2.

(6) Axo 3a peasan monusHoMm P(z) Baxkm P(x) > 0 3a cBako x > 0, nokaszaTu ga IOCTOje
peasau nomuromu A(x) m B(x) Taksu ma je P(x) = A(z)? + xB(z)%.

Pewewe. Tlomunaom P(x) ce Mmoke npencraButu y oGIUKY
Px)=(z—a)® - (x—ap)® - (2% —biz+c1) - (2% = bz + ), (%)

npu uemy cy a;,b;,c; peannu GpOjeBU TAKBU Na Cy a; PA3IUYUTU U MOJMHOMU T2 — b;x + ¢;
HeMajy peaJlHUX HyJa.

N3 ycnosa P(x) > 0 3a cBe x ciemu ma Cy CBU «; mapHu, a u3 ycaosa P(z) > 0 3a
cee x > 0 caemu ma je (Vi) a; mapuo mmm a; < 0. Canma je J1aKO TPENCTABUTUA CBAKA
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on umamnana y (x) y obmury A? + B2, ommocmo A? + xB?%, ma je mo mosmaToj Gopmym
(a® + vb?)(c* + vd?) = (ac + ybd)? + v(ad — be)? wuxos mpoumsson P(x) takobe moryhe
IPEeJCTABUTHU Y KeJHLEHOM OBJIUKY.

Axo nmomumomu P u Q uMajy Gap 1o jeman peajiaH KOpPeH, U
P(l+z+ Q)% =Q1+z+ P(z)?),

nokazatu ga je P = Q.

Pewemwe. Ilpumernmmo ma moctoju z = a takBo ma je P(a)? = Q(a)?’. Oso cremu u3
UMmeHnTIe a4, aKO Cy p W ¢ penoM peasru kopenosu P u @, omma je P(p)? — Q(p)? <
0 < P(g)? — Q(¢q)%, a P? — Q? je memperunna ¢ymrnuja. Cama je P(b) = Q(b) 3a b =
1+a+ P(a)?. Axo mpermoctaBumo na je a Hajsehum peanan 6poj takas ma je P(a) = Q(a),
OIMaxX IOJA3UMO IO KOHTPAIUKI]E.

Axko cy P u @ monuunu noauaomu Taksu na je P(P(xz)) = Q(Q(x)), nokasaru na je P = Q.
Pewewe. Tpernocrasumo na je R=P—Q #0u na je 0 <k <n—1 crenen R(z). Tana je

P(P(z)) - Q(Q(2)) = [Q(P(2)) — Q(Q(x))] + R(P(x)).

Axko mamumemo Q(x) = 2" + -+ + a1x + ag, mmamo Q(P(x)) — Q(Q(x)) = [P(z)" — Q(z)"] +
-+ a1[P(x) — Q(x)], mpum yemy cBU cabupmu OCHM TPBOT MMajy CTENeH HajBuie n’ — n,
IOK je npBu cabupak jennax R(z)- (P(z)" '+ P(z)"2Q(z) + - -+ + Q(z)"!) u oryna mva

crener n? —n + k ca Bogehum koepumujentom n. Iarae, crenern Q(P(z)) — Q(Q(x)) je

n? —n + k. Crenen nonuroma R(P(x)) je jemnak kn < n? —n + k, onakie 3akmbydyjemo na
je pazmura P(P(z)) — Q(Q(z)) cremena n? — n + k, mITO je KOHTPaIUKIH]ja.

Ocraje ciyuaj Kana je R = ¢ koncrauTao. Tana ycaos P(P(z)) = Q(Q(x)) maje Q(Q(x) +
¢) = Q(Q(x)) —¢, na jemnaroct Q(y+c) = Q(y) — ¢ Baxku 3a GECKOHAYHO MHOTO Y, OLAKIE je
Q(y+c¢) = Q(y) — c mro je moryhe camo 3a ¢ = 0 (ZOBOBHO je ymopeauTu KOe(QUIjeHTe).

Axo mocroje y3zajamuo npoctu noauaomu P, @, R ca KOMIUIEKCHUM KOe(UIMjeHTUMA TaKBU
na je
P+ Q"+ R° =0,
rae ¢y a,b,c npuponau OGpojeBU, MOKA3ATU A BaKU % + % + % > 1.
Pewemwe. TlpBo mora:kumo cienehe momohuo TBpbheme.
Jema. Axo cy A, B u C y3ajamuo npoctu nmomuaomu ca A+ B + C = 0, ouna je crenen
cBakor ox nmosmuaoMma A, B,C mamu on Opoja paszauuurux Hyaa moaunoma ABC.

Loxas. Heka je

k l m

Alz) = [[@=p)*, Bl)=[[@-a), C)=]]@-r)"

i=1 i=1 i=1

Hammuvo maty jemmakoct xao A(z)C(z)~! + B(z)C(z)~! = 1 u mudpepernupajmo je
mo z. Hobujamo

k m ! m
A)C(x) ™! (Z C”pl_—ng%)=—B(w)0(af>‘1 (Z - xcr>

T — T — d;
i=1 i=1 i=1 U —

n3 dera BuauMo na ce A(z)/B(x) Moske IpencTaBUTH KAO KOJWYHUK IBa IIOJIMHOMA
crenena ue Beher on k+I1+m—1. Tepbemwe caenu u3z yumenune na cy A u B y3ajamMuo
IPOCTH.

[pumennmo oBo TBpheme ma momumome P?, Q% R¢. Csaru ox adeg P, bdeg @, cdeg R je
Mawu o deg P+deg Q+deg R, onakie je % > m, ura. Cabupamem mo0ujamo
Tpa:KeHy HejeIHAKOCT.

Hocreduua: Benura $epmaoBa TeopeMa 3a MOJUHOME.
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Hunuunap je momesseH HA Mn KBAAPATHUX [IOJbA CA 1M BepTUKAJA U n napaiena. Jlokasa-
T ma je moryhe y cBako mosne mobujene tabiie ynucaTy mo jemaH peaJjiaH Opoj, oI KOjux
fap jemaH Huje HyJa, TAKO Aa je CBaKU OpOj jenHak 30upy CBUX CBOjuUx cycena (Tj. OHEUX
KOJU C BUM Jejle jemHy CTDAHUIYY), aKO X CaMO ako je 3a Heke ueije Gpojese k u |

km 1

2l77+
cos — —+ cos = -,
m n+1 2

Pewemwe. O3maunmo ca a;; 6poj y mpecery i-Te napaJese u j-Te Beprukaie. llpuapy:xumo
i-TOj TTapaesu TOJUHOM P; (T) = a;1+ai @+ + ++ajpnr™ 1 u gedurumuMO po(2) = Pry1(x) =
0. CgojcTBo na je cBaku 6poj jemHak 30Upy CBOjUX Cycela MOKE Ce 3ammcaTu Kao p;(r) =
pi—1(x) + piti(z) + (@™ + 2)p;(x) no monymy & — 1, 1j.

pis1(z) = (1 —z — 2™ Ypi(x) —pi_1(x) (mod z™ — 1).

OsBaj Hn3 mommuOMa je moTmyHO oxpeben umnamom pi(x). Bpojese a;; je moryhe ymmcaru
HA TpasKeHW HAUMH aKO M CaMO ako ce Moyke omabparnm pi(x) # 0 tako na je ppi1(x) = 0.

Ako medpuwHumemo mm3 mommHOMa 7i(x) ca g =0, 1y = 1w ripy = (1 —x — 2™ YHry — iy,

nMaMo Ppt1(2) = rpy1(x)p1(x) (mod ™ —1). Iomurom p; # 0 3a koju je ppy1 = 0 mocroju
aKO M CaMO aKO Tny1(x) m 2™ — 1 HuCy y3ajaMHO OPOCTH, Tj. aKO M CAMO aKO MOCTOJU &€
rakas na je €” =1 u r,11(e) = 0. Cana mocmarpajmo Hus (z;) onpeben ca o =0, 21 =1

uri=(1-e—e™ Yo, —x; 1. Axo ozmaunmo ¢ = 1 —¢ — ™! u ako cy ui,us myme
Ui — ui
noamHEOMa, 22 — ¢z + 1, OmImTH YIaH yIpaBo Ae(UHACAHOr PEKypEHTHOT HU3a je T; = ——=
Up — U2

aKo U] # Us M x; = iul ako u; = up. Jlpyrum ciyuaj je oumrsmemmo Hemoryh. Y mpsom
cayuajy (u; # up) yeaoB T,41 = 0 je exuBasentan ca ul ™' = ui ™! 1j. ca Wt = 1,
rae je U] = Usw, ITO BaXKM aKO M caMo ako je (Jug) uiw = 1 m us(l + w) = ¢, makme
(1+w)? = cw, Tj.

24+w+w=(1-ec-8)72

Axo je cama w = cos 3’“—” +isin 28Ty ¢ = cos Qlﬁ +isin 2% ropma jegHAKOCT ce CBOMM HA

+1 nt1 m
TPaKeHy.

Axo je mar mpoct 6poj p > 2, wahu cBe mpupomne OpojeBe n 3a Koje MOCTOje TMOJUHOMU
P u @ ca pannoHaJHUM KOE(UIUjEHTUMA TAKBU Ia je

P +nQ)?=1+z+2*+ - + 2Pt
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