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1◦ Osnovne qiǌenice

Teorema 1. Neka su a, b, c celi i n prirodan broj.
(a) Ako su a i b uzajamno prosti i ab = cn, tada su a i b potpuni n-ti stepeni.
(b) Ako je (a, b) = d i ab = c2, tada su a/d i b/d potpuni kvadrati.

Dokaz. (a) Neka su a = pi11 · · · pikk i b = qj11 · · · qjll kanonske faktorizacije a i b. Svi pi i qj su
me�usobno razliqiti i ab = pi11 · · · pikk qj11 · · · qjll je n-ti stepen, odakle n deli i1, . . . , ik
i j1, . . . , jl, tj. a i b su n-ti stepeni.

(b) Brojevi a
d i b

d su uzajamno prosti i ǌihov proizvod je kvadrat, dakle oba su
kvadrati.

Teorema 2. Ako prirodni brojevi a, b, c, d zadovoǉavaju ab = cd, tada postoje prirodni
brojevi x, y, z, t takvi da je a = xy, b = zu, c = xz i d = yu.

Dokaz. Poxto x deli a i c, stavimo x = (a, c) i daǉe y = a
x , z = c

x i u = b
z . Ovi brojevi

oqigledno zadovoǉavaju a = xy, b = zu, c = xz i d = yu.

Brojevi x, y, z su celi. Osim toga, znamo da c = xz | ab, tj. z | ab
x = by. Kako je

(z, y) = 1, sledi da z | b, dakle i u je ceo broj.

Teorema 3. Eksponent prostog broja p u n! je jednak [np ] + [ np2 ] + [ np3 ] + · · · .

Dokaz. Me�u brojevima 1, 2, . . . , n, broj onih koji su deǉivi sa pi a nisu sa pi+1 je [ npi ]−[ n
pi+1 ].

Zato je ukupan eksponent p u n! jednak
∑

i([ npi ]− [ n
pi+1 ]) = [np ] + [ np2 ] + · · · .

Teorema 4. Za prost broj p, ka�emo da pα taqno deli n i pixemo pα ∥ n ako pα | n i pα+1 - n.
Ako pα ∥ a i pβ ∥ b, gde je α > β, onda pβ ∥ a± b.

Dokaz. Ako oznaqimo a = pαa1 i b = pβb1 (p - a1, b1), imamo a± b = pβ(a1 ± pα−βb1), pri qemu
a1 ± pα−βb1 nije deǉivo sa p.

Teorema 5. Ako je xa = yb za neke prirodne brojeve x, y, a, b, tada postoji prirodan broj z
takvi da je x = zm i y = zn za m = b

(a,b) i n = a
(a,b) .

Dokaz. Imamo a
b = n

m i (m,n) = 1, pa je xn = ym. Neka su pαi
i i pβi

i stepeni prostog broja pi
u x i y redom. Iz xn = ym sledi nαi = mβi, dakle αi

m = βi

n = ri za sve i, dakle x = zm

i y = zn za z =
∏

prii .

Definicija. Funkcija f : N → R je multiplikativna ako je f(mn) = f(m)f(n) kad god je
(m,n) = 1.

Teorema 6. Broj delilaca τ(n) i zbir delilaca σ(n) prirodnog broja n su multiplikativne
funkcije po n.

Dokaz. Svaki delilac d | mn je oblika d = dmdn, gde je dm = (d,m) i dn = (d, n). Poxto se
dm i dn mogu izabrati na τ(m) i τ(n) naqina, ukupan broj delilaca d | mn je taqno
τ(m)τ(n).

Sliqno, zbir delilaca broja mn je
∑

dm|m
dn|n

dmdn = σ(m)σ(n).

Teorema 7. Va�e formule τ(n) =
∏

i(αi + 1) i σ(n) =
∏

i
p
αi+1

i −1

pi−1 , gde je n = pα1
1 pα2

2 · · · pαk

k

kanonska faktorizacija broja n.
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Dokaz. Za stepene prostih brojeva ovo je taqno, a za ostale sledi iz prethodnog tvr�eǌa.

2◦ Zadaci

1. Ako su x, y, z prirodni brojevi, dokazati da va�i:
(a) (x, y)[x, y] = xy; (b) [x, y][y, z][z, x] > [x, y, z]2.

2. Ako su a, b, c, d ∈ N i ab = cd, dokazati da je broj a+ b+ c+ d slo�en.

3. Ako se prirodan broj n mo�e napisati kao zbir dva kvadrata na dva razliqita
naqina, dokazati da je on slo�en. (Primer: 65 = 82 + 12 = 72 + 42.)
Napomena. Va�i i ovo: ako se n mo�e napisati kao zbir dva kvadrata na taqno jedan
naqin, on je ili prost, ili prost puta dva.

4. Neka su a i b prirodni brojevi. Ako a | b2 | a3 | b4 | a5 | · · · , dokazati da je a = b.

5. Dat je prirodan broj n. Neka su a, b, c,m ∈ N takvi da a | bn, b | cn i c | an, ali
abc - (a+ b+ c)m. Odrediti najve�u mogu�u vrednost m.

6. Neka su a, b prirodni brojevi. Ako je a2 + b2 deǉivo sa ab, dokazati da je a = b.

7. Pretpostavimo da su a, b, c i a
b + b

c +
c
a celi brojevi. Dokazati da je abc potpun kub.

8. Ako su a, b, c, a
b + b

c +
c
a i a

c + c
b +

b
a celi brojevi, dokazati da je |a| = |b| = |c|.

9. Neka su m,n ∈ N. Ako je m2+n2−m
mn ceo broj, dokazati da je m potpun kvadrat.

10. Prirodni brojevi a, b, c, d su svi deǉivi sa ad− bc. Dokazati da je |ad− bc| = 1.

11. Ako su a, b, c ∈ N takvi da je 1
a + 1

b = 1
c , dokazati da je abc(a, b, c) potpun kvadrat.

12. Neka su b, n > 1 prirodni brojevi. Ako za svako k > 1 postoji ceo broj ak takav da
k | b− ank , dokazati da je b = Bn za neki ceo broj B.

13. Neka su 1 = d1 < d2 < · · · < dk = n svi pozitivni delioci prirodnog broja n > 1.
Oznaqimo D =

∑k−1
i=1 didi+1.

(a) Dokazati da je D < n2.
(b) Odrediti sve n za koje je D delilac n2.

14. (a) Neka su a, b ∈ N. Ako je [a, a+ 5] = [b, b+ 5], dokazati da je a = b.
(b) Mo�e li da va�i [a, a+ c] = [b, b+ c] za neke a, b, c ∈ N, a ̸= b?

15. Postoje li prirodni brojevi a1 < a2 < · · · < a100 takvi da je (a) (a1, a2) > (a2, a3) >
· · · > (a99, a100); (b) [a1, a2] > [a2, a3] > · · · > [a99, a100]; (c) oba?

16. Neka su a1 < a2 < · · · < a100 prirodni brojevi. Dokazati da je 1
[a1,a2]

+ 1
[a2,a3]

+ · · · +
1

[a99,a100]
6 1.

17. Na�i sve parove prirodnih brojeva (x, y) za koje je xy = yx−y.

18. (a) Odrediti sve parove a, b prirodnih brojeva za koje je ab = ba.
(b) Isto pitaǌe ako su a i b pozitivni racionalni brojevi.

19. Odrediti sve parove prirodnih brojeva x, y za koje je xy2

= yx.

20. Prirodni brojevi x, a, b zadovoǉavaju xa+b = abb. Dokazati da je a = x i b = xx.

21. Neka su 1 = d1 < d2 < · · · < dk = n svi delioci broja n. Na�i sve n za koje je n = d21+
d22 + d23 + d24 (k > 4).

22. Na�i sve prirodne brojeve n takve da je n = d26+d27−1, gde su 1 = d1 < d2 < · · · < dk = n
svi prirodni delioci broja n.
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23. Ako za prirodan broj n va�i 2σ(n) = nτ(n) + 2, dokazati da je n prost ili n = 4.

24. Za dati prirodan broj n, posmatrajmo niz dat sa a0 = n i ak+1 = τ(ak). Na�i sve n
za koje niz (ak) ne sadr�i nijedan potpun kvadrat.

25. Ako su m < n prirodni brojevi i m | n, dokazati da je σ(m)
m < σ(n)

n .

26. Prirodan broj je savrxen ako je jednak zbiru svih svojih pravih delilaca, tj. σ(n) =
2n. Ako je n > 28 savrxen broj i 7 | n, dokazati da 49 | n.

27. Ako je n paran savrxen broj, dokazati da je n = 2k−1(2k − 1) za neko k > 2.

28. Za svaki prirodan broj d, oznaqimo sa f(d) najmaǌi prirodan broj koji ima taqno d
delilaca (na primer, f(1) = 1, f(5) = 16 i f(6) = 12). Dokazati da za svaki ceo broj
k > 0, f(2k) deli f(2k+1).

3◦ Rexeǌa

1. Neka su eksponenti prostog broja p u x, y, z redom r, s, t, i neka je r 6 s 6 t.
(a) Eksponenti p u (x, y), [x, y] i xy su redom min(r, s) = r, max(r, s) = s i r + s.
(b) Eksponent p na levoj strani je max(r, s) + max(s, t) + max(r, t) = s+ 2t, a na desnoj
2max(r, s, t) = 2t.

2. Na osnovu prethodnog zadatka postoje x, y, z, u ∈ N takvi da je a = xy, b = zu, c = xz i
d = yu. Tada je a+ b+ c+ d = xy + zu+ xz + yu = (x+ u)(y + z).

3. Neka je n = a2 + b2 = c2 + d2. Mo�emo da pretpostavimo da su a i c iste parnosti,
b i d tako�e, i da je a > c i d > b. Imamo a2 − c2 = d2 − b2, tj. a+c

2 · a−c
2 = d+b

2 · d−b
2 .

Na osnovu zadatka 3 postoje m,n, p, q ∈ N takvi da je a+c
2 = mn, a−c

2 = pq, d+b
2 = mp,

d−b
2 = nq. Tada je a = mn+ pq i b = mp− nq, pa je a2 + b2 = (mn+ pq)2 + (mp− nq)2 =

m2n2 + p2q2 +m2p2 + n2q2 = (m2 + q2)(n2 + p2), xto je slo�en broj.

4. Neka je p prost broj i neka pα ∥ a i pβ ∥ b. Iz a2n−1 | b2n | a2n+1 sledi (2n − 1)α 6
2nβ 6 (2n+ 1)α za svako n ∈ N, tj. 1− 1

2n 6 β
α 6 1 + 1

2n , odakle sledi α = β za svako p,
tj. a = b.

5. Posmatrajmo neki prost broj p | a. Neka pα ∥ a, pβ ∥ b i pγ ∥ c i neka je bez smaǌeǌa
opxtosti γ < α, β. Po uslovu zadatka je α < nβ < n2γ, pa je α+ β + γ 6 (n2 + n+ 1)γ.
Kako pγ | a+ b+ c i pα+β+γ ∥ abc (xto va�i za svako p), sledi da abc | (a+ b+ c)n

2+n+1.
Dakle, m 6 n2 + n.

S druge strane, za a = cn
2

i b = cn, abc = cn
2+n+1 ne deli (a+ b+ c)n

2+n. Ovaj primer
pokazuje da je maxm = n2 + n.

6. Neka je p proizvoǉan prost broj i neka pα ∥ a i pβ ∥ b. Ako je α ̸= β, onda pα+β ∥ ab
i p2min{α,β} ∥ a2 + b2, xto je nemogu�e jer je 2min{α, β} < α+ β. Sledi da je α = β za
svako p, tj. a = b.

7. Treba da poka�emo da je eksponent svakog prostog broja u abc deǉiv sa 3. Posma-
trajmo bilo koji prost delilac p | abc; neka pα ∥ a, pβ ∥ b i pγ ∥ c, pri qemu je bez
smaǌeǌa opxtosti γ > α, β. Tada pα−β ∥ a

b , p
β−γ ∥ b

c i pγ−α ∥ c
a .

Ako je α− β ̸= β − γ, onda pk ∥ a
b + b

c +
c
a , gde je k = min{α− β, β − γ}. Ali a

b + b
c +

c
a je

ceo broj, dakle k > 0, odakle sledi α = β = γ i p3α ∥ abc.
S druge strane, ako je α− β = β − γ, onda je α+ β + γ = 3β i p3β ∥ abc.

8. Neka su α, β, γ eksponenti prostog broja p u a, b, c redom i neka je γ > α, β. Iz rexeǌa
prethodnog zadatka, iz a

b +
b
c +

c
a ∈ Z sledi da je s = α+ β + γ = 3β, a iz b

a + a
c + c

b ∈ Z
sledi da je s = 3α. Odavde je α = β = γ. Ovo va�i za svako p, pa je |a| = |b| = |c|.
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9. Posmatrajmo neki prost delilac p | m; neka pr ∥ m i ps ∥ n. Tada pr+s | mn, dok
pr ∥ m2 −m = m(m− 1) i p2s ∥ n2. Ako je r ̸= 2s, onda je stepen p u m2 + n2 −m jednak
pmin(r,2s), xto je maǌe od pr+s, pa mn ne mo�e da deli m2 +n2 −m. Prema tome, mora
biti r = 2s. To va�i za svako p, dakle svi eksponenti u kanonskoj faktorizaciji m
su parni, tj. m je kvadrat.

10. Pretpostavimo da je |ad− bc| ̸= 1 i posmatrajmo neki prost delilac p sa pk ∥ ad− bc.
Po uslovu zadatka pk | a, b, c, d, dakle p2k | ad− bc, protivno izboru k.

11. Neka je d = (a, b) i a = dm, b = dn. Tada je dmn = (m+ n)c i (m+ n,mn) = (m,n) = 1,
pa m + n | d. Stavimo d = k(m + n). Tada je a = km(m + n), b = kn(m + n), c = kmn i
(a, b, c) = (k(m+ n), kmn) = k, dakle abc(a, b, c) = (k2mn(m+ n))2.

12. Stavimo k = b2; tada b2 | b− ank . Ako je p neki prost delilac b i prp ∥ b, onda prp ∥ ank ,
dakle n | rp, To va�i za svako p, tj. b je n-ti stepen.

13. (a) Poxto je di

n = 1
dk+1−i

, imamo D
n2 = 1

dkdk−1
+ · · · + 1

d2d1
. Odavde sledi 1

d2d1
6 D

n2 6(
1

dk−1
− 1

dk

)
+ · · ·+

(
1
d1

− 1
d2

)
= 1− 1

dk
< 1, tj. d1 = 1 < n2

D 6 d2. Dakle, D < n2.

(b) Ako D deli n2, po prethodnom mora biti n2

D = d2 i k = 2, xto znaqi da je n prost
broj.

14. (b) Ne mo�e. Indukcija po c. Za c = 1 je trivijalno; neka je c > 1. Ako je (a, c) > 1,
onda postoji prost broj p koji deli a i c; onda je [a, a + c] = [b, b + c] deǉivo sa p,
dakle p | b, pa se a, b, c svi mogu skratiti sa c tako da jednakost ostane na snazi,
suprotno indukcijskoj pretpostavci. Ostaje samo sluqaj (a, c) = (b, c) = 1, a tada je
a(a+ c) = [a, a+ c] = [b, b+ c] = b(b+ c) i odatle a = b.

15. (a) Za ak = 2100 − 2100−k je (ak, ak+1) = 299−k i opada po k, dok niz ak raste.

(b) Za ak = 299 + 2k−1 je [ak, ak+1] =
akak+1

(ak,ak+1)
= akak+1

2k−1 xto opada po k, dok ak raste.

(c) Ako postoje, onda je a1a2 = (a1, a2)[a1, a2] > (a2, a3)[a2, a3] = a2a3, kontradikcija.

16. Dovoǉno je dokazati indukcijom po n da za sve prirodne brojeve c1 < c2 < · · · < cn
va�i 1

[c1,c2]
+ 1

[c2,c3]
+ · · ·+ 1

[cn−1,cn]
6 1

c1
.

Ovo tvr�eǌe va�i za n = 1. Za n > 1 je
∑n−1

i=1
1

[ci,ci+1]
= 1

[c1,c2]
+

∑n−1
i=2

1
[ci,ci+1]

6 1
[c1,c2]

+
1
c2

6 1
c1

po induktivnoj pretpostavci.

17. Za x = 1 ili y = 1 jedino rexeǌe je (1, 1). Nadaǉe smatramo da su x, y > 1. Poxto je
yx−y > 1 ceo broj, va�i x > y. Onda iz jednaqine sledi i y < x− y, tj. x > 2y. Kako
yy deli xy = yx−y, sledi da y | x; neka je x = zy. Jednaqina postaje (zy)y = y(z−1)y,
xto je ekvivalentno sa z = yz−2.

Za z 6 4 dobijamo rexeǌa (8, 2) i (9, 3). Za z > 5 je yz−2 > 2z−2 > z, pa tada nema
rexeǌa.

18. Oznaqimo b
a = q. Jednaqina ab = ba postaje aqa = (qa)a, tj. aq = qa i odatle a = q

1
q−1 .

Poka�imo da je a racionalno ako i samo ako je n = 1
q−1 ceo broj.

Neka je 1
q−1 = r

s , gde su r, s ̸= 0 uzajamno prosti celi brojevi. Tada je q = r+s
r i

a = ( r+s
r )r/s, pa su svi eksponenti prostih delilaca u r+s

r deǉivi sa s, tj. r + s i r
(budu�i uzajamno prosti) su s-ti stepeni, recimo r + s = us i r = vs (u, v ∈ N). Ali
tada je us−vs = s, xto je nemogu�e za s > 1 jer je us−vs > (v+1)s−vs = svs−1+· · ·+1 > s.
Prema tome, s = 1, tj. n ∈ Z. Sada je q = 1 + 1

n i a = (1 + 1
n )

n, b = (1 + 1
n )

n+1.

19. Postoje prirodni brojevi z,m, n takvi da je (m,n) = 1, x = zm i y = zn. Tada je
zmz2n

= xy2

= yx = znz
m

, dakle zm−2n = m
n . Razlikujemo dva sluqaja.

(i) m < 2n. Tada je m
n = 1

z2n−m , odakle je m = 1 i n = z2n−m = z2n−1. Kako je z2n−1

> 2n− 1 > n za z > 1, mora biti z = n = 1, pa imamo rexeǌe (x, y) = (1, 1).
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(ii) m > 2n. Tada je n = 1 i m = zm−2n = zm−2. Za z > 4 je zm−2 > m. Za z = 3
jedino rexeǌe je m = 3, xto daje rexeǌe (x, y) = (27, 3). Za z = 2 jedino rexeǌe
je m = 4, xto daje (x, y) = (16, 2).

20. Ako je x = 1, onda je i a = b = 1. Pretpostavimo da je x > 1 i p neki ǌegov prost
delilac, i neka su pα, pβ i pγ redom stepeni p u a, b i x. Po uslovu zadatka je

(a+ b)γ = bα+ β. (∗)

Ako je β = 0, tj. p - b, onda je aγ = b(α− γ), odakle je 0 < α− γ < pα i pα | α− γ, xto je
nemogu�e. Dakle, β > 0. Daǉe, iz (∗) sledi da pβ - a za svako p, dakle a | b, a odatle
i a | β zbog (∗). To znaqi da je b = ca za neko c ∈ N.
Neka je x

a = m
n , (m,n) = 1. Tada je xamb = bnb, a odavde mb | b, pa mora biti m = 1, tj.

x | a i α > γ. Ako je x = a, onda je b = xx. Pretpostavimo da je α > γ + 1. Tada je po
(∗) γ(a+ b) > (γ + 1)b, dakle ca = b < aγ < apγ 6 a2, tj. a2 > ca + 2. Kako je a2 < 2a + 2
za sve a, mora biti c = 1, a tada je a = b = x = 1.

21. Ako je n neparno, svi di su neparni pa je d21 + · · · + d24 parno, kontradikcija. Znaqi,
n je parno i d2 = 2, a odatle je taqno jedan od d3, d4 paran.

(i) Ako je d3 = 2a, onda a | n, pa mora biti a = 2 i d3 = 4. Sada je n = d24 + 21, ali
to nije deǉivo sa 4.

(ii) Neka je d4 = 2a. Ako je a = 2, onda je d4 = 4, d3 = 3 i n = 30, ali 4 - 30. Sledi
da je a > 2. Sada je d3 = a i n = 5a2, dakle a4 > 5 | n, odakle je d3 = 5, d4 = 10 i
n = 130, xto jeste rexeǌe.

22. Iz uslova sledi da d7 | d26 − 1, d6 | d27 − 1 i (d6, d7) = 1.

Ako je d6 = ab, d7 = cd sa 1 < a < b, 1 < c < d, onda n ima 7 delilaca maǌih od d7 (to
su 1, a, b, c, d, ab, ac), xto je nemogu�e. Prema tome, d6 ili d7 je oblika p ili p2, gde
je p > 2 prost broj. Neka je to di, {i, j} = {6, 7}; onda di | (dj − 1)(dj + 1) povlaqi da
dj ≡ ±1 (mod di) i otuda (d2i − 1)/dj ≡ ±1. Broj dj ili (d2i − 1)/dj je maǌi od di, pa je
jednak di − 1 ili 1. Jedine netrivijalne mogu�nosti su (d2i − 1)/dj = 1 i dj = di ± 1.
U prvom sluqaju je di < dj, pa je d7 = d26 − 1 = (d6 − 1)(d6 + 1) i zato je d6 + 1 delilac
n izme�u d6 i d7, kontradikcija. Zato mora biti d7 = d6 + 1. Ako stavimo d6 = x i
d7 = x+ 1, dobijamo da je n = x2 + (x+ 1)2 − 1 = 2x(x+ 1) parno.

(i) Neka je jedan od x, x+1 jednak prostom p. Drugi od ǌih ima najvixe 6 delilaca,
pa mo�e biti samo oblika 23, 24, 25, 2q, 2q2, 4q, gde je q prost. Za 25 dobijamo
rexeǌe x = 31 i n = 1984. Ostali sluqajevi ne daju rexeǌe.

(ii) Jedan od x, x + 1 je p2; drugi ima najvixe 5 delilaca (iskǉuquju�i p), pa je
oblika 23, 24, 2q za prosto q > 2. Za 23 dobijamo rexeǌe x = 8 i n = 144. Ostale
mogu�nosti ne daju rexeǌe.

23. Pretpostavimo da je n > 4 slo�en i neka su 1 = d1 < d2 < · · · < dτ(n) = n svi delioci
broja n. Sabiraǌem jednakosti 2(d1 + dτ(n)) = 2n+ 2 i nejednakosti di + dτ(n)+1−i < n
za 1 < i < τ(n) dobijamo 2σ(n) < nτ(n) + 2.

24. Za ak > 2 je ak+1 < ak, pa mora biti am = 2 za neko m. Pretpostavimo da je m > 2.
Tada je am−1 prost broj jer je τ(am) = 2, dakle τ(am−2) = am−1 je neparan, odakle
sledi da je am−2 potpun kvadrat.

Sledi da je m 6 2, dakle a1 = τ(n) = 2, odakle sledi da je n prost broj.

25. Neka su d1, d2, . . . , dr svi delioci broja m i neka je n = km. Brojevi kd1, kd2, . . . , kdr su
delioci broja n, ali ne svi (npr. 1 nije me�u ǌima), pa je zato σ(n) > kd1+ · · ·+kdr =
kσ(m).

26. Pretpostavimo da je n = 7m, 7 - m. Tada je 2n = σ(n) = σ(7)σ(m) = 8σ(m), odakle 4 | n.
Ako 2k ∥ n = 7 · 2kr za k > 2, onda je σ(n) = σ(7)σ(2k)σ(r) > 8(2k+1 − 1)r > 8 · 7

4 · 2
kn = 2n,

kontradikcija. Sledi da 7 | m, tj. 49 | n.
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27. Neka je n = 2k−1n1, gde 2 - n1. Iz 2kn1 = σ(n) = σ(2k−1)σ(n1) = (2k − 1)σ(n1) dobijamo

σ(n1) = 2k

2k−1
n1, pa n1 mora biti deǉivo sa 2k − 1. Ali tada je σ(n1)

n1
> σ(2k−1)

2k−1
, uz

jednakost samo za n1 = 2k − 1.

28. Neka je τ(n) = 2k i n = pr11 pr22 · · · prmm , gde su pi razliqiti prosti i ri prirodni brojevi.
Kako je (r1+1) · · · (rm+1) = 2k, svi ri su oblika ri = 2si −1 za si ∈ N i s1+ · · ·+ sm = k.
Kako je tada prii =

∏si−1
j=0 p2

j

i , zakǉuqujemo da je n proizvod taqno k brojeva oblika

p2
j

. Zbog minimalnosti, f(2k) je proizvod k najmaǌih brojeva tog oblika, pa tvr�eǌe
odmah sledi.

Beograd, 2012-2014
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