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Figure konstantne Sirine
KRESO HORVATIC, Zagreb

I

U7 prodlom smo Elanku! definirali konwveksnu figuru, nabrojili neka osnovna
svojstva konveksnih figura i definirali izviesne pojmove koji su 5 tim figurama
u wvezi., Tako smo specijalne definirali 2irinu konveksne figure u danom smjeru
kao udaljenost para s tim smjerom paralelnim potpornih pravaeca figure.

Konveksna figura, kojol je Sirina u svakom smjeru jednaka, zove se figura
konstantne Sirine. Konveksnu krivulju, keja je rub takove figure, zvat femo onda
krivulja konstantne 3Sirine, Kako konstantnu SZirlnu h figure mofemo smatrati
maksimalnom (ili minimalnom) Sirinom bit ée prema prethodnom svaki dijametar
figure okomit na par paralelnih potpornih pravaca, koji prolaze njegovim kraje-
vima i svi ée dijametri biti po duljini jednaki konstantnoj Zirini figure h. (S1. 1).
Figure konstantne Zirine su dakle ujedno i figure konstantne duljine dijametra
i obratno. Ix prije refenog slijedi takoder, da su svi potpornd pravei figure kon-
stantne Sirine regularni. Jasno je nadalje, da udaljenost bilo kejih dwviju tofaka
figure konstantne Zirine ne moZe premasiti Sirinu b te fipure.

S 2 &y

Bilo koja dva dijametra AE 1 CD figure konstantne Zirine moraju imati
zajednicku tofku. Kad bi se¢ naime oni sjekli produZeni, u jednoj toéki izvan figure,
ili kad bi fak bili paralelni, imali bi konveksan fetverokut ABCD, koji je upisan
figuri (S1. 2). Kako je medutim suma kutova u ¢fetverckulu jednaka 2=, bar jedan
od kutova Cetvercokuta nije manji od /2. Neka je to na primjer kut kod vrha B.
No tada je

AD>AB=h
¥ Ovaf je dlanak nastavak Elanka , Kenveksne figure" izaflog u br, 1. § 2, 195E.-3%, Maotem.-fiz. listo.
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fto je nemoguée. Znadi, dva se dijametra wvijek sijeku v unutragnjoj ili rubnoj
tofki figure. Ako se sijeku u nekoj rubnoj todki T, onda je ta tofka singularna
totka ruba. Pravel, koji prolaze tom tolkom, a okomiti su na dijametre, jesu naime
potporni pravei figure, odakle slijedi, da je tofka T stvarno sigularna.

Najjednostavnija figura konstantne Sirine je dakako krug. Sirina je jednaka
njegovom dijametru. Krug je jedina centralno simetrifna figura konstantne Jirine
Jer, ako je figura konstatne 3irine centralno simetri®na, svi njezini dijametri
moraju prolaziti centrom simetrije ©. Kad bi, naime, postojao dijametar AB, koii
ne prolazi tofkom O, zbog simetrifnosti bi morao postojati { dijametar B A” i ta
bi dva dijametra bila paralelna. (Sl 3). A to je, kako smo dokazali, nemogude.
Prema tome, svi dijametri prolaze kroz O. Nadalje, zbog centralne simetrije toéka
O raspolavlja svaki dijametar, dakle figura je krug,

Prvi je Euler nafac, da osim Kruga ima i drugih figura konstatne Sirine. Ako
na primjer uzmemo vrhove 4, B i C istostranog trokuta stranice a, kao sredista

triju kruznica polumjera a, onda ¢e lukovi AB, BC i CA tih triju kruZnica omediti
jednu figuiu konstantne Zirine (Sl 4). Odaberimo nalme na jednom od tih lukova
na primjer na BC, bilo koju tofku T. Tangenta u toj tofki na kruini luk BC je
potporni pravac figure, Kako je medutim tangenta okomita na pelumier, bit ce
A i T par dijametralnih tofaka. Buduéi da je nadalie AT =a, a zakljutak vrijedi

— o
i za totke na CA i AB, figura jeo stvarno konstantne Sirine b = a. Naravno, todke

A, B i C zu singularne totke rube figure, Owva se figura zove Reuleaux-ov trokut
{ili trostran).

FPoopéenje ovog postupka dovodi nas do tako zvanih Reuleaux-poligona, t. .
spoligona«, kojima su stranice kruizni lukowvi, Evo kako tele takav postupalk: Oda-

berimo u ravnini totku A, pa oke A kao sredifta opifimo bilo kakav luk BC

kruZnice polumjera a. Opi%imo zatim oke B krufnicu polumjera a (SL 5). KruZnica
sigurno prolazi totkom A, jer je prema prethodnoj konstrukciji AB=a. Odabrat
éemo na toj krufnici neku tofhku D. Postupak moZemo nastaviti dalje, ali ako ga
Folimo zavriiti, opizat éemo Juk oko C kroz tofku A i luk oko D kroz tofkua B. Ta
¢e se dva luka presjefi u nekoj tofki E. Kako je EC=AC=a i ED = BD=BA —u,
to krufnica polumjera a sa srediftem u E prolazi tofkama C i D, i mi smo na taj
nadin figuru zatvorili, Dobili smo jedan Reuleaux-ov peterokut ADCEBE. Analogno
bi konstruirali sedmerokut (S1. 6), deveterokut i t. d. Svakom je »vrhu« (A, B, C..)
takovog poligona nasuprot kruZni luk, »stranica« poligona. Nadalje svaka totka
neke stranice i suprotni vrh éine par dijametralnih tofaka i njihova je udaljenost
jednaka &vrstom broju g, polumjeru kruinih lukova. Reuleaux-ov je poligon dakle
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figura konstanine Sirine, Niegovi su vrhovi siogularne tofle ruba. Stranice Reuleaux
poligona mogu, ali naravno opéentto ne moraje biti jednake. Lake se mode uvidjoti,
da poligoni dobiveni navedenom konstrukeljom imaju uvijek neparan broj strana.

Sve dosada promatrane figure konstanine &irine, izuzev krug, imale su na
svom rubu singularnih tofaka i konstruirane su iz kreufnih lukova, &iji je polumjer
jednak Sivini fgure. Mofe se dokazati potpuno opéenita: ako nelea figura konstantne
Zirine i ima na svom rubu singularnu todku, onda na rubu figure postoji luk
krufnice polumjera f, 1 obratnd.

Mogu se medutim konstruirati [ figure konstantne Zivine bez singularnib,
ugaonih tofaka na rubu. Prema definiclji takova &e fligura biti oval, dakle owval
konstantne Sirine, Evo jednog primjera: Dani su istostraniéan trokut ABC sa

NSy

stranicom a i neka dufina b, Opizat éemo oko vrha A kao sredifta luk KL polurmnjera

@~ b te lulk MN polumjera b, 1 2atim isto takove lukove oko vrhoyva B 1 € (81 7). Ovi
de lukovi omediti jednu figura konstantne divine § to bez singuiarnih tofaka na rubu.
U to se mofemo lako uvieriti. Neka je naime P bilo koja tofka luka H.I:. Pravac PA
sijeti ée onda luk MN u nekoj tolfki ) Tofke P i Q éine par dijametralnibh toéaka
ruba, jer su tangente u tim itodkama ckomite na PO, dakle paralelne. Dijametar PQ
je jednak e 4 2b, Zakljufak bi bio isti, da se tofka P nalazila na bilo kojon drugom
luku, pa je figura stvarno konstantne firine h=a -+ 2b. Vidi se nadalje, da su sve
tolke ruba regularne, jer je pridruzivanje dijametiralnih todaka obosirano jedno-
znaféne,. Taj se postupak moZe poopéili takeo, da se umjesto trokuta uzme pravilni
zviezdasti mnogokut,” pa =e oko svakog njegovog vrha opisuju krudni lukovi polo-
mjera @ 4+ U 0 b, Bezultat je opet jedna figura kKonstantne girine h=a - 2h ber sin-
gularnih tofaka. Mnogokut fak ne mora hiti pravilan, dovoljno je da bude (stostra-
nidan. Na sl 8. je na primjer figura konstruirana oko pravilnog zyviezdastog pete-
rokuta, Sve figure konstatne firine, koje smo konstruirali, imaju zajednicka karak-
teristiku da su omedene krugnim lukovima, Moglo bi se prbta pomisliti, da ée takeo
biti uvijelk, Pogtoji, medutim, niz drugih, slodenijih postupaka, koji nam omogucuju
doblvanje figura konstantne Zirine bez fjednog kruifnog luka na rubu.

Nabrojit demo neka svajstva figure konstantne fivine, Na primjer, svakom
rubnom todékom figure konstatne Sirine h prolazi kruZnica polumijera o, koja obu-
hvaca Sitava figuru, Da bi to dokazali, izabrat ¢emo na rubu figure konstantne
dfrine bile koju totku P (S1, 9). Njoj dijametralna neka je totka Q. Kake je dija-

& F!.‘u;l. vierdatim rnnn,;:uku‘t-i:nm ovdic femo carumilevali somo mnogokuy, kil se dobije, nko se uzrme o =S 1
todka w ciklitkom poretku, pa se svika tofka spajs sa m-lom tofkom 4 Lon pocetko.
L
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metar PQ jednak h, to ¢e kruZnica polumjera h sa srediftem u tolfki @ prolaziti
tofkom P, Ta krufnica sigurno obuhvada cijelu figuru, jer kad bi postojala neka

todka T figure izvan kruZnice, bilo bi TQ > h, 3to je nemogude. Tangenta na kru-
inicu u tofki P je nmaravno i potporni pravac figure, U vezi sa kruinicom mode so
dokazati i ovo svojstveo figura konstantne Zirine: Ako neka kruZnica ima s rubom
figure konstantne Sirine h bar iri tofke zajednifke, onda njezin polumjer nije wvedi
od h. Na primjer stranice kod Reuleaux poligona pripadaju takovim kruZnicama
polumjera b

Pod krufnicom figuri opisanom razumijevat <femo najmanju od kruinica,
koje obubvadaju tu figurn Slitno, figuri upisana krufZnica je najveta od kruZnica,
dkoje su sadriane u toj figuri. Mogfe se strogo dokazati, da za svaku konveksnu

e

& & 1 &I

figuru postoji opisana i upizana krufnica. Dok je opisana krufnica uvijek samo
jedna, upisanih moge biti vide, Cak beskonadno mnogo (ha primjer kod pravo-
kutnika). Ked figura konstatne Sirine opisana 1 upisana krufnica su koncentriféne
i suma njihovih polumjera je jednaka Sirini figure, To ¢emo dokazati., Prije svega,
ako su K, i K. dvije koncentriéne krufnice, kojih je suma polumijera -+ = h,
e je KruZnica K sadriana uw figuri kenstantne Zivine h, onda kruZniea K, tu
figuru obuhvata (81 10). Neka je naime T bilo koja tolfka kruinice K., Povudi
cemo redom tangentu t: kruZznice e u tofki T, zatim onu tangentu t, kruZnice K.
koja je paralelna sa £z {od dviju mogudih onn, koja je od t udaljenija) i konalno
par my, 0. pa s tim tangentama paralelnih potpornih pravaca figure. Tada je udalje-
nost tangenata & 1 f: jednaka h, a jer je figura konstantne Zivine, i udaljenost
potpornih pravaca py i pe je jednaka h, Tangenta t; sigurno pripada prusi pyps, jor
je u toj pruzi smiestena Sitava figura, pa prema fome | kruznica K, koja je u
figuri sadrzana. Kad bi i tangenta f: bila unutar pruge mpe. bila bi udaljenost
izmedu tangenata & 1 &2 manja od h, a to je nemogude. Inadi, totka T ne mozc
hiti unutragnja tofka figure, pa je éitava figura smjestena u Krugu K, kako smo
tvrdili. Obratno, akoe od dviju koncentritnih krufnica, kojih je suma polumjera
R, -+ Ha=h, jedna obuhwvaca figuru konstanine Sivine, druga fe kruEnica biti o
toj figuri sadrzana, Dokaz bi tekao analogno. Neka je sada v polumjer figuri upi-
sane kruinice K , a R polumjer opisane kruZnice K , onda ne moZe hiti

r+ R > h,

jer bi tada, prema uprave dokazanom postojala krufnica, koncentriféna sa kru-
inicom K, koja obuhvaéa figuru i kojoj je polumjer manji od R, 3o nije moguée,
Medutim, ne mofe hiti ni r+R<h,

jer bi u tom slufaju mogli kenstruirati kruZnicu, koncentirifnu sa krufnicom K|
i smjeftenu w figuri, koja bi imala polumjer vedi od r, 5to je i opet nemogude
Preostaje onda kao jedina mogufnost, da je

r4+R=Hh.
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Nadalje, kruZnice K i K, moraju biti koncentritne, jer bi u protivnom mogli kon-
gtruirati i kruinicu E koncentritnu sa K i polumjera R, koja bi obuhvadala
figuru, pa bi postojale dvije krufnice K ii’u opisane figuri, a to je nemoguce. Kod
kruga se naravno upisana i opisana krufnica podudaraju r=R=—h/2, Moie se
dokazati, da od svih figura konstantne Zirine h Reuleaux-ov trokut ima najveéi
polumier R opisane krufnice, a time i naimanji polumjer v upisane krufnice.

Pod kutom konveksne figure u nekoj rubnoj tofki smatrat éemo najmanji
kut, kojem je wrh u toj tofki, a koji sadrzi cijelu figuru. U regularnim tockama
ruba taj je kut uvijek =, dok je u singularnim tofkama manji od n Dokazat femo,
da kut u singularnej tetki figure konstantne Sirine nije manji od 2x/3. Neka je
P singularna tofka figure konstantnc Sirine k. (S1. 11). Krakovi najmanjeg kuta @,
kojemu je vrh u P, a koji sadrfi figuru, jesu naravno potporni pravei figure, Te-
tive PQ, i PQ,, okomite na te potporne pravee, su dijametri figure i prema tome
jednake h. Trokut PGy @. je zbog toga istokratan, a kut je trokuta kod wrha P

jednak a«— 8. Kako stranica @,@: ne moFe biti veta od h, to kut nasuprot toj
stranici ne moie biti vedi od /3. Dakle je n— 8 < a/3 i odalle & 2 21/3 kako smo
tvrdili. U vrhovima Reuleaux-ovoeg trokuta taj je kut © uprave jednak 2x/3, kako
se to moZe zakljufiti neposredno iz slike. MoZe se pokazati da je Reuleaux-ov
trokut jedina figura konstantne Sirine, kojoj je kut u singularnoj toéki jednak 2x/3.

Krug, kojem je dijametar jenak h. ima opseg hx. Opseg Reuleaux-ovog tro-
kuta Sirine h je 3-n/3 h, dakle hn. Opseg bilo kojeg Reuleaux poligona je (o;
+a ...+ a) h, dakle opet hx, jer je suma unutradnjih kutova u zvjezdastom
mnogokutu jednaka n? Kod nafeg najjednostavnijeg primjera ovala konstanine
Sirine je opseg

3e+b)x34badl= (a4t 2b)x=hx

a analogno bi se wvidjelo, da je opseg i kod ostalih ovala konstatne Sirine jednak
hx. To nas uputuje na pomisao, da moida sve figure iste konstanine Sirine h
imaju isti opseg hn. Stvarno, moZe se pokazati i sasvim opcenito (Barbier), da je
opseg svake figure konstanine firine h jednak hr, dakle da sve figure iste kon-
stantne Sirine imaju isti opseg. To je osnovno svojstvo figura konstatne Sirine. Za
dokaz te €éinjenice bilo bi medutim potrebno strogo fundirati pojem duljine neke
zatvorene krivulje, a to bi premasSilo opseg i svrhu ovoga €lanka.



