Eksplicitno rjeSenje opce linearne diofantske jednadzbe
na jedan drugaciji nacin

Petar Svircevié!

Sazetak. Ovdje ¢emo linearnu diofantsku jednadibu s n nepoznanica rje-
Savati tako da definiramo n — 1 parametara i s njima generirati sustav od n
linearnih jednadzbi. Matricu sustava podijelimo u blokove i onda invertiramo,
ali tako da vrijednost determinante te nove matrice bude jednaka 1. Nakon rje-
Senja matricne jednadZbe jednostavno is¢itavamo vrijednosti cjelobrojnih va-
rijabli, koje su funkcije uvedenih n—1 parametara. I konacno na kraju dajemo
nekoliko zadataka na kojima se navedeno primjenjuje.

Ovdje ¢emo upotrijebiti standardne oznake za skupove; N je skup prirodnih brojeva,

7 skup cijelih brojeva, Q skup racionalnih brojeva, R skup realnih brojeva, C skup kom-

pleksnih brojeva i Z" Kartezijev produkt skupova Z, dakle Z"' = Z x ... x Z, n € N.
————

Nadalje za n cijelih brojeva ay,as, . . ., a, razli¢itih od nule, §j. a,as, ..., a, € Z\ {0},
je M(ay,az,...,a,) najveéa zajednicka mjera tih brojeva, tj. najveéi prirodni broj s kojim
je djeljiv svaki od tih zadanih cijelih brojeva.

Definicija 1. JednadZba

a\xy +axo+ ... +ax, =b ()
je opéa linearna diofantska jednadzba, ili diofantska jednadZba, ako je a; € Z \ {0},
b € Z, gdje su x; nepoznanice, dok su a; i b fiksni brojevi za i =1,2,...,n.

Definicija 2. Jednadzba (1) je sredena jednadZba ako je M(ay,az,...,a,,b) =1 za
b#0ili M(ay,az,...,a,) =1 zab=0.
Definicija 3. Uredena n-torka
x(()n) =059, ezn (2)
je partikularno rjeSenje linearne diofantske jednadzbe (1) onda i samo onda ako je a;x9+
axy + ... +ax’=h.

Definicija 4. Uredena n-torka
(X1, X2, -+, Xy) € Z" (3)
je opce rjesenje jednadzbe (1) onda i samo onda ako je a;x; +axx; + ...+ axx, = b, za
sve moguce uredene n-torke s tim svojstvom.
Napomena 1. Kada se radi o diofantskim jednadzbama oblika
aixy +axxy = b 4
onda se ve¢ na standardni nacin dokazuju teoremi koje ¢emo sada navesti.

Teorem 1. Diofantska jednadZba (4) ima cjelobrojno rjeSenje, onda i samo onda ako
M (al 5 az) | b.
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Teorem 2. Ako diofantska jednadzba (4) ima jedno cjelobrojno rjesenje (x9,x9), onda
ona ima beskonacno mnogo cjelobrojnih rjesenja.

Teorem 3. Ako je (x?,xg) bilo koje rjesenje jednadzibe (4), onda su sva njena cjelo-
brojna rjeSenja (x1,x2) obuhvaéena formulama

X1 :x?—agt, X2 :xg—i—alt, (5)
za vVt € 7.
U daljnjem razmatranju ée biti potrebno partikularno rjeSenje jednadzbe
a1x; + arx, = 1. (6)
Kako nadi rjeSenje te jednadzbe ako je M(a,ay) = 1? Iz (6) slijedi
arx; = 1 (mod ay). (7)
Dakle, u (7) se uvrStava redom x; = £1,42,... 1 prvu vrijednost za koju je to to¢no

oznacava s x", a pomodu toga se dobije i cijeli broj x5 = (1—a;x))/a,, dakle za jednadZbu
(6) znamo uvijek naci partikularno rjesenje (x0,x3) ako je M(ai,a2) = 1.
Sada pokusajmo rijesiti diofantsku jednadzbu

aix;y +axx, = b (8)
na drugadiji naéin. Ako M(ay,a;) | b, tada postoji oy, o € Z tako da je
a0 — a0l = 1, (9)

a to je tip jednadzbe (6). Partikularno rjeSenje od (9) je (a?, o). Nadalje ako je (x1,x2)
neko rjesenje od (8), tada je
adx; + odxy =1, (10)
gdje je ¢ € Z. Jednadzbe (8) i (10) Cine sustav jednadZzbi
axy + axxo = b }
ot?xl + OCSXQ =1t [’

—1
X1 | ar a b
ul=le @l V] (2

bududi je ovo Cramerov sustav, determinanta sustava je razli¢ita od nule, naime,

(11)

a njegovo rjesenje je

ag an

0 0
0 0 = alaz — azal = 1, (13)
oy 0

jer smo uvazili (9). Zbog (13) inverzna matrica ima cjelobrojne elemente, dakle
0
X1 - (053 —ay b
-l ] as

b an

t o

ay b‘

ili

X = Otgbfazt:

; (15a)

0o (15b)

Xy = fa?b +at =

Lako se provjeriti da su (15a) i (15b) komponente rjesenja od (8), ako se uvazi (9).
Nadalje moZe se dokazati da je to rjeSenje jedinstveno, uz uvjet da M(a;,az) | b.
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Vratimo se na sredenu diofantsku jednadzbu

a\x; +axy+ ...+ ayx, = b, (16)
gdje je b # 0 i M(ay,ay,...,a,,b) = 1. Ona, zapravo, predstavlja hiperravninu u E"
prostoru, pa to¢ka T(x1,x2,...,%,) € Z" u toj hiperravnini ima n — 1 stupanj slobode, a

to znaci da se moZe proizvoljno izabrati n — 1 koordinatu te tocke, no mogu se naci sve
tocke na toj hiperravnini ¢ije su koordinate cjelobrojne, pa ¢emo njih, odnosno parametre,

oznaliti s t1,t,...,t,—1 € Z. Dakle dobivamo sustav jednadZzbi
X1 = N
X2 = b
(17
Xn—1 = Ih—1
aixy + axxy + ... + Ap_1Xn—1 + ayx, = b

Sustav (17) je Cramerov, jer mu je determinanta sustava

1 o ... 0 0

0 1 ... 0 0
D= =a,#0

0 0 1 0

ag an a1 ay

Ako je
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 153 0 0 0
D= : T : : : : D

0 o ... 0 th_1 0 1 0
aq an e a1 b it e an—1 ay

tada su komponente rjeSenja sustava (17) racionalne i dane s x; = D;/D, dakle opcenito
x; € Z kada D; nije djeljivo s D za svaki i = 1,2,...,n. Prema tome parametrizacija
(17) opé€enito nije dobra. Moramo postici takvu parametrizaciju da je determinanta sustava
D =1, onda ¢e biti x; € Z. Prema tome postavljamo parametrizaciju

Xy =1
Xy =1
(18)
Xp—2 =12
Olp—1Xp—1 + OpXp = In—1
axy +axs+ ...+ Q1 Xp—1 +apx, =b

Neka je determinanta tog sustava

1 o ... 0 0 0
o 1 ... 0 0 0
D= : =1,
0 O 1 0 0
0 O 0 Oy 1 O
aq an an—2 an—1 ay
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Olp—1 Oy
an—1 ay

D= , (19)

a zvat ¢emo je pomocna diofantska jednadzba s nepoznanicama ¢, , o, . No, da bi ona
postojala mora biti

M(an—laan) =1, (20)
dakle ako je
M(a17a27~-~7an):M(anflvan): 1 (21)
i
apCy—1 — ap—10 = 17 (22)

sustav (18) ima rjeSenje. Ve¢ smo pokazali da jednadzba (22) ima rjeSenje po o,—; i ¢,
pa neka je jedno partikularno rjesenje (e, a?). Sto ako je M(a,_1,a,) # 1? U tom
slu¢aju mora postojati i i j (i # j), tako da je M(a;,a;) = 1, jer kada to ne bi bilo onda
bi dobili M(ay,as,...,a,) # 1, ato je kontradikcija, jer M(ay,az, .. .,a,) = 1 je nuZan
uvjet da sredena diofantska jednadZba ima rjeSenje. Dakle, ako je M(a,—1,a,) # 1, uvijek
moZemo preraspodijeliti sumande u (16), tako da za koeficijente zadnja dva sumanda bude
M(ai, a,) =1.
Na osnovu iznesenog zaklju¢ujemo da je za sredenu diofantsku jednadZbu (16) nuZan
i dovoljan uvjet dan s
M(ay,az, ... a,,b) =1, (23)
a nuZan i dovoljan uvjet za parametrizaciju te jednadzbe (odnosno postojanje rjesenja), u
oblik (18), je
M(ay,az,...,ay) = M(ay—1,a,) = 1. (24)
Ocigledno je da se ovi uvjeti o rjeSivosti i parametrizaciji sredene diofantske jednadZbe
mogu prikazati i u obliku implikacije

n
M(ai,a, ... a) =1 = [ M(a;,q;) — 1) =0. (25)
i
Pretpostavimo da smo nasli &), i of tako da je D = 1, odnosno da je a,a’_; —
an_la,g = 1, pa sustav (18) mozemo pisati u matri¢noj formi

- . - 4 -1 r .

X1 1 o ... 0 0 0 I

X2 0 1 A 0 0 0 15

: — : . A : . : . : . (26)
Xn—2 0 0 - 1 0 0 th—2
Xn—1 0 0 A 0 OC,?_I OC,? th—1

Xn | a1 a2 ... ay2 Q-1 Gy | . b ]

Sada je glavni problem invertiranje matrice sustava. Prije nego Sto predemo na to, re-
cimo jo§ kako se invertira matrica rastavljanjem na blokove. Uzmimo da je A kvadratna

regularna matrica n-tog reda. Treba naé¢i matricu B = A~! takvu da je

AB=BA =1. (27)
U tu svrhu matrice A, B i I razbijamo u blokove, tako da (27) poprima oblik
A An Bii Bz L O
. = , 28
[ Ay Ax ] [ By Bxn } [ O, b ] (28)

gdje su I, i I jedini¢ne matrice reda m odnosno reda (n—m); O i O, su nul-matrice
(svi su elementi 0) reda m x (n —m) odnosno reda (n —m) x m. Lako se vidi da (28)
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ima smisla ako su Aj;, By i I; kvadratne matrice istog reda, dakle m, a odatle slijedi
da su Ay, By, I kvadratne matrice reda (n —m). Iz (28) se dobivaju sljedede relacije

AnBi +ApBy =1,

A B +ApBy = 0y,

A21B11 +AxnBy = 0

A By +AnByn = b,

a odatle se lako dobiju veze
By = (A — ApAy'Ay)~

By = —BnApAy,
By = —A5'Ax By,

By =A% — A5, Ay Ba.

1
’

(29)
(30)
(3D)
(32)

(33)
(34)
(35)
(36)

Mora se pretpostaviti, da su matrice Ay i Aj; — A12A;21A21 regularne, da bi postupak
rjeSavanja matricnih jednadzbi od (29) do (32) bio mogué. U naSem slucaju, kako se vidi

iz (26), zgodno je uzeti
An = I,

Ap = Oy—23,

0
Ay = [ ]»
ay an an—2

0
o o
A22 — n—1 n .
an—1 an

_ -1 _
Dakle By = (Ii—2 — Oy—22A%'A21) =1 =15,
By =1, 2,

—1
By = 1,200,274,

ili

By = 0,22,
0 071!
a a
_ —1
By =—| " " Az B
ap—1 ap
- a, —o 00...
= - 0
—Qp—1 O, a ay ...
ili
oc,?al Ot,?az
By = 0 0
—0_a1 =0y a2
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0
O, an—2
0
— 0, _1an-2

|

(37)
(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)



i konacno By = Ay,' — Ay'A2 0,2, ili

0
apn -
By = A (44)
Ako se uvaze formule od (41) do (44), tada (26) prima oblik
] [ 1 0 0 0 0 17" n
X 0 1 0 0 0 b
o | 0 0 1 0 0 fa
Xp—1 day ay oda,_» o, —a faet
B | —ala;  —oa; —day—r —0y A, | b
(45)

Ove rezultate ¢emo iskazati u obliku teorema, gdje ¢emo u (45) malo drugadije ispi-
sati zadnja dva retka matrice kao produkte skalara i jednorednih matrica, odnosno inverz
matrice drugog reda kako se vidi u (46), s time da oznacavamo jedini¢nu matricu i ma-
tricu nula, a to smo napravili zbog lakSeg pamcenja naseg algoritma, s time da kazemo
da za primjenu na raCunalu moramo koristiti oblik (45) da bi dobili komponente rjeSenja
zadane jednadZbe.

Teorem 4. (Diofant) Dana je sredena opcéa linearna diofantska jednadiba ax, +
axy; + ...+ apx, = b, dakle M(ay,az,...,a,,b) = M(ay,az,...,a,) = 1 (b # 0)
i neka je M(ay—1,a,) = 1. Ako to nije, onda se lanovi jednadzbe mogu prerasporediti,
tako da za zadnja dva koeficijenta to vrijedi. Nadalje, (0 |, a0) je partikularno rjesenje

s . . v O — a, . P
pomocne diofantske jednadibe D = a" : a" = 1, pa je opce rjesenje dano s
n—1 n
matricnom vezom
S S
X2 15}
I, Op—25
—1
= Alay ay ... ay_2] Oc,?_l o (46)
Xpn— 0 th—
n—2 —affa; az ... an—2] ay—1  ap n—2
Xn—1 th—1
- x” - - b -
ili respektivno s komponentama
X1 =1
X2 =10
(46a)

Xp—2 = Ih—2
X =l —a’
n—1 = 0 (a1t + artr + ...+ ap_oty_2) + apty—1 — )
Xy = 00 (a1ty + asty + ...+ @y oty 2) — Gp_1ta_1 + Ozg_lb

n—1

0
1 an
1

0 71
. . o . . T Caq
Napomena 1. Matricu [ a”* ] u (46) nismo invertirali iz mnemotehnickih
n— n

razloga.
Sada ¢emo na nekoliko primjera primijeniti algoritam (46) i (46a).
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Zadatak 1. RijeSiti diofantsku jednadzbu
Tx1 — S5xp + 11x3 4 3x4 — 2x5 = 4. 47)

Rjesenje. Buduéi je M(7,—5,11,3,-2) = M(7,-5,11,3,-2,4) = M(3,-2) = 1,
§to znaci da jednadZba ima rjeSenje. Lako se pokaZe da je (1, —1) partikularno rjeSenje

pomocéne diofantske jednadzbe O§4 0652 =1.Dakle, f =1 i af = —1, pa ako se
te vrijednosti uvrste u (46) slijedi
X1 i 151
X3 I 032 15
x| =| (=D[7 =511 SR T no|, (48
x4 (D)7 =511 [ 3 2 ] 1y
X5 i 4
ili ]
X1 1 0 0 0 0 1
X2 0 1 0 0 0 1%}
w =l 0o o 1 0 o 6ol (49)
X4 -7 5 —-11 -2 1 14
X5 -7 5 -—-11 -3 1 4

gdje to vrijedi za Vt, tp, 13, t4 € Z. No iz (49) vidi se da se mogu ispisati i komponente
rjeSenja diofantske jednadzbe (47), dakle: x; =t1, xo = th, X3 =13, x4 = —7t1+5t, —
113 — 2t4 + 4, x5 = —T11+5t, — 1113 — 314 + 4. Npr., ako je za specijalni slucaj
th =th =t3 =1t = 1,tadajex; = x =x3 =1;x4 = —11; x5 = —12; pase
lako provjeridaje (1,1,1,—11,—12) partikularno rjeSenje zadane jednadZzbe. Jasno je da
se mogu varirati parametri #; (i = 1,2,3,4) preko skupa Z i uvijek ée uredena petorka
(x1,x2, X3, X4, x5) zadovoljavati danu jednadzbu.

Zadatak 2. RijeSiti diofantsku jednadZbu
3x1 — 5xp +3x3 +9x4 = 1. (50)
Rjesenje.  Jednadzba je sredena jer je M(3,-5,3,9,1) = 1, a ima i rjeSenje jer
je M(3,-5,3,9) = 1. No, ne moZe se direktno parametrizirati zbog, M(a,—1,a,) =

M(3,9) = 3 # 1, veé je moramo prerasporediti (postoje i druge moguénosti). Dakle,
neka je

3x34+9x4 +3x — Sxp =1, (51)
paje M(3,5) = 1. Partikularno rjeSenje pomocne diofantske jednadzbe Oél fzS =1
je (—=2,3) dakle o) = —2 i &) = 3. Na osnovu iznesenog matri¢no rjeSenje jednadzbe
(51) je

" i I 02, ;1
fl‘ = | 339 [ 2 3 ]“ .
X L 2[39] 3 =5 1
ili _

X3 1 0 0 0 151

X4 - 0 1 0 0 15

X1 19 27 -5 =3 |’

X2 | 6 18 -3 =2 1
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a odatle su komponente rjeSenja:
X1 =9 +27t, — 5t —3, x, =6t +18t, =33 —2, x3=1, x4=10. (52)
Ako je t) =1, = 13 = 0, iz (52) slijedi partikularno rjeSenje (—3,—2,0,0). Sli¢no se
zat; =t =13 = 1 dobije (28,19,1,1),ilinpr.za y = —1, 1, = 1, 3 = 6 imamo ure-
denu &etvorku (—15, -8, —1, 1). Svakako, da nuZnost to¢nog rjeSenja slijedi ako se veze

(52) uvrste u (51), a koje zadovoljavaju tu jednadZbu, i onda je pogotovo zadovoljavaju
ovi specijalni slucajevi.

Napomena 1. Lagano bi se rijeSila i homogena (b = 0) opca diofantska jednadzba
oblika ajx; + axx, + ... + aux, = 0, gdje je postupak gotovo isti kao i u prijaSnjem
slucaju.

Sada ¢emo se malo pozabaviti primjenom rjeSenja opce linearne diofantske jednadzbe
na dokazivanje nekih ¢injenica koje nisu a priori jasne.

Zadatak 3. Svaki cijeli broj moZe se prikazati kao linearna cjelobrojna kombinacija
barem dva prosta i medusobno razli¢ita broja. (Generalizacija!)

Rjesenje. Nekaje P = {2,3,5,7,...} skup prostih brojeva. Zadatak kaZe za Va € Z,
edje je p1, p2, p3s--- €EP, X1, X2, ..., X, €Z (n > 2), vrijedi relacija
P1X1 —i—pzxz—i—...—i—pnxn = d. (53)

Bududi je M(p1,p2,-..,Pnsa) = M(p1,pay...,pn) = M(pp—1,pn) = 1, a to je nuzan
uvjet da (53) ima rjeSenje (x1,x2,...,x,) € Z", pa je time tvrdnja zadatka u potpunosti
dokazana.

Generalizacija: p{'x; +p3’x2 + ... +p%x, = a, gdje je a1, &, ..., o, € N.

Zadatak 4. Na koliko nacina mozemo posudu od 100 I napuniti posudamaod 311 51?

Rjesenje. Dakle trazimo x;, x, € NU {0}, takodaje x; -3 14+ x,-51= 1001, ili
jednostavnije
3x1 + 5x, = 100. (54)

Buduéi je M(3,5,100) = M(3,5) = 1, iz (54) slijedi
] [3 57 '[wo] [ 2 -5 100
x | |1 2 t | -1 3 t ’

x; =200 —5¢, xo = —100+ 3¢. (55)

Bududi je x1, xp > 0, tada je 200 —5¢ > 0 1 —100+ 3¢ > 0, a odatle slijedi t = 34, 35,
36, 37, 38, 39, 40, dakle postoji 7 rjeSenja, tj. posuda od 100 1 moZe se napuniti pomocu
posuda od 311 51 na 7 nacina. Konkretna rjeSenja su (30,2), (25,5), (20,8), (15,11),
(10,14), (5,17), (0,20).

ili

Zadatak 5. Na koliko se nac¢ina moze proizvod, Cija je cijena 26 €, kupiti pomocu
novéanicaod 2 €, 5 € i 10 € bez ostatka?
Rjesenje. 1z uvjeta zadatka imamo jednadzbu 2x; + 5x, + 10x3 = 26. Bududi je
M(5,10) =5 # 1, tada slijedi preraspodjela, pa éemo rijesiti jednadzbu
10x3 4 2x; + 5xp = 26. (56)
Iz (56) dobivamo matri¢nu jednadZbu
-1

X3 1 0 O 4
X1 = 0o 1 2 1)
X2 10 2 5 26
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X3 1 0 0 131
v | =] 20 5 =2 no|,
X —-10 -2 1 26

dakle rjesenjs je
x; =20t + 5t — 52, xp = —10t; — 21, +26, x3 =1,. (57)

Bududi da se trazi xj, x», x3 > 0, iz relacija (53) slijede nejednakosti 20¢; + 5¢, > 52,
10¢; + 28, < 26, t; > 0, a ti su uvjeti zadovoljeni ako je 1 =01 7, € {11,12,13},ili
akoje rp = 1 i, € {7,8}, te napokon t; = 2 i 1, = 3, pa ako te vrijednosti uvrsti-
mo u (57) dobivamo rjesenja (3,4,0), (8,2,0), (13,0,0), (3,2,1), (8,0,1), (3,0,2) s
nenegativnim komponentama. Dakle, proizvod moZemo kupiti bez ostatka na 6 nacina.
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