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SaﬂaHI/I Ca pacrmopeammma 6pojeBa
Bepsuja 2.0: 9.6.2016.

Lywan bByxuh

. llato je n € N. Bpojesu 1,2,...,n cy pacnopebern mo Kpyry Ttaxko ma 30uUp HUKOja TpuU

cycenna Huje Behu on S. Konuko najuame moxke outu S 3a n = 97

Har je npuponan 6poj n. Koauko majBume nucjyHKTHUX mapoBa esneMeHara ckymna {1,2,
...,n} MOKe na ce omabepe TAKO ma Cy 30UpoBM y mapoBuMa pasznmuuty u He Behu o n?

. Har je npupoman 6poj n. I[locmarpajmo cse Tpojke (a,b,¢) Pa3nIuUUTUX TPUPOAHUX OPO-

jeBa ca a+ b+ c=n. Hahu majsehu moryhum 6poj TakBUX TPOjKM KOje ce MOry m3abparu
TaKO Mla HUKOje IOBe HeMajy 3ajeTHUYKU €JIEMEHT.

. llokazatm nma mocToju OECKOHAYHO MHOTO IPUPOMHUX OpojeBa M TAKBUX Oa ce OpojeBu

1,2,...,3n Mory pacmopemuTu y mojpa Tabiaumme 3 X n TAKO Oa je Yy CBaKOj BpCTU 30up
OpojeBa jemHar u mesmuB ca 6, 1 y CBakKOj KOJIOHU je 30up OpojeBa jenHak m mespuB ca 6.

. Ha gpyry je maro n tauaka o3Hauvenux OpojeBuma 1,2 ...,n. Koamko mma sykoBa ca

KpajeBuMa y IaTUM TadyKaMa TAKBUX Ia Cy CBE Tauke y YHYTDAIIBOCTU JyKa (aKo ux
rMa) o3HauveHe OpOojeBMMa MamUM O OHUX HA KpajeBuMa?

. Mory nmu ce 6pojeBu om 1 mo 25 pacmopeauTy MO KPYry TakKO Aa 30Up Ma KOjUX TET

Y3aCTONHUX faje ocrarak 1 wiuu 4 npu nessemy ca 5?7

Ioxkazatu na ce 6pojeBu 1,2,...,2013 He Mory pacmopennuTy IO KPyry TaKO Oa 33 CBaKa
nmBa cycemHa Opoja x,y Baxu 503 < |z — y| < 1005.

. Har je mpupomaun 6poj n. 3a KOjy mepMyTanujy dai,as,...,a, opojesa 1,2 ..., n je 36up

S =ajas +asaz + -+ + ap—1a, + anar (a) vajsehu; (6) majmamu?

. 3a koje n je moryhe pacmopenury n pa3indyuTuX OPOjeBa y TEMEHUMA ITPABUIHOT 7N-yTia,

Tako ma, kan rox cy A, B u C pasaumunra TemeHa 3a koja je AB = AC, 6poj vy A je umm
Behu ox 06a 6poja y B u C, nau mawu ox oba?

Osumaunmo N = 1000!. Mory au ce 6pojesu 1,2,..., N pacnopenuru mo Kpyry Tako ma ce
y cMepy KasaJbKe Ha cary cBaku Opoj mobuja yBehasawmem mperxomuor 3a 17 mum 28 mo
momyiny N7

3a koje n je moryhe pacnopemuru n pa3anyuTux OpojeBa IO KPYyry Tako Ia je CBaku Opoj
Behn ox mapemuux 100 (y cMepy kazajke Ha caTy) wiud Mamu on Hapemaux 100, anm ma
ce TO CBOjCcTBO Irybm Gpucamem 6mio kor 6poja’?

Mory nu ce y moma tabmume 2002 x 2002 youcaTu 6pojesu 1,2, .. .,20022 Tako ma, 33 CBaKO
oJb€e, ¥ BPCTU WJM KOJOHUW KOja CaAAP:KU TO MOJLE MOCTOje TPpU Opoja oI KOjux je jeman
Ipom3BOI Apyra asa?’

Y noma Tabnune 8 X 8 ynucauu cy 6pojesu 1,2,...,64 Tako na y cy cBakoj BpcTu (cieBa
HAECHO) W CBakoj KoJoHU (0mosro Hamose) Gpojesu y pacryhem moperky. Jlokasatu ma
30up OpojeBa Ha CIOPeNHOj AujaroHaau Huje Mamu omx 204.

Bpojesu 1,2,...,n? pacnopebern cy no kpyry (n € N). Y cBakoMm KOpaky Memajy mMecTa
HEKa ABa cycenHa Opoja KOjU paHuje HUCY MEHmaju MecTa. AKO je M3BPIIEHO He BUIIE O
n3/100 KOpaka, MOKA3aTU Aa MOKE Oa Ce U3BPIIU jOIUI jeTaH.

Bpojesu ox 1 mo n? cy mpomsBosmHO pacnopebenwm y moma Tabmume n x n (n > 2). 3a
CBakKu map OpojeBa y MCTOj BECTU WM KOJIOHU U3PAUYHAT je KOJIUYHUK NPU Aebemny Beher
u Mamer. Kapaxmepucmuxa tabnune je majmamu on osux n’(n — 1) xomumunuka. Koja je
majseha moryha Bpemsoct kapakrepuctuke?
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Y mosma Tabaune 10 x 10 ymucanu cy 6pojesu 1,2,...,100 Ttako na 30up HUKOja IBa CyceqHA
(ca 3ajemuuuroMm crpanunoMm) auje Behwu on S. Komuko majmame moske ourm S?

Hat je npuponan 6poj n > 3, u n + 1 Tavyaka Ha KPYyr'y KOje ra IeJjie Ha JYKOBE jeTHAKE
nysxure. [locmarpajmo cBa moryha o3mauaBama oBuX Tadaka Opojesmma 0,1,...,n, rme
Cce CBakKa O3HAKA KOPUCTU TAYHO jeTHOM; IBa TAKBA O3HAUABAWa CMAaTPajy Ce UCTUM aKO
ce jemHO MOKe MOOWMTH M3 APYror porupameMm kpyra. O3HavaBame Ce HA3UBA AENUM AKO,
3a cBake ueTupu O3HaKe a < b < ¢ < d 3a koje je a +d = b+ ¢, TeruBa KOja cmaja Tadke
o3HAUEHE ca a U d He cevue TeTUBY KOja CIaja Tadyke O3HAUEHe ca b U cC.

Heka je M 6poj nenux o3nauasama, a N 6poj ypebenux naposa (x,y) npupoaaux 6pojesa
rakBux ga je x +y < nu H3(x,y) = 1. Hokasatu na je M = N + 1.

Pemema

. Heka je aj,aq,...,a, nepmyranuja 6pojeBa 1,2,...,n u s = ag + ax+1 + ar2. Karo je

Sk — Sp+1 = ap — agy3 # 0, 6ap jeman meby sg,spy1 Huje Behm om S — 1. Tarobe, me
MOXKE A BAXKU Sk = Sk42 = Sgtd = O U Skl = Sk4+3 = Sgpts5 = S — 1, jep 6u Tanma 6mio
ar = aptye. Harae, sg + Sp+1 + -+ + Spys < 65 — 4. Cabupamem o cBuM k mnobujamo
In(n+1) =18(ar + -+ + a,) < n(6S — 4), onarne je § > 3 rj. § > [3L6]

3an=9 jeminS =16 u moctwke ce 3a pacmnopen 1,6,7,2,5,8,3,4,9.

. Hexa jep z 6poj maposa. Ilomro cy mucjyakrHm, 30up S cBuX 2z elemMeHaTa y HBUMA je

Gap 1+2+4---+2x = x2(2¢+1). C mpyre crpane, S <n+((n—-1)+---+(n+1— x)—m

jep cy 36uposu y muMa paznauuntu u He Behim on n. Cremnn na je 2x(2zx+1) < z(2n+1—x),
2n—1
Tj. v < ==

IlaheMo mpuMep ca TadvHO [2”5_1] mapoBa. 3a n = 5k + 3 moske ce omabparu % =2k+1
mapoBa:
map | 2k+2|2k+3 ... |3k+1|3k+2|3k+3|...|4k+1|4k+2
o ] O Dl e i O Bl
36np\4k+2\4k+1\...\3k+3\5k+3\5k+2\...\4k+4\4k+3\
Vcra korcTpyknuja pama u 3a n € {5k+4,5k+5}. Hpumep 2%-L = 2k maposa zan = 5k+1

Moske ce mobutu GpucameM mapa (3k+ 2,2k + 1) u yMaH,I/IBaH,eM TPBOT €JIEMEHTa CBAKOT
mpeocraJsior napa 3a 1. Vcra koHCTpyRmuja pagu 3a n = 5k + 2.

. Heka tpojke (a;,b;,¢;), i = 1,2,...,k 3an0BosbaBajy ycioBe 3aJaTKa. 30UD CBUX eJeMeHATa
a;,b; 1 ¢; jemnaxk je kn; ¢ npyre crpase, oH Huje Mamu ox 1+2+---+ 3k = w, OaKJIe
je 3(3k+1) < 2n, 1j. k< 253,

Oxarosop je ynpaso kpmas = [2"9_3], IMITO MOKa3yjy ciaenehim mpumepu:
n>2Mm-3=k=>2m-—1: (i,4m — 2i,n —4dm + )", U
(m+i,4m —2i — Ln+1—5m 4 i)™
>Im+2=%k>=2m: (i,4m+1—-2i,n—1—4dm+ ), U
(m+i,d4m+2—2i,n—2—5m+ )" ,.

. 3a moyerak, mo ycioBy 3ajarka ‘EEoodn — "(S’QLH) p Li2tedin 3(3’;“) Cy mesuBu ca
6, omakie caenu n =9 (mod 12).
3an =3" (m € N) nponahu hiemo pacnopen 6pojesa 1,...,3n y IpaBOyraoHUK 3 X 1 TAKO

[la CBE BPCTE MMAajy UCTU 30Up U CBe KojoHe mMmajy uctu 36up. Camum tuM, 3a 2 | m oBaj
pacnopen he 3aI0BOBUTU U YCIOB AEeHUBOCTU ca 6.

3a m = 1 :kemenu pacrnopen je marunuau kaapar 3x 3. Heka 3a meko m > 1 umamo skesbeHu
pacmopen ca Bpcrama V™, V" Vi, Tanma 3a m + 1 KOHCTpYHUIIEMO pacIopen ca BpcTaMma
Vvlm+1 Vm+1 Vm+1’ rme je Vm+1 (Vm ( _ 1)3m+1’ V'zm + i3m+1, ‘/im + (’L + 1)3m+1), npu
yeMy ce cabupa mo MOIYIy 3m+2.
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IorazaheMmo MHAYKIMjOM Ja TaKBUX JyKOBa MMa TadHo 2n—2. 3a n = 3 tBpDheme je TayHO;
IPETIOCTABUMO A4 OHO BaXKU 32 N U JOKaKUMO ra 3a n+1. [lo mEaykrrBHO] mpeTrnocTaBiy,
6poj mocMaTpaHuX JYyKOBa O3HAUYEHUX Taukama 2,3,...,n+ 1 je tauno 2n — 2. OcuMm wux,
[OCTOje jom caMo mBa JyKa ca jemHuM KpajeMm o3HadeHuM OpojeM 1 (u Ha muma HeMa
IPYTUX Tauvaka), unMe je TBpbheme nokasano.

. He mory. IlpermocraBuMoO CympoTHO, naa je€ ai,as,..., 05 *kKebeHu pacumopen. llomemanmo

OpojeBe Ha 5 Tpyna o4 mo 5 3a peaoM. Y CBakoj rpynu 30up je +1 mo moxayay 5, amu 36up
cBux 25 6pojesa je nemus ca 5. Cuenu na csux b rpyna majy uctu ocrarak (1 umu —1) npu
mememy ca b, Tj. S; =55 (mod 5) 3ai=j (mod 5), rme je S; = a;+aip1+aiy2+ai13+aita
(unmexcu cy mo mMomyiy 25).

3a cBako i mmamo mse moryhmoctm: (1°) S;11 = S; mam (2°) S;p1 = —S; (mod 5). Y
cayuajy (1°) mmamo a; = a5 = @110 = Ait15 = ai120 (mod 5), mok y (2°) Bawky a;15—a; =
£2 (mod 5), na a;, a;+5,@it+10, Qi+15, G420 YAHE IOTIYH CUCTEM OCTATAKA IO MOIYILY 5.

Kako meby 6pojeBuma 1,2, ...,25 wema mect OpojeBa ca UMCTUM OCTATKOM IPU JEJbEEHY Ca
5, memoryhe je ma ce y mcrom pacnopeny OpojeBa mojaBe oba cayuaja. C mpyre crpase,
Huje Moryhie Hu ma 3a cBako ¢ Baxku ciyuaj (2°), jep je y cymporHoM S; = —S; = S3 =
-+ =—8; = -5 (mod 5). IIpema Tome, 3a cBako ¢ Basku (1°), Tj. a;45 = a; (mod 5). Ann
Tana ce mehy OpojeBuMa a1, ds, ..., G5 MOjaBIbYjy CBU OCTAIM IO MOILYJIY D, & HUXOB 30up
je memuB ca b, MTO je KOHPAIUKIM]A.

. IIpernocrasumo na je moryhe. ITomemumo 6pojese Ha asa cryma: A = {504,505, ...,1510}

u B=1{1,2,...,503,1511,1512,...,2013}. IlBa enemenra ckyna B He MOry GuTHU CycenHa.
Ocum Tora, 6pojesu 504 u 1510, koju nexke y A, HuCy cycemuu m mMajy 0ap MO jeqHOr
cycena n3 A. Cnemn nma je 1007 = |A| > |B| 4+ 2 = 1008, koHTpaaukmja.

. Osmaummo Gpojese ca ay,asg, ..., a4, Y CMEpPY Ka3ajbpke Ha caTy. [locMarpajMo HEKU mesuiialg

d | n, d < n. Heka je Ge3 cMamema ONINTOCTA 41 > G144. 1aka je mo ycioBy 3amaTKa
a14d < G124 > 143¢ < -+ (MEIEKCH Cy MO MOIYNY 1), Tj. Q14kd > G14(k+1)d 38 TapHO k 1
a14kd < @14 (k4+1)d 32 Henmapuo k. Tako 3a k = 4 3akmyuyjemo na % mopa dutu napuo. To
BaskU 3a cBe d, Tj. cBu meamorny Opoja n Behw on 1 cy mapHwm, mrTo 3HAYM Oa je N CTEneH
IBOJKE.

[Mokaxumo ma je 3a n = 2F moryhe pacnopemuru 6pojese 1,2, ..., n Ha TpaKeH HAYMH. 32
k <1 1o je oumrsmenuno. Heka je k > 1: mo MHAYKTUBHO] IPETHOCTABIN MOCTOJU PACIOPEN
ai,as,...,a,/9 6pojesa 1,2,..., % (y cMepy Ka3zaJbke Ha CaTy) Ca TPasKEHHM CBOjCTBOM.
Jlako ce mpoBepaBa Ja TalJa PACHOPeN di,a1 + %,02,a2 + 5,...,0n/2,0n/2 + 5 OpOjeBa
1,2,...,n uma TpaKeHO CBOjCTBO.

. IIpermocraBumo na Takas pacmopen nocroju. Ako ce cienbenur Opoja k mobuja omeparm-

jom 428 (Tj. momaBamewm 28), onzma ce u ciaendenur Gpoja k + 11 mobuja omepamumjom +28;
aHAJIOTHO, NCTO Baku u 3a Opojese k + 22,k 4+ 33,..., Tj. 3a cBe OpojeBe KOHI'DYEHTHE
o6pojy k mo momymy 11.

Meby 12 6pojeBa 3a pemoM Ha KPYr'y HOCTOjeé ABA Ca MCTUM OCTATKOM IIPU IEJLEHY Ca
11. Ilo mperxomHOM, TO MCTO BasKu U 3a OpojeBe Koju uM ciene uta. llpema Tome, HU3
omepaluja je mepuoauvaH ¢ HekuM mepuomom s He Behum om 11. Taro ce cBakm 6poj,
OpUMeHOM § onepanuja, ysehasa 3a ¢purcan 6poj M, 11s < M < 28s < 1000. Karo M | N,
OYeBmU OJ HEKor Opoja, Hakon sN/M omepamuja Gucmo omer mobuim mosasHu 6poOj,
KOHTPAAUKIN]a.

3oBeMoO Opoj Maaum axo je mamu onx Hapemaux 100, u Besukum y cynporHom. Ilper-
IOCTaBUMO 1a cy OpojeBu pacnopebenu Ha Tpaskenu Hauuwd. [lpe majmamer O6poja croju
6ap 100 Beaukux 6pojesBa (y onamajyhem moperky): Heka je OPBU O BUX T, 4 OAMAX IIPe
wera Masu 6poj y. [Hokymajmo ma n3bpumemo y. CBOjCTBO M3 3aJaTKa Ce HA OBAaj HAYUWH
ry6u 360r Hekor Opoja z mpe y: Tala MOpa OuTh z > Yy, Ha je z Beauku (HauMe, ako je z
Mamu of Y, OpucameM y oH 6u octao Mamu). Takobe z < z, jep Ou y CyIpOTHOM z OCTAO
BeJIMKM HakKOH Opucama y. Cuaemu na ce uameby z m x mamasm rayno 100 mamux Gpojesa,



11.

12.

13.

14.

15.

Mamux ox 0ba. Amasorno, npe mux ce namgazu 100 Beaukux 6pojeBa, 3aBPIIHO Ca z, UT.
OsBako ce cBu OpojeBu Ha Kpyry meie Ha rpyne o no 100 Maaux u BeJIUKUX HAUM3MEHUYHO,
na je n pesmpuBo ca 200.

Cana hemo matu mpumep TpaskeHor pacmopena Gpojesa 0,1,...,200k — 1. Bpojesu ox 0
no 100k — 1 6uhe manu, a ocranu Beauru. [IpBo mocraBumo masie 6pojeBe memuse ca k y
pactyhem mopetky (y cMepy Kazajbke Ha caTy); HOTOM BeJUKE mejbuBe ca k y omamajyhem
MOPETKY, [a MaJie KOHrpyeHTHe ca 1 mo Monyiay k y pactyheM, ma BeJUKe KOHIDYEHTHE Ca
1 y omamajyhem, urm.

He. ¥ 6ap jemnoj Bpctu u 6ap jenHoj koysoHu HeMa OpojeBa Mamux ox 2002, ma je y muMa
mpom3BOJ CBaka nBa Opoja Behu on 20022.

3a CBakKO MOJbe Ha CIHOPEAHO] AUjaroHAJW Ae(PUHUIINMO HErOBY KyKYy KAo CKYI MOJba -
PEKTHO W3HAJ WM OUPEKTHO JIEBO Ol Hera, ykbyuyjyhu u mera camor. Cpaka Kyka
CAIpyKM TAYHO 8 MOJba U CBAKE MBE KyKEe MMAjy TAYHO jeTHO 3ajeIHUUYKO mosre. Heka cy
a1 < ag < -+ < ag OpOjeBU HA CHOPENHO] mujaroHaau (He 0BABE3HO TUM DPEIOM).

3a k =1,...,8, 6poj a; HUje Mamu ox OpojeBa Ha Kykama OpojeBa aj,ds,...,ar. Tux
OpojeBa mMa yKymHO 8k, ajqu mpecemnu aBejy KyKa Ccy OpOjaHu ABAIYT, a HUX UMa TAUHO
(g) 3aTo je ap > 8k — (g) Canma je a; +ag +---+ag > 22:18]6— (g) =84+ 15+21+26+
30 4+ 33 4+ 35 4+ 36 = 204.

IIpeTmocTaBuMO 1a je KOoHauHA mo3unuja Oam 1,2,...,n% 1 cCIpoBeANMO KOpakKe OOPHYTHM

pemocienoMm moueB on me. KRazma mobemo mo “monaszme” mo3uruje, OpojeBu ¢ u i+ 1 cy
MEHaJII MeCTa TAYHO jemHOM 3a cBako i = 1,...,n% (n?+1=1).

Kanx rom nBa 6poja a n b memajy mecra, nonsyhu hemo oba. Tpeba nmorkaszatu ma je dmiio
6ap n®/50 momsravema. IIpermocrasumo cymporHo. Tama je mMehy HeKMX n y3acTOMHUX

Gpojesa, pemumo 1,2,...,n, 6umo me Bume ox n?/50 momBiauvema. Kako ce cBakm of
Gpojesa 1,2,...,n Morao momepuTu 3a Hajsumre n’/50 Mecta (Mame o1 YeTBPTUHE KpyTa),
a 6pojesu ¢ m i+ 1 (i = 1,...,n — 1) cy Memaan Mecra TAuHO jeqHOM, y “mosasHoj”

no3unuju je 6poj ¢ + 1 mpe Opoja i; mrra Bume, 3a ¢ < j, y “mosasunoj”’ mo3unuju je j
npe i. Anu momrTo je y “KOHA4YHO]” MO3UIMjU i IIpe j, YCIyT Cy OHU MOPAJU & MPOMEHE
mecra. llakie, cBaka mBa 6poja mMeDy 1,2,...,7n cy MemaJsa MecTa, mTo maje bap n? —n
[IOIBJIAYEH A, KOHTPA,AUKIA]A.

Osumaunvo ca C(A) rapakrepuctury Tabmume A. Bap msa om Gpojesa {n? —n,n% —n +

1,...,n%} cy y mcroj BpcTH M Gap ABa Cy y MCTOj KOJOHU, ma 6Gap jemad ox Ta aBa mapa
. . 27 27
mmje map (n? —n,n?). 3aro je C(A) < max{nzfn_H, 22—711} = 2L — ntl

C npyre cTpane, IOIYHUMO TabGIUIy Tako Aa je a;; =i+ n(j —i) (mod n?).

Y oBOM pacmopeny CBaka ABa O6poja y MCTOj BPCTHU MJIM KOJOHU Ce Pa3jnKyjy 3a 6ap n—1,
2
> n —1 — n+1.

u mpuroMm cy n? u n? —n+1y pazmuuanTuM BpcTaMa 1 KoJoHaMma, ma je C(A) Py -

IIpema Tome, oarosop je ”TH
Ha cnenehim maumu moskemo na koHcTpyumemo npumep ca S = 106: O60ojMo mosba MpHO U
Oeso momyT maxoBCKe Tabise, penom ymumumo 6pojese 1,2,...,50 na Gesa mosma, a oHIA
pemom 100,99, ...,51 ma upHa.

IIpernocraBumo na mocroju pacmnopen 3a koju je S < 105. Ilomenumo Tabnuiy Ha mer
XOPU30HTAJIHUX MIPABOYTAOHUKA 2 X 10, OMHOCHO Ha IeT BEPTUKAJIHUX IpaBoyraonuka 10 x 2
- HazBalleMO OBe IPABOYTraOHUKE XOPU3OHTAJIHUM U BEPTUKAIHUM NOJACUMG. Y TUCYjMO
opojese 100,99,98,... pemoM cBe OO MOMEHTa KaJa y CBAKOM BEPTUKAJIHOM MOjaCy, UAU Y
CBAKOM XOPHM3O0HTAJJIHOM, ocToju Oap jeman Opoj. Heka je mocimenmu ynucanu Opoj n.

IIpernocraBumo na je n < 68. Kako 6ap jenan XOpU30HTAJAH U jeIaH BEPTUKAJIAH [I0jacC HE
canp:ke HujenaH ox 6pojesa 68,...,100, cBu oBu OpojeBu cy y meny Tabiwuie O HajBUIIE
64 mo/ma KOju ce MOMKe MONeIUTH Ha OOMWHE, Ta Cy Oap [aBa O BUX CycemHa, a 30up
um je Behu om 105, mro je memoryhe. 3aro je n > 68 um Hukroja mBa mely OpojeBuma
n,n+1,...,100 sucy cycenHu.
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Ilasbe, aKO HEKU HIOpP. BePTUKAJIHU mojac canp:xku 10 OGpojeBa, OHIA CBAKU XOPU3OHTAJIHU
mojac Beh canpsxu 6ap mBa Opoja, cymporHo m3bopy 6poja n. Cienu ma cBaku mojac
canp:xu Hajuine 9 6pojesa. IIpumernmo cana ma ako Heku nojac canpxu k < 9 Hecyce nHUX
OpojeBa, oHma oBu OpojeBu mMajy 6ap k + 1 mpas3HmxX CcycemHuX IMOJba y HUCTOM TMOjacy.
3ato ykynad Opoj mpas3HUX [I0Jba CyCemHUX HEeKOM ox OpojeBa n,n + 1,...,100 vuje mamu
on (101 —n) +5 =106 —n. ¥ jemno onx Tux moJsma je ynucan 6poj He Mamu onx 106 —n, a 'y
CyCeIHOM TI0Jby OPOj HE MarU OI N, KOHTPAIUKIIN]A.

(a) Hera je aj,asg,...,a, TpakeHa OEePMyTaluja, U MPUTOM dni+; = ;. llpeTmocTaBUMO
Ja je a; > a; 38 HEKO 4,j. 3aMEHOM CeTMEHTAa Qj—1, i, Gitl,---,0j—1,0;,0j4+1 CETMEHTOM
Gi—1,0f,05—1,- -, 0i+1,0i, @41 30up S ce yBehaBa 3a a;_1a; + QiGj41 — Qi—10; — AjGj41 =

(aj—a;)(a;—1—aj+1), 1a 0BO He cMe OuTy o3uTUBHO. Jlakie, U3 a; > a; CIEMA G;—1 = Gjy1-

Heka je a1 = 1 u a, < ag (ocramu pacmopemu hie ce mobutu pPOTANUOM U CUMETPUjOM
osor). Tana je a; > aj 3ai=2,...,n, Ia je IO IPETXOAHOM G;_1 > G2, OJaKIe NOOUjaMO
as = 3; cau4HO je a, = 2. HacraBmajyhu oBaj mocTymak HaJa3uMO €0 pacmopem: TO je
1,3,5,7,...,6,4,2.

(6) OBaj meo 3amarka ce paiyd CIUYHO, a TpaskeHu pacuopex je l,n —1,3,n —3,5,n —
5...,n—4,4,n—2,2,n.

Heka cy a u b pasauuntu 6pojesu u3 {0,1,...,n}. Hazosumo (a,b)-pacnmopenom sen pac-
nopen y KoMme ¢y a u b penoMm necuu u jesu cycen 6poja 0. Hokazahemo na (a,b)-pacmopen
HOCTOjU aKO U caMo ako je u3n(a,b) =1 u a+b > n; mra Bue, aKO MOCTOjU, OH je jeIuH-
CTBEH.

Axo je a+ b <n, retuse [0,a + b] u [a,b] ce cery, na rana (a,b)-pacnopen He MOCTOjU.

Heka je cama a + b > n. Ilpermocrasumo ma je R jemau (a,b)-pacmopen. 3a mato ¢ €
{1,2,...,n} nepmammumo 2y = ¢ u, 3a k > 0,

zZr +a aKo je 2z <n — a;
Zk41 = zr — b aKo je zp >n—au 2z > b;
2z +a—b wunauge.

OBaj uu3 je mobpo medpumuumcan. Ilpmmerumo na 3a cBako k > 1 Baskm Oap jemHa of
jemaroctH 241 +0=2zx +a, 2k41 +b =2, +0 wnn 241 +0 = 2z, +a. Y cBakoMm ciayuajy,
o6pojeBu 0,2 1 zx+1 vy R aeke TuM pemoMm y cMepy Ka3aJsbke Ha cary. 10 3HAYM Oa ako Cy
OpojeBu 21, 29,...,2, PA3IAYUTA OI HYJIE, OHU C€ IOjaByjy y R TUM penoM HaKOH HyJe
(e 06aBe3HO KAO Yy3aCTOIHN).

(i) Axo je m3n(a,b) > 1, yamumo ¢ = 1. Tanma ce y Husy (z;) HUKAZI He mOjaBbyje HyJA,
mTo je HeMoryhe.

(ii) Hera je m3a(a,b) = 1. CraBumo ¢ = 0. Kaxro je zz41 = 2zr + a (mod a + b) ako je
zk+a < n, DOK je Yy CYIPOTHOM Zk4+1 = 2 + 2a (mod a+b), HU3 (Zk)k21 ce IIORJIala ca
HU30M KOju ce no0uje Kama ce M3 HU3a OCTATaka a,2a,3d,... IO MOAYIy a+ b usbaie
wnanosu Behu on n. Ilpema tome, z1,2a,...,2, je nepmyrammja ckyna {1,2,...,n},
ma je pacmopen R jemnosmauno onpeben.

Kako naposa (a,b) ca u3n(a,b) =1 u a+b>n nma tauso N + 1 (nokasxutre To!), oBUM je
JOKA3 33BPIICH.
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