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CtaTtunjarta nps. nat e o6jaBeHa BO cnucaHneTo MaTtemaTmnyKo-
Pu3nyku nnct Ha AM®PA Ha XpBaTcka 1959

Kvadar u neodredenoj analizi
STFEPAN SKARICA, Zagreh

1. Ako su a, b i ¢ mjerni brojevi kvadra, a Jd njegove dijagonale, onda jo a4+ 6%+ c2=d%
Traziti, da a, b, ¢ i 4 bida prirodni brojevi, Tnadi trafit rjefenja neodredene jednadZbe
X% Loy 4 2 = 2 RjeSenje te jednadZbe je osoome, ako su x, v, 2, ¢ relativoo prosu brojevi,
. j. ako im je najveca zajednitka mjera = 1. [z svakog osnovnog rjeSenja (X, Vi 20 800
dobijemn beskonacéno mnogoe necsnovaill (kr, kv, bz, k) za b — 1,2,3,. ...

Iz jednadibi: 3* + 42 = 5% 52 + 122 = 13* gnalszime odmah jedno osnovpoe rjelenje
gornje jednadibe 3* -+ 42 4 122 — 13%; 1sio tako iz jednadZbi 8% & 15% = 17% § 9* + ]2 = 152
dobivamy rjelenje (8,9,12, 17), a iz 9% | 122 = 152 i 152 + 202 = 25?2 rjefcnje (9, 12, 20, 25).
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Ako je dakle r(k® —[" = 5 (m+n?), onda iz identiteta: r® (R |2y p2 (D ENYE — p2 8 L [T)E
i 52 (m® — %)+ 5% (2mn)® = 2 (m® + 0%)% izlazi jednakost s (m?® —n%)? 4 52 2mm)R fr2 (2R =
= ¥ (hd 4 [N U posljedirem je primjeru r=35, k=2, =L 1=3, m=2, n=1

Kako na pr. iz 3 ¢ 4% 4 122 = 13% felazi: 13% —12% = 3% |- 42, 132 49 = 3% L 128
13232 =42 4 12%, za r =5 =1 iz gurnje jednakosti dobivamo tri nova rjelenja: (7, 24,
312, 313), (135, ?2, 104, 185), (64, 48, 39, 89). Iz svakog dakle rjedenja (@, b, ¢, d) neodr.
jednadibe x? 4 y2 4= z* = 12 dobivamo s pomoéu gt:rrnj-. jednakosti, uzevd r=s5m= 1, tri
nova {osn.) 1jelenja,

2 Broj (2k 4 1) 4 (21® je ncparan i oblika 4m + 1 pa je jednak razlici kvadrata
(2m 4 12— 2m)". pdje jo me = k¥ 4 [* -} k; odatle dobivamo identitet 2k 4 1)  (20)® 4+
R R =R B+ 1P Napr. k=1, [m=1, 2 4 22 4 62 = 72; k m 3,
d=12,7° 1 4% L 328 =33% k=0, | = 5, 1? - 102 4 50% = 512,

3. Ako lij-vu stranu identiteta (m*—n®)? 4= Zmw)* = (w® + 5% pomnofimo s 4 mat,
a despu sa (o o af)t— mt —p®)%, dobivamo identitet, Sto ga je dao Japanac Matsunago,
(mt =) o)t £ [2 (e —aT) em]? = (e L Na pr. m=2, n=1, 15% 4 16% 4
4 128 = 51,

4, a) Ako je g? 4 b = ¢2, onda je (2a =01+ [2{a + B)F + (26 —a)® = (3c). Tako se
dobiva identitet [2 (n® —=n® —mn)]® 4 [2.-::m'g —n? o 2] A (e —n® 0 = [3 (]
Mapr, m=8, =1, 110% 4 1582 + 31% = 1952,

B) Uz isti uviet a® +52=¢? jo (c—ail +fe—b2+fat+b—e) = (2c—a—b)%
odditle nam identicet (Z2a%E 4 fm—)" - Zaim—n)F = (n® b 30 —2mp®, Na pr. m =8,

=1.2% 4+ 7T+ 142 =512,

5. MnoZenjem lijevih i desnih strana identiteta: (a® — B2  (2ab)® = (a® + B3,
fe* —df)E 4 (2ed)? = (e 4 472 dobivamo identitet [(a® + &% (% e g2 o [2 od (af — B3 +
+ (4;:—!::;{}1 = [0 + B%) (P + AP, Napr. a=2, bm 1, cmdy d=3; 35¢ 4 723 4 061 = 1252,

Stwime li a=p, b=d=1, ¢ =g, posliednji identiter prelazi u Euler-ov [(p® + 1)
@ — 1P + [29(0* — 1)) + (dpg)® = [(p® + 1) (g* -+ D%

8. Ako obje strane poznatog identiteta (=® + %) (y? + 8% = (my + BB 4 l_'.xE F B)®
pomnofimo & 4, ixhel identiter (2? 4 B2 =2 =302 4 [2 (ay 4= B 4+ [2 (28 T By)F =
= (x® L BT 4t B Mapr (s Bv &) = (1,2, 3, 5); 207 - 26° - 22 = 20° | 147 4 227 = 305,
Ako permutiramo brojeve 1, 2, 3, 5, dobivame jod fetiri razlitite &ewvorke (19, 34, 2, 390,
{19, 26, 22, 39y, (13, 34, 14, 30, (1,2,2,3). To je stoga, Bro od 1.2.3.4 — 24 permutacije
elemenata =, 3,4 & po 8 njth diju iste brojeve. .

7. Dokizat Gemo, 41 idenoiet u todks 6. daje sva rjefenja neodredenc  jednadibe
e i L L

Ako je fetvorka (v, v, 7, ) osnovna, onda x, ¥ 1 = ne mogu bigl sva tri parni brojevi,
Uzmimo, di je samo jedan od njih, na pr. x, paran! Koako su onda ¥ i £ neparni, ¢ mora

B

biti paran broj, ali u tom sludaju ne mole postojati jednad®ba % & 22 = 2 — &%, jer Wi
1 1 ; .
onds u jednadZbi —{_1..-2 + 23 = 5 (1% —x% lijeva strana bila neparan, a desna paran broj.

Broj r ne modfe dl.kle biti paran, i stoga je od brojeva x, v i z jedan, na pr. ¥, neparan, a
M1z su parnii ¥ iz ne mogu biti neparni, jer i u ovom slufaju jednadEba 1}-‘3 e z* =yl
ne mode postojati s radoga, %o joj je desna strana djeljiva s 4, a lijeva nije. U jednadibi
¥4t ={+x)t—x) gdje su ¢ i ¥ neparni, a ¥ i z parni brojevi, oba su fiktora na
desnaj strani parni brojevi, a mora bitd: ¢4+ x = 2 (a? + B, t —x =2 (v + &N, jer je po-
znato, da suma kvadrata dvaju prirodnih biojeva sadrfava sameo fakiore oblika #% 4 3%, koji
se, ako su parni, mogu napisati u obliku 2 (u® & o®), Iz posliednjih dviju jednadibi izlazi
t=al By o B, x = PRyt =B Y b = (A (P 4 8 = [2(ey £ PENF +
+ [2 (a8 F By)

Brojeve e, B, vi & moZemo po volji odabrati; stoga neodredena jednad?ba x® 4 p3 4 2% m g2
ima eat ricienji. Zelimo i dobiti osnovao rjefenje, brojevi =, B, v i & moraju biti rel. prosti,
i o jedsn neparan, a tri parni brojevi, ili obrauto; taj je uvjer potreboan, ali nije dovoljan;
napr. zaag =1, =5 yv=3, § =2 izlazi neosnovno rjedenje 132 4 26% 4 26% = 392

B. Swi drugi identiteri, koji nijesu istovetni s identitetom u t, 6., samo su njegovi spe-
cijalni sluZijevi i ne diju sva rjefenja neodredene jednadibe x® + »3 4 2% = (2,
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Peiwferd, a) Identiter u t. 2. dobije se iz identitetz a t. &, ako s¢ urme: x =&+ 1,
=1L yv=1F& &=1 MNMe mofe dati s$va rjeienja, jer se samo dva od brojeva =, B3, E mogl
slobodno izabrari zbog vy = —1, 8= [.

b) i ose dobije identivet Matsunaga (o0 30, valja stavitd o = m?, B = wm, v = mn,
& = n% a predeznaoke 1 parnim Glanovima uzeti redom — 4. Ne daje sva rjeienja zbog

< fud.

¢) Identitet u t. 4. a) dobije se, ako se stavi a =m0, P=n, y=m—un, §=m,
a predznaci u prmm anovima redom — -, dok se identiter u . 4. by dobije za
&= =i, Boos oy =n, § =0, Ni jedan od njih ne daje sva ricienja.

d) Identiter o t. 5. izlazi z2a e =g, f=b, y=ad. §=D>0d i 22 red predznaka u
parnim Clmovima =, <. Lhog o8 = &y poe voljii se mogn izabrat i od brojeva o, B,y 8
a 1 fuler-ovom identiteru, gdje je @ = pg, B=4, v = 8 =1 samo dva.

¢} Identitet Desboves-a 4(p* + ¢*—s%2 + 4 [(p— 1 —¢* & plg— 3] + [l[g—5° —p*+
+dglp—sF = {3[(p—%+ ¢°] + 25 (p—g)}* dobije se iz identiteta u . 6. za x = p,
B=g—p+sy=¢g-4p=—s, §=g—s5 uzred predenaka u parnim flanovima -+, —. Ne
daje sva rjeienja, jer s¢ od brojeva &, B, v 1 4 mogu po volji uzer tri zhog & = v —e.

f) Catalan-ov identiter (a® 452+ ¢* + ab+betac)® =[la+ a4+ 0P + [b+ o)
a+ PP+t Fbhe—ah? Zlzizaa=a+ bt Brea y=0 §=¢ uz red pred-
znaka w pamim Elanovima 4, —, kad s¢ tako dobiveni i-:_lcmil:cl razdijeli sa 4. Ne daje sva
rjcienja zhog e =P 4+ v+ &

9, Pustimo iz vida geometrijsko #nadenje brojeva a, b, ¢ i d, koji zadovoljavaju neadre-
denu jednad?bu x® b v® 5 2w 21 Time otpadas zahtjev, da i brojevi buda prirodni, g
oni sada mogo bitl cijeli pozitivod 1 negativl brojevi pa 1 noale.

Ako je a® = B% L g% = d?, onda je | (L ay® + (& 60+ {4 ofF = (£ 45 pa vidime, da
je svakim rjefenjem gpomenure jednadibe odredeno 16 razliditih njexinih rjefenja, ali isto-
vernih po apsolutng) vrijednosti Slanova.

Neka je a* + b8 4 2= g2 IZ2 (p——ay® + (p — 0% + (p—&F = (p + d)* nalazimo
p=atbtetdipremitome b +etditlatetdit+latdbtdi=(a+b+ct+ 208

Iz riefenje (@, b, o, d) dobivamo dakle rje¥enje (2,8, v: 8 koje fe & pivim vezano relacijama
Al B

=6+ ¢4 d aw= by —=8
f=a-t+etd b=a4v—3

A ‘|'=ﬂ'='ﬂ"|—d B c=1+ﬁ—a
E=gdbiled 2d d=28—(a+ P+

S pomodu jednadibi A iz 16 Zewvorki (4 ay 4 by -, = 4y dobit {emo B rjefenja
jednudibe x* + v* -+ 2% = % koja se razlikuju po aps. vrijednosti Elanova, jer su u dva po
dva riefenia Slanovi protivol brojevi; na pr. iz Setvorke (@ b, ¢, ) dobije se Cetvorka [, By v 8
a iz fewvorke (—a,—by—¢,—d) Letvorka (—a,—B,—y,— &), Napr. iz (£5, £+ 2,
4 14, 4- 15 dobijemo iz A ovih § ricienja, uzetih pozitivno: (31, 34, 22, 51), (3, 6, 22, 23),
(1,4,8,9), (27,24, 8,37), (27,34, 18,47), (1,6,18,19), (3, 4,12, 13), (31,24, 12, 41).

Ako je @+ b ili @b ¢ ili b+ ¢ jednako d, po jedan Elan 1 dvije od onih 8 Zervorki
ce biti = 0y na pr. iz fervorki (1, 4,8, —9) i (— 1, 4, — 8,97 dobiju se fervorke (3,0,—4,—5)
P(5 0,12, 13 a to su vilo davne poznate trojke Pitagorinih brojeva.

Akojeabtd=bte,ilibtdmate iliecdd=a-b medu onih 8 Cervorki hit
¢e jedna opet (a,b, e, d), ako se ne oboziremo na predznake; na pr. iv (2,=—=3,—6,7) do-
biva se detvorka (—2,3,6, 7).

10. Dokazat ¢emo, da se iz trivijalnog rjeSenja (1,0,0, 1) jednadibe x® 4 y? 4 2% = 2
mog 5 pomodu jednadibi 4 dobiti sva njerina rjefenja,

Neka je (% 2 1, 8) jedno takvo rje¥enje, i neka su «, B, vid svi pozitivail Iz jednadbi
B dobit éemo novo rjedenje (@ bye,d)y u kojema je 0 < d <3 Zbog 5% = af 4 % + 47 je
b<a-tpBty 8 iz @—PP+E—yF+(y—u)?>0 izlazi 202+ 4 9% > 2af +
F 2Py 2apali 33 = (24 B+ )% i stoga je pogotove 28> a -t B 4y iH d= 28—
—mt ity =0, f—=d =0+ R+ y—8=0, . L 0=d=5 Ako sad u novoj fetvorki
(a, b, cod) evenmalne negativne Hlanove zamijenimo pozitivnim pa je onda oznafimo s (2, fs
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Y1, 8,) 5 pomodfu jednadibi B dobit ¢emo iz nje novu {a,, b, ¢, d,), gdje je oper 0 < 4, < 8,.
Mastavima li taj postupak, posliednja éc éetvorka nuEne biti (1,0, 0, 1). Obrnemo 1i sad taj
postupak, iz &etvorke (1,0,0, 1) dobit éc se s pomoéa jednadZbi A Cetvorka (w, B, v, 3).

MNa pr. ® =— 35, § =4, v — 28, § — 45; iz 1e fervorke s pomofu B dobivamo Setvorku
{— 13, 18, —6,23); iz (13, 18, 6, 23 Cetvorku (1,—4,8,%); iz (1,4, 8,9 izlaz (3,0,—4,5),
iz (3,0,4,5) dobije se (—1,2,—2,3), aiz (1,2,2,3) nzpokon (1,0,0, 1].

Obronuto: § pomoéa jednadEbi A iz (1, 0,0, 1) dobivamo (1,2,2,3); iz (—1,2,—2,5
izlazi (3,0,4,5); iz (3,0,—4,5) dobije se (1,4,8,%; iz 11, —4,8,% izade (13,18,6,23), a
iz (— 13,18, — 6, 23} napokon (33, 4, 28, 43,



