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Igre s novci¢éem

U sklopu ovog predavanja kreirat ¢emo razlicite igre za svaku od kojih su pravila jednaka. Jedini dozvoljeni
predmet u igri jest jedan simetri¢ni novci¢, koji uvijek pada ili na glavu ili na pismo. U igri sudjeluje n
igraca, ali uvijek postoji jedan i samo jedan pobjednik. Potrebno je osmisliti igru, takvu da k-ti igra¢ ima
vjerojatnost pobjede pi. U nekim od igara ¢e broj igraca biti kontretan broj, najéesée 2, ali u nekima ¢emo
raditi i s proizvoljnim brojem igraca. Pojam igre se u ovom kontekstu malo zloupotrebljava, jer pod igru obi¢no
podrazumijevamo da igra¢i imaju moguénost utjecanja na ishod igre, dok se "Igra s novéicem" treba shvatiti
vise kao "igranje" lutrije.

Primjer 1.

Odpredite igru s novéi¢em za n = 2 igraca u kojoj za oba igraca vjerojatnost pobjede iznosi %, odnosno vrijedi
b1 =Dp2= %

Ozna¢imo igrace s A i B, potrebno je osmisliti igru u kojoj oba imaju vjerojatnost pobjede % U matematici
se vjerojatnosti najéesce zapisuju u obliku decimalnog broja, ili razlomka iz intervala [0, 1], ali ako vam je tako
lakSe moZete o njima razmisljati i u obliku postotka, odnosno u ovom primjeru 50%. Najjednostavnije rjeSenje
je da jednom bacimo nov¢i¢ i ako padne glava (oznacimo taj dogadaj s G) pobjeduje igra¢ A, a ako padne
pismo (P) pobjeduje igra¢ B. No ovo nije jedina moguca igra, mozemo igrati i tako da dva puta bacimo nov¢ié
i kazemo da igra¢ A pobjeduje ako padne G,G ili P, P, a igra¢ B ako padne P,G ili G, P. Vjerojatnost da

padne G, G jest % -2 = 1 analogno za P, P pa zato vjerojatnost da padne G,G ili P, P iznosi i + i =1
Analogno se pokaze i za igraca B.
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Primjer 2.

Postoji li igra s nov€icem za n = 3 igraca u kojoj prvi igra¢ ima vjerojatnost pobjede %, a druga dva %, odnosno
vrijedi pP1 = %,pg = P3 = %7

Po pravilima igre mora postojati jedan i samo jedan pobjednik. Zbog toga se vjerojatnosti da svaki pojedini
igra¢ pobjedi moraju sumirati u 1, odnosno 100%. Ukoliko bi im suma bila manja od 1 to bi znagilo da postoji
mogucnost da nitko ne pobjedi, a ako je ve¢a od 1 da je u nekom od ishoda pobjedilo vise od jednog igraca.
Buduéi da je 1 +2-1 =T > 1 ne postoji takva igra s nov¢i¢em.

Primjer 3.
Odredite nuzne uvjete na p1, po, . . . , pn kako bi postojala igra s nov¢icem za n igraca. Jesu li to i dovoljni uvjeti?

U proglom primjeru uocili smo da kako bi postojala igra s nov¢i¢em mora vrijediti p; +ps +...p, = 1. U
matematici se Cesto koriste pojmovi nuznih i dovoljnih uvjeta. Iako se te rijeci koriste i u kontekstu izvan
matematike oni svejedno mogu stvarati poteskoce. Dakle na primjer nuzan uvjet da netko zavrsi srednju Skolu
jest da ima pozitivnu ocjenu iz matematike, a dovoljan da ima peticu iz svih predmeta. Ukoliko netko nema
pozitivhu ocjenu iz matematike mozemo zakljuciti da ne moze zavr§iti srednju Skolu, ali ako ima pozitivnu
ocjenu iz matematike ne mozemo nista zakljuciti jer je moguée da ima negativnu ocjenu iz povijesti. Ukoliko
netko ima peticu iz svih predmeta mozemo zakljuciti da moze zavr§iti srednju Skolu, ali ako nema peticu iz svih
predmeta ne mozemo nista zakljuciti jer je moguce da ima iz povijesti Cetiri i svejedno moze zavr§iti srednju
Skolu. U ovom primjeru zato su nuzni uvjeti da postojala igra s nov¢i¢em da vrijedi

pr+pet ... =1 (1)

ali jo§ ne znamo jesu li to i dovoljni uvjeti, odnosno postoji li igra s nov¢i¢em za svaki raspored vjerojatnosti
D1,D2,- -, Pn koji zadovoljava (1). Na to pitanje odgovorit ¢emo u nastavku predavanja.
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Bacanje novéi¢a kona¢no mnogo puta

U nastavku slijede zadaci u kojima se od vas trazi da osmislite igru sa zadanim vjerojatnostima pobjede svakog
od igraca. RjeSenja su priloZena na kraju dokumenta, pa ako vam neki od zadataka stvara problem, moZete
pogledati njegovo rjeSenje. Svakako preporu¢amo da zadatke rjesavate po redu i ako za neki pogledate rjesenje
slijedeé¢i ponovno pokusate rijesiti samostalno.

Zadatak 1.
Odredite igru s novéicem za n = 2 igraca u kojoj prvi igra¢ ima vjerojatnost pobjede %, a drugi

.o . o 1 o 3
vrijedi p1 = 7,p2 = 7.

3

%, odnosno

Zadatak 2.
Odredite igru s novéicem za n = 3 igraca u kojoj je p; = i,pg =35,p3= g.

Zadatak 3.
Odpredite igru s novéicem za n = 3 igraca u kojoj je p; = i,pg = 1‘%7]93 = 15

Zadatak 4.
Odredite igru s novéicem za n = 4 igraca u kojoj je p; = %,pz =1DP3=ps= %.

Zadatak 5.
Odpredite igru s novéicem za n = 4 igraca u kojoj je p; = %,pg = %,pgj = %,pzl =15

Zadatak 6.
Odpredite igru s novéicem za n = 2 igraca u kojoj drugi igra¢ ima pozitivnu vjerojatnost da pobjedi, ali ona je
manja od 0.0000001. Koliko takvih igara s nov¢i¢em postoji?

U zadatku 6 zanimalo nas je postoji li igra u kojoj jedan od igraca ima vrlo malu vjerojatnost pobjede. Umjesto
broja 0.0000001 mogli smo promatrati bilo koji mali broj koji je veéi od 0.

Bacanje novéiéa beskona¢no mnogo puta

Odredimo sada vjerojatnost da nové¢i¢ padne na glavu k puta i tabelirajmo dobivene vjerojatnosti. Za k =1 ta

vjerojatnost iznosi %, za k = 2 dobivamo vjerojatnost % . % Sto pomocu potencija mozemo zapisati 2%

k | vjerojatnost da padne k glava | u obliku potencije
1 0.5 or
2 0.25 o
3 0.125 5
4 0.0625 o1
5 0.03125 o5
6 0.015625 7%
7 0.0078125 >

Tablica 1: Vjerojatnosti uzastopnog padanja nov¢i¢a na glavu viSe puta

Uoc¢imo da ove vjerojatnosti opadaju u 0, ali buduéi da je vjerojatnost svakog dogadaja vecéa ili jednaka 0
zaklju¢ujemo da je vjerojatnost da nov¢i¢ padne na glavu beskona¢no mnogo puta zapravo 0. Ovo se nekima
moze €initi ¢udno, jer bi rekli da se moze dogoditi da novéié stalno pada na glavu, ali to se dogada s vjerojatnoséu
0. Ovu ¢injenicu koristit ¢emo u rjeSavanju slijedeceg zadatka.

Zadatak 7.
Odredite igru s novéicem za n = 3 igraca u kojoj je p1 = p2 = p3 = % Postoji li takva igra u noveic¢?

Na prvi pogled ¢ini se da ovakva igra ne postoji, jer su sve strategije u dosadasnjim zadacima koristile ¢injenicu
da su nazivnici trazenih vjerojatnosti bili potencije broja dva, dok 3 to nije. To je toc¢no, ali ne znaci da ne



postoji neka druga strategija kojom se moZe postaviti i ovakva igra. Probajte malo dulje razmisliti o ovom
zadatku, ali ako se uspijete osmisliti strategiju, detaljno rjeSenje nalazi se na kraju dokumenta. Slijedeéi zadaci
rjeSavaju se na slican nacin, pa ako uspijete rijeSiti Zadatak 7 oni vam ne bi trebali stvarati veée probleme.

Zadatak 8.
Odredite igru s nov¢i¢em za n = 5 igraca u kojoj je p1 = p2 = p3s =ps = ps = %

Zadatak 9.

Odredite igru s nov¢i¢em za n = 2 igraca u kojoj je p1 = 2,p2 = .
Zadatak 10.

Odredite igru s novéicem za n = 2 igraca u kojoj je py = 2,po = 2.

Zadatak 11.

Odpredite igru s novéicem za n = 3 igraca u kojoj je p; = %7p2 = %,pgg =3

9

U svim dosadasnjim zadacima osmisljavali smo igre u kojima su sve vjerojatnosti bile fiksni i poznati brojevi.
Pokusajmo sada u slijede¢em zadatku te rezultate okupiti u jedan opceniti rezultat u kojem je vjerojatnost
opceniti racionalni broj.

Zadatak 12.
Odredite igru s nov¢icem za n = 2 igraca u kojoj je p1 = 3,p2 = b_Ta, gdje su a i b prirodni brojevi takvi da
vrijedi a < b.

U rjeSenju ovog zadatka biti ¢e potrebno posebno prouciti sluc¢aj kada je nazivnik, odnosno b potencija broja 2
i kada nije. PokuSajte u oba slucaja opisati postupak igre koji ¢e odgovarati postupku u prijasnjim zadacima,
samo ¢emo umjesto konkretnih brojeva gledati opéenite a i b.

Slijededi zadatak je ponovno teZi od prethodnih u smislu da ponovno zahtjeva novu strategiju za igru. Razlika
je u tome Sto smo do sada uvijek imali vjerojatnosti pobjede koje su bile iz skupa racionalnih brojeva, a u
Zadatku 13 su vjerojatnosti iracionalne.

Zadatak 13.
Odredite igru s nov¢i¢em za n = 2 igraca u kojoj je py = %, ps = 14T
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Ako vam je ovaj zadatak pretezak ne morate brinuti, on zaista izlazi iz okvira ovog predavanja, ali ako vam
se €ini zanimljivim moZete pokusSati o njemu razmisliti. RjeSenje je napisano na kraju dokumenta, ali svakako
preporuc¢am da prvo o njemu dulje razmislite, jer tesko da c¢e te ga se odmah sjetiti.

Ukoliko ste uspjeli rijesiti Zadatak 13 mozete se okuSati i u sljede¢em zadatku Cije je rjeSenje takoder dano na
kraju dokumenta.

Zadatak 14.

Ovaj puta djelomi¢no ¢emo izmijeniti pravila igre. Neka vam je sada dan jedan nov¢ié¢, ali u ovom slu¢aju ne
znate je li on simetri¢an. Recimo da on pada na glavu s vjerojatnos§¢u g, a na pismo s vjerojatnoscéu 1 — g, ali vi
ne znate koliko taj ¢ iznosi. PokuSajte s takvim nov€i¢em odredite igru za n = 2 igraca u kojoj je vjerojatnost
pobjede prvog igraca p, a drugog 1 — p, za proizvoljni realni broj p iz intervala (0, 1).

Ovime smo zavr§ili ovu temu i ujedno odgovorili na pitanje o dovoljnosti uvjeta iz Primjera 3, barem u sluc¢aju
n = 2. Mozete razmisliti vrijedi li isto i za proizvoljni n.

RjeSenja zadataka

Rjesenje zadatka 1. U ovom zadatku nemoguce je osmisliti takvu igru sa samo jednim bacanjem novcica. Biti
¢e nam potrebna dva bacanja, pa zato popisimo sve moguce ishode i njihove vjerojatnosti gdje s G oznacavamo



da je pala glava, s P da je palo pismo, a s p odgovarajuce vjerojatnosti

1 1 1
N
AR
N
PEp=55=1

Recimo da igra¢ A pobjeduje ukoliko je palo G, G, a igra¢ B inac¢e, odnosno ako je palo G, P ili P,G ili P, P.
Vjerojatnost da pobjedi igra¢ A jest i, a da pobjedi igrac¢ B jest i + i + i = %. Ovime je osmisljena igra koja

zadovoljava uvijete zadatka.

Rjesenje zadatka 2. U ovom zadatku prvo je potrebno zadane vjerojatnosti svesti na zajednicki nazivnik, zato
= 2. Buduéi da su u pitanju osmine igra koju zadajemo sastojat ¢e se od 3 bacanja

; _ 2 _ 1
Jep1 = g,P2 = 3,P3 = g-
novéica, uz oznake kao i ranije imamo

(1&Gp:%.;%:é7(lapp—%.%%:é7
QRGpZ%.;%:é7 QRPp:%.;%:%7
P,G,Gp:%-%-%:é7 P’G’Pp:%é%:é’
PJD,Gp:%%é—%, P,P,Pp—%éé:é

Uoc¢imo da su vjerojatnosti svakog dogadaja s istim brojem bacanja jednake kao §to zapravo i ocekujemo, zato
u nastavku neéemo viSe naglasavati koja je vjerojatnost pojedinog bacanja, ve¢ podrazumjevamo da ona uvijek
. . (1\broj bacanja
iznosi (5) .

Recimo sada da igra¢ A pobjeduje ako padne G,G,G ili G, G, P, igra¢ B ako padne G, P,G i igra¢ C inace.
Tada za vjerojatnost da pobjedi igra¢ A dobivamo % + % = %, da pobjedi igra¢ B % i da pobjedi igra¢ C
1 + 1 + 1 + 1 + 1_5
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Rjesenje zadatka 8. U ovom zadatku ponovno ¢emo svesti trazene vjerojatnosti na zajednicki nazivnik, u ovom
slucaju to je 16. Dobivamo p; = li‘ﬁ,pg = %,pg = 1—76. Ponovno je potrebno popisati sve slucajeve, sada za Cetiri
bacanja novéicéa. U veéini zadataka kombinatornog tipa u nizim razredima srednje §kole, a pogotovo u osnovnoj
skoli najvaznije je pregledno popisati sve slu¢ajeve. Kako bi bili sigurni da niti jedan niste napisali vise puta i
niti jedan preskocili morate ih popisivati sistemati¢no. Jedna takva moguénost u ovom zadatku je zamisliti da
piSemo po redu brojeve u bazi 2, gdje G predstavlja 0, a P 1. Druga prakti¢na moguc¢nost je da prvo ispiS§emo
sva bacanja u kojima nije pala ni jedna glava, zatim ona na kojima je pala samo jedna glava i tako dalje. Sada

navodimo popis poredan po prvom nacinu

G,G,G,G G.,G,G,P, G,G,P,G, G,G,PP,
G,P,G,G G,P,G,P, G,P,P,G, G,PPP,
P,G,G,G P,G,G,P, PG,P,G, P,G,P,P,
P,P,G,G PPG,P, P,P,PG, PPPP

Recimo sada da igra¢ A pobjeduje ako padne G,G,G,G ili G,G,G, P ili G,G, P,G ili G,G, P, P, igra¢ B ako
padne G, P,G,Gili G, P,G, P ili G,P,P,G ili G,P,P,Pili P,G,G,G iigra¢ C inace. Tada za vjerojatnost da
%, da pobjedi igra¢ B 5- & = 2 i da pobjedi igra¢ C 7- {5 = 1%.

pobjedi igra¢ A dobivamo 4 - % = 16
Rjesenje zadatka 4. Ovaj zadatak ponovno se moze kao i prethodna dva rijesiti svodenjem na zajednicki nazivnik
i popisivanjem slucajeva, ali ovdje nudimo malo drugacije rijeSenje. Bududéi da je p; = %, recimo da igra¢ A
pobjeduje ako na prvom bacanju padne pismo i u tom slucaju je igra gotova. Ako pak u prvom bacanju padne
glava znamo da nije pobijedio igra¢ A, ali u igri ostaju igrac¢i B, C'i D, pa zato nov¢i¢ bacamo jos jednom.
Ukoliko na drugom bacanju padne pismo pobjeduje igra¢ B, ukoliko i na drugom bacanju padne glava, nisu
pobijedili ni A ni B, a da bi odabrali pobjednika bacamo nov¢i¢ po treé¢i put. Ukoliko na tre¢em novcic¢u
padne pismo pobjeduje igra¢ C, a ako padne glava pobjeduje igra¢ D. Ovakav raspored zaista daje traZene

vjerojatnosti pobjede za svakog od igraca.



Rjesenje zadatka 5. Ovaj zadatak moZemo rijesiti sli¢no kao i prethodni. Ponovno ako prvi novéi¢ padne na
pismo pobjeduje igra¢ A, u suprotnom bacamo opet. Ako drugi nov¢i¢ padne na pismo pobjeduje B, u suprotnom
bacamo jo§ dva puta. Ako su oba pala na pismo pobjeduje C, a u svim ostalim slu¢ajevima pobjeduje D. Sami
malo detaljnije raspiSite ove vjerojatnosti kako bi se uvjerili da je ovo zaista rjeSenje zadatka.

Rjesenje zadatka 6. Ovaj se zadatak razlikuje od prethodnih jer nije definirana toc¢na vjerojatnost pobjede
igraca B, ve¢ se samo trazi da ona zadovoljava 0 < p < 0.0000001. To se moze posti¢i ukoliko zahtijevamo
da igra¢ B pobjedi samo ako dovoljno mnogo puta padne glava, a u svim ostalim slu¢ajevima pobjeduje igrac¢
A. Bududi da je (%)24 ~ 0.0000000596 dovoljno je zahtijevati da B pobjeduje ako u 24 ili viSe bacanja nov¢ié
padne na glavu. Iz ovoga je jasno da postoji beskona¢no mnogo takvih igara.

Rjesenje zadatka 7. Promotrimo igru u kojoj prvo novéi¢ bacamo 2 puta i recimo da igra¢ A pobjeduje ukoliko
padne P, P, igra¢ B ukoliko padne P, G, a igra¢ C u slucaju G, P. Ostaje problem §to se dogodi ako padne
G, G? Ako zelimo zadrZati iste vjerojatnosti da pobjedi svaki od igra¢a u tom slucaju ne smije pobijediti niti A,
niti B niti C. Takoder ne smijemo definirati niti igru u kojoj u tom slu¢aju nitko ne pobjeduje, jer je to protivno
pravilima. Ali ono §to mozemo je re¢i da u tom sluc¢aju nové¢i¢ bacamo jo§ 2 puta. Nakon tih bacanja ponovno
postupamo kao i nakon prve serije bacanja. Jedini problem u ovoj strategiji je §to ako uvijek nov¢i¢ pada
samo na glavu. Bududéi da je, kao §to smo ranije komentirali, vjerojatnost tog dogadaja 0 ta nas moguénost ne
treba brinuti. Odredimo vjerojatnosti da u ovoj pobjedi pojedini igra¢. Buduéi da je igra simetri¢na svi igraci
imaju jednaku vjerojatnost pobjede, a buduéi da je vjerojatnost da neki od njih pobjedi 1 zaklju¢ujemo da je
vjerojatnost pobjede svakog od njih % Ukoliko vas ovaj argument nije uvjerio pokusajte pomocu kalkulatora
izraCunati vjerojatnost da prvi igra¢ pobjedi u k bacanja, za k = 2,4,6,8, . ...

Rjesenge zadatka 8. U ovom zadatku potrebno je novCi¢ za pocetak baciti 3 puta i tada u slucaju da padne
G, G, G pobjeduje igra¢ A, u slucaju da padne G, G, P pobjeduje igra¢ B, u sluc¢aju da padne G, P, G pobjeduje
igra¢ C, u slufaju da padne G, P, P pobjeduje igra¢ D, u sluaju da padne P,G,G pobjeduje igra¢ F, a u
ostalim slu¢ajevima ponovno bacamo. Preostaje pokazati da je vjerojatnost da igra nikada ne zavrsi, odnosno
da moramo ponavljati bacanja beskona¢no mnogo puta, jednaka 0. Vjerojatnost da jednom moramo ponoviti
bacanje je % (uvjerite se u to), vjerojatnost da dvaput moramo ponoviti bacanje je (%)2, vjerojatnost da triput

moramo ponoviti bacanje je (%)3, vjerojatnost da k puta moramo ponoviti bacanje je (%)k. Bududi da je
0< (%) < 1 ta vjerojatnost tezi u 0 kako k tezi u beskonac¢nost, pa je vjerojatnost da beskona¢no mnogo puta

moramo ponoviti bacanje 0.

Rjesenje zadatka 9. Ponovno novéi¢ bacamo 3 puta i u slu¢aju da padne G,G,G ili G,G, Pili G, P,G ili G, P, P
ili P,G,G pobjeduje igra¢ A, u slu¢aju da padne P,G, P pobjeduje igra¢ B, a inafe ponavljamo bacanja.
Analogno kao u prethodnom zadatku pokaze se da je vjerojatnost da igra nikada ne zavrsi jednaka 0.

Rjesenje zadatka 10. Ponovno novéié¢ bacamo 3 putaiu slucaju da padne G,G,Gili G,G, PiliG, P,GiliG, P, P
ili P,G,G pobjeduje igra¢ A, u slu¢aju da padne P,G, P ili P, P,G pobjeduje igra¢ B, a inafe ponavljamo
bacanja. Analogno kao u rjeSenju Zadatka 8 pokaZze se da je vjerojatnost da igra nikada ne zavr§i jednaka 0.

Rjesenje zadatka 11. NovCi¢ bacamo 4 putaiu slu¢aju da padne G,G,G,Gili G, G, G, Pili G, G, P, G pobjeduje
igrac¢ A, usluc¢aju da padne G, G, P, P pobjeduje igra¢ B, u sluc¢aju da padne G, P,G,Gili G, P,G,PiliG,P,P,G
ili G, P, P,Pili P,G,G,G pobjeduje igra¢ C, a inafe ponavljamo bacanja. Analogno kao u rjeSenju Zadatka 8
pokaze se da je vjerojatnost da igra nikada ne zavrsi jednaka 0.

Rjesenje zadatka 12. U slucaju da je b = 2* za neki prirodan broj k tada bacimo nov¢ié¢ k puta, te u prvih a
ishoda pobjeduje igra¢ A, a u ostalih 2 — a = b — a ishoda pobjeduje igra¢ B.

U slucaju da ne postoji prirodan broj k takav da je b = 2*, onda postoji prirodan broj n takav da je 2"~ <
b < 2™ U tom slu¢aju bacamo nov¢i¢ n puta te u prvih a ishoda pobjeduje igra¢ A, u slijede¢ih b — a ishoda
pobjeduje igra¢ B, a u preostalih 2™ — b ishoda ponavljamo bacanje. Analogno kao u rjeSenju Zadatka 8 pokaze
se da je vjerojatnost da igra nikada ne zavrsi jednaka 0.

Uvjerite se da je ovaj postupak uistinu proveden u svim prija§njim zadacima uz konkretne prirodne brojeve a i

b.

Rjesenje zadatka 13. Zapravo, kako je sugerirano u Zadatku 14, moze se simulirati bilo koja vjerojatnost, od-

nosno, konkretan broj 7; ne igra nikakvu ulogu.



Stoga neka je zadana proizvoljna vjerojatnost p € (0, 1), te Zelimo simulirati dogadaj vjerojatnosti p. Zamislite
p kao istaknutu tocku na segmentu [0,1]. Sad ¢emo opisati kako simulirati trazeni dogadaj a zatim ¢emo
pokuSati objasniti za§to je opisana simulacija dobra. Bacimo nov¢ié, ukoliko padne pismo "odemo" u lijevu
stranu intervala, tj. "odemo" u [0,0.5], a ukoliko padne glava "odemo" u desnu stranu, tj. u interval [0.5,1].
Ukoliko smo otisli u lijevi interval, a toc¢ka p je u desnom, proglasimo prvog igraca za pobjednika. Ukoliko smo
otisli u desni interval, a tocka p je u lijevom, proglasimo drugog igraca za pobjednika. Ukoliko je tocka p ostala
u intervalu u kojem se nalazimo, ponavljamo ovaj postupak.

Sad ¢emo na 2 primjera opisati zasto je ova simulacija dobra.

Recimo da je p = 0.5. Ako nam padne pismo, ostat ¢emo u intervalu [0,0.5]. Ako nam sad pak opet padne
pismo, ostat ¢emo u intervalu [0,0.25], te ¢emo totku p "ostaviti" desno od naSeg intervala, dakle proglasit
¢emo prvog igraca za pobjednika. Ako nam je na drugom potezu pala glava, "oti¢i" éemo u interval [0.25,0.5],
tocka p = 0.5 dakle nec¢emo nikoga proglasiti za pobjednika te ¢emo nastaviti bacati nov¢i¢. Ako nam sad
padne pismo, proglasit ¢emo prvog za pobjednika, ako nam padne glava, nastavit ¢emo bacati i tako dalje. U
nekom trenutku ¢e nam pasti pismo buduéi da je vjerojatnost da nam glave padaju zauvijek 0, te ¢emo u tom
nekom trenutku prvog igraca proglasiti za pobjednika. Da rezimiramo, ako nam je na pocetku palo pismo,
prije ili kasnije ¢emo proglasiti prvog igraca za pobjednika. Potpuno analogno, ako nam je prvo pala glava,
prije ili kasnije ¢emo proglasiti drugog za pobjednika. Razmislite malo zaSto je ta situacija potpuno analogna
prethodnoj. Dakle, ako padne pismo, pobjedio je prvi igra¢, ako padne glava, pobjedio je drugi dakle uspjeli
smo simulirati trazenu vjerojatnost.

Uzmimo sada da je p = {5 ~ 0.314159. Ako nam padne glava, automatski ¢emo proglasiti drugog za pobjednika,
dakle on ve¢ ima vjerojatnost od 0.5 da pobjedi. Ako nam padne pismo, "odlazimo" u interval [0, 0.5], tj. imamo
vjerojatnost od 0.5 da nastavimo s igrom. Ako nam sad padne pismo, proglaSavamo prvog za pobjednika, dakle
on zasad ima vjerojatnost 0.5-0.5 = 0.25 da pobjedi. Ako nam padne glava, "odlazimo" u [0.25,0.5], tj. imamo
vjerojatnost 0.25 da nastavimo s igrom. Ako nam sad padne glava, proglasit ¢emo drugog za pobjednika, dakle
on ima jo§ 0.25 - 0.5 = 0.125, dakle sveukupno zasad 0.5 + 0.125 = 0.625 vjerojatnost da pobjedi. Ako nam
padne pismo, "odlazimo" u interval [0.25, 0.375], te ovim postupkom nastavljamo igru dok god se broj {5 nalazi
u intervalu. Vjerojatnost da nastavljamo igru u svakom trenutku se prepolavlja, tako da ¢e vjerojatnost da prvi

igra¢ pobjedi biti jednaka duljini intervala [0, %), §to je upravo %, a vjerojatnost da drugi pobjedi 195=.

Rjesenje zadatka 14. RjeSenje ovog zadatka se uvelike oslanja na prethodni zadatak. Dovoljno nam je s nekim
nov¢i¢em simulirati dogadaj vjerojatnosti 0.5 te onda s tim dogadajem simulirati dogadaj iz zadatka proizvoljne
vjerojatnosti p. To ¢emo uciniti na sljedeé¢i nain: bacimo novéié¢ 2 puta. Ako nam padne pismo pa glava,
proglasimo to dogadajem A. Ako nam padne glava pa pismo, proglasimo to dogadajem B. Ako nam padne dva
puta pismo ili dva puta glava, bacamo ponovo. Vjerojatnost dogadaja A iznosi (1 — ¢q)q, a dogadaja B iznosi
q(1—q). Te su dvije vjerojatnosti jednake. Vjerojatnost nastavljanja igre je ¢>+ (1—q)?, §to je manje od 1 jer je
0 < g < 1. Pokusajte se uvjeriti u to. Dakle, ovo bacanje ¢e u nekom trenutku zavrsiti, a vjerojatnost dogadaja
A ¢e biti jednaka vjerojatnosti dogadaja B u svakom trenutku. Stoga, uspjeli smo konstruirati dogadaje A1 B
jednake vjerojatnosti te njih sada mozemo smatrati novim ishodima "pismo" ili "glava". Prema prethodnom
zadatku, sada mozemo simulirati dogadaj proizvoljne unaprijed zadane vjerojatnosti p.



