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Igre s nov£i¢em

U sklopu ovog predavanja kreirat ¢emo razli£ite igre za svaku od kojih su pravila jednaka. Jedini dozvoljeni
predmet u igri jest jedan simetri£ni nov£i¢, koji uvijek pada ili na glavu ili na pismo. U igri sudjeluje n
igra£a, ali uvijek postoji jedan i samo jedan pobjednik. Potrebno je osmisliti igru, takvu da k-ti igra£ ima
vjerojatnost pobjede pk. U nekim od igara ¢e broj igra£a biti kontretan broj, naj£e²¢e 2, ali u nekima ¢emo
raditi i s proizvoljnim brojem igra£a. Pojam igre se u ovom kontekstu malo zloupotrebljava, jer pod igru obi£no
podrazumijevamo da igra£i imaju mogu¢nost utjecanja na ishod igre, dok se "Igra s nov£i¢em" treba shvatiti
vi²e kao "igranje" lutrije.

Primjer 1.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 2 igra£a u kojoj za oba igra£a vjerojatnost pobjede iznosi 1
2 , odnosno vrijedi

p1 = p2 = 1
2 .

Ozna£imo igra¢e s A i B, potrebno je osmisliti igru u kojoj oba imaju vjerojatnost pobjede 1
2 . U matematici

se vjerojatnosti naj£e²¢e zapisuju u obliku decimalnog broja, ili razlomka iz intervala [0, 1], ali ako vam je tako
lak²e moºete o njima razmi²ljati i u obliku postotka, odnosno u ovom primjeru 50%. Najjednostavnije rje²enje
je da jednom bacimo nov£i¢ i ako padne glava (ozna£imo taj doga�aj s G) pobje�uje igra£ A, a ako padne
pismo (P ) pobje�uje igra£ B. No ovo nije jedina mogu¢a igra, moºemo igrati i tako da dva puta bacimo nov£i¢
i kaºemo da igra£ A pobje�uje ako padne G,G ili P , P , a igra£ B ako padne P,G ili G,P . Vjerojatnost da
padne G,G jest 1

2 ·
1
2 = 1

4 i analogno za P, P pa zato vjerojatnost da padne G,G ili P, P iznosi 1
4 + 1

4 = 1
2 .

Analogno se pokaºe i za igra£a B.

Primjer 2.

Postoji li igra s nov£i¢em za n = 3 igra£a u kojoj prvi igra£ ima vjerojatnost pobjede 1
2 , a druga dva 1

3 , odnosno
vrijedi p1 = 1

2 , p2 = p3 = 1
3?

Po pravilima igre mora postojati jedan i samo jedan pobjednik. Zbog toga se vjerojatnosti da svaki pojedini
igra£ pobjedi moraju sumirati u 1, odnosno 100%. Ukoliko bi im suma bila manja od 1 to bi zna£ilo da postoji
mogu¢nost da nitko ne pobjedi, a ako je ve¢a od 1 da je u nekom od ishoda pobjedilo vi²e od jednog igra£a.
Budu¢i da je 1

2 + 2 · 13 = 7
6 > 1 ne postoji takva igra s nov£i¢em.

Primjer 3.

Odredite nuºne uvjete na p1, p2, . . . , pn kako bi postojala igra s nov£i¢em za n igra£a. Jesu li to i dovoljni uvjeti?

U pro²lom primjeru uo£ili smo da kako bi postojala igra s nov£i¢em mora vrijediti p1 + p2 + . . . pn = 1. U
matematici se £esto koriste pojmovi nuºnih i dovoljnih uvjeta. Iako se te rije£i koriste i u kontekstu izvan
matematike oni svejedno mogu stvarati pote²ko¢e. Dakle na primjer nuºan uvjet da netko zavr²i srednju ²kolu
jest da ima pozitivnu ocjenu iz matematike, a dovoljan da ima peticu iz svih predmeta. Ukoliko netko nema
pozitivnu ocjenu iz matematike moºemo zaklju£iti da ne moºe zavr²iti srednju ²kolu, ali ako ima pozitivnu
ocjenu iz matematike ne moºemo ni²ta zaklju£iti jer je mogu¢e da ima negativnu ocjenu iz povijesti. Ukoliko
netko ima peticu iz svih predmeta moºemo zaklju£iti da moºe zavr²iti srednju ²kolu, ali ako nema peticu iz svih
predmeta ne moºemo ni²ta zaklju£iti jer je mogu¢e da ima iz povijesti £etiri i svejedno moºe zavr²iti srednju
²kolu. U ovom primjeru zato su nuºni uvjeti da postojala igra s nov£i¢em da vrijedi

p1 + p2 + . . . pn = 1, (1)

ali jo² ne znamo jesu li to i dovoljni uvjeti, odnosno postoji li igra s nov£i¢em za svaki raspored vjerojatnosti
p1, p2, . . . , pn koji zadovoljava (1). Na to pitanje odgovorit ¢emo u nastavku predavanja.
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Bacanje nov£i¢a kona£no mnogo puta

U nastavku slijede zadaci u kojima se od vas traºi da osmislite igru sa zadanim vjerojatnostima pobjede svakog
od igra£a. Rje²enja su priloºena na kraju dokumenta, pa ako vam neki od zadataka stvara problem, moºete
pogledati njegovo rje²enje. Svakako preporu£amo da zadatke rje²avate po redu i ako za neki pogledate rje²enje
slijede¢i ponovno poku²ate rije²iti samostalno.

Zadatak 1.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 2 igra£a u kojoj prvi igra£ ima vjerojatnost pobjede 1
4 , a drugi 3

4 , odnosno
vrijedi p1 = 1

4 , p2 = 3
4 .

Zadatak 2.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 3 igra£a u kojoj je p1 = 1
4 , p2 = 1

8 , p3 = 5
8 .

Zadatak 3.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 3 igra£a u kojoj je p1 = 1
4 , p2 = 5

16 , p3 = 7
16 .

Zadatak 4.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 4 igra£a u kojoj je p1 = 1
2 , p2 = 1

4 , p3 = p4 = 1
8 .

Zadatak 5.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 4 igra£a u kojoj je p1 = 1
2 , p2 = 1

4 , p3 = 1
16 , p4 = 3

16 .

Zadatak 6.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 2 igra£a u kojoj drugi igra£ ima pozitivnu vjerojatnost da pobjedi, ali ona je
manja od 0.0000001. Koliko takvih igara s nov£i¢em postoji?

U zadatku 6 zanimalo nas je postoji li igra u kojoj jedan od igra£a ima vrlo malu vjerojatnost pobjede. Umjesto
broja 0.0000001 mogli smo promatrati bilo koji mali broj koji je ve¢i od 0.

Bacanje nov£i¢a beskona£no mnogo puta

Odredimo sada vjerojatnost da nov£i¢ padne na glavu k puta i tabelirajmo dobivene vjerojatnosti. Za k = 1 ta
vjerojatnost iznosi 1

2 , za k = 2 dobivamo vjerojatnost 1
2 ·

1
2 ²to pomo¢u potencija moºemo zapisati 1

22 .

k vjerojatnost da padne k glava u obliku potencije

1 0.5 1
21

2 0.25 1
22

3 0.125 1
23

4 0.0625 1
24

5 0.03125 1
25

6 0.015625 1
26

7 0.0078125 1
27

Tablica 1: Vjerojatnosti uzastopnog padanja nov£i¢a na glavu vi²e puta

Uo£imo da ove vjerojatnosti opadaju u 0, ali budu¢i da je vjerojatnost svakog doga�aja ve¢a ili jednaka 0
zaklju£ujemo da je vjerojatnost da nov£i¢ padne na glavu beskona£no mnogo puta zapravo 0. Ovo se nekima
moºe £initi £udno, jer bi rekli da se moºe dogoditi da nov£i¢ stalno pada na glavu, ali to se doga�a s vjerojatno²¢u
0. Ovu £injenicu koristit ¢emo u rje²avanju slijede¢eg zadatka.

Zadatak 7.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 3 igra£a u kojoj je p1 = p2 = p3 = 1
3 . Postoji li takva igra u nov£i¢?

Na prvi pogled £ini se da ovakva igra ne postoji, jer su sve strategije u dosada²njim zadacima koristile £injenicu
da su nazivnici traºenih vjerojatnosti bili potencije broja dva, dok 3 to nije. To je to£no, ali ne zna£i da ne

2



postoji neka druga strategija kojom se moºe postaviti i ovakva igra. Probajte malo dulje razmisliti o ovom
zadatku, ali ako se uspijete osmisliti strategiju, detaljno rje²enje nalazi se na kraju dokumenta. Slijede¢i zadaci
rje²avaju se na sli£an na£in, pa ako uspijete rije²iti Zadatak 7 oni vam ne bi trebali stvarati ve¢e probleme.

Zadatak 8.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 5 igra£a u kojoj je p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = 1
5 .

Zadatak 9.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 2 igra£a u kojoj je p1 = 5
6 , p2 = 1

6 .

Zadatak 10.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 2 igra£a u kojoj je p1 = 5
7 , p2 = 2

7 .

Zadatak 11.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 3 igra£a u kojoj je p1 = 1
3 , p2 = 1

9 , p3 = 5
9 .

U svim dosada²njim zadacima osmi²ljavali smo igre u kojima su sve vjerojatnosti bile �ksni i poznati brojevi.
Poku²ajmo sada u slijede¢em zadatku te rezultate okupiti u jedan op¢eniti rezultat u kojem je vjerojatnost
op¢eniti racionalni broj.

Zadatak 12.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 2 igra£a u kojoj je p1 = a
b , p2 = b−a

b , gdje su a i b prirodni brojevi takvi da
vrijedi a < b.

U rje²enju ovog zadatka biti ¢e potrebno posebno prou£iti slu£aj kada je nazivnik, odnosno b potencija broja 2
i kada nije. Poku²ajte u oba slu£aja opisati postupak igre koji ¢e odgovarati postupku u prija²njim zadacima,
samo ¢emo umjesto konkretnih brojeva gledati op¢enite a i b.

Slijede¢i zadatak je ponovno teºi od prethodnih u smislu da ponovno zahtjeva novu strategiju za igru. Razlika
je u tome ²to smo do sada uvijek imali vjerojatnosti pobjede koje su bile iz skupa racionalnih brojeva, a u
Zadatku 13 su vjerojatnosti iracionalne.

Zadatak 13.

Odredite igru s nov£i¢em za n = 2 igra£a u kojoj je p1 = π
10 , p2 = 10−π

10 .

Ako vam je ovaj zadatak preteºak ne morate brinuti, on zaista izlazi iz okvira ovog predavanja, ali ako vam
se £ini zanimljivim moºete poku²ati o njemu razmisliti. Rje²enje je napisano na kraju dokumenta, ali svakako
preporu£am da prvo o njemu dulje razmislite, jer te²ko da ¢e te ga se odmah sjetiti.

Ukoliko ste uspjeli rije²iti Zadatak 13 moºete se oku²ati i u sljede¢em zadatku £ije je rje²enje tako�er dano na
kraju dokumenta.

Zadatak 14.

Ovaj puta djelomi£no ¢emo izmijeniti pravila igre. Neka vam je sada dan jedan nov£i¢, ali u ovom slu£aju ne
znate je li on simetri£an. Recimo da on pada na glavu s vjerojatno²¢u q, a na pismo s vjerojatno²¢u 1− q, ali vi
ne znate koliko taj q iznosi. Poku²ajte s takvim nov£i¢em odredite igru za n = 2 igra£a u kojoj je vjerojatnost
pobjede prvog igra£a p, a drugog 1− p, za proizvoljni realni broj p iz intervala 〈0, 1〉.

Ovime smo zavr²ili ovu temu i ujedno odgovorili na pitanje o dovoljnosti uvjeta iz Primjera 3, barem u slu£aju
n = 2. Moºete razmisliti vrijedi li isto i za proizvoljni n.

Rje²enja zadataka

Rje²enje zadatka 1. U ovom zadatku nemogu¢e je osmisliti takvu igru sa samo jednim bacanjem nov£i¢a. Biti
¢e nam potrebna dva bacanja, pa zato popi²imo sve mogu¢e ishode i njihove vjerojatnosti gdje s G ozna£avamo
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da je pala glava, s P da je palo pismo, a s p odgovaraju¢e vjerojatnosti

G,G p =
1

2
· 1
2
=

1

4
,

G, P p =
1

2
· 1
2
=

1

4
,

P,G p =
1

2
· 1
2
=

1

4
,

P, P p =
1

2
· 1
2
=

1

4
.

Recimo da igra£ A pobje�uje ukoliko je palo G,G, a igra£ B ina£e, odnosno ako je palo G,P ili P,G ili P, P .
Vjerojatnost da pobjedi igra£ A jest 1

4 , a da pobjedi igra£ B jest 1
4 +

1
4 +

1
4 = 3

4 . Ovime je osmi²ljena igra koja
zadovoljava uvijete zadatka.

Rje²enje zadatka 2. U ovom zadatku prvo je potrebno zadane vjerojatnosti svesti na zajedni£ki nazivnik, zato
je p1 = 2

8 , p2 = 1
8 , p3 = 5

8 . Budu¢i da su u pitanju osmine igra koju zadajemo sastojat ¢e se od 3 bacanja
nov£i¢a, uz oznake kao i ranije imamo

G,G,G p =
1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
, G,G, P p =

1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
,

G, P,G p =
1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
, G, P, P p =

1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
,

P,G,G p =
1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
, P,G, P p =

1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
,

P, P,G p =
1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
, P, P, P p =

1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
.

Uo£imo da su vjerojatnosti svakog doga�aja s istim brojem bacanja jednake kao ²to zapravo i o£ekujemo, zato
u nastavku ne¢emo vi²e nagla²avati koja je vjerojatnost pojedinog bacanja, ve¢ podrazumjevamo da ona uvijek

iznosi
(
1
2

)broj bacanja
.

Recimo sada da igra£ A pobje�uje ako padne G,G,G ili G,G,P , igra£ B ako padne G,P,G i igra£ C ina£e.
Tada za vjerojatnost da pobjedi igra£ A dobivamo 1

8 + 1
8 = 2

8 , da pobjedi igra£ B 1
8 i da pobjedi igra£ C

1
8 + 1

8 + 1
8 + 1

8 + 1
8 = 5

8 .

Rje²enje zadatka 3. U ovom zadatku ponovno ¢emo svesti traºene vjerojatnosti na zajedni£ki nazivnik, u ovom
slu£aju to je 16. Dobivamo p1 = 4

16 , p2 = 5
16 , p3 = 7

16 . Ponovno je potrebno popisati sve slu£ajeve, sada za £etiri
bacanja nov£i¢a. U ve¢ini zadataka kombinatornog tipa u niºim razredima srednje ²kole, a pogotovo u osnovnoj
²koli najvaºnije je pregledno popisati sve slu£ajeve. Kako bi bili sigurni da niti jedan niste napisali vi²e puta i
niti jedan presko£ili morate ih popisivati sistemati£no. Jedna takva mogu¢nost u ovom zadatku je zamisliti da
pi²emo po redu brojeve u bazi 2, gdje G predstavlja 0, a P 1. Druga prakti£na mogu¢nost je da prvo ispi²emo
sva bacanja u kojima nije pala ni jedna glava, zatim ona na kojima je pala samo jedna glava i tako dalje. Sada
navodimo popis poredan po prvom na£inu

G,G,G,G G,G,G, P, G,G, P,G, G,G, P, P,

G, P,G,G G,P,G, P, G, P, P,G, G, P, P, P,

P,G,G,G P,G,G, P, P,G, P,G, P,G, P, P,

P, P,G,G P, P,G, P, P, P, P,G, P, P, P, P.

Recimo sada da igra£ A pobje�uje ako padne G,G,G,G ili G,G,G, P ili G,G,P,G ili G,G,P, P , igra£ B ako
padne G,P,G,G ili G,P,G, P ili G,P, P,G ili G,P, P, P ili P,G,G,G i igra£ C ina£e. Tada za vjerojatnost da
pobjedi igra£ A dobivamo 4 · 1

16 = 4
16 , da pobjedi igra£ B 5 · 1

16 = 5
16 i da pobjedi igra£ C 7 · 1

16 = 7
16 .

Rje²enje zadatka 4. Ovaj zadatak ponovno se moºe kao i prethodna dva rije²iti svo�enjem na zajedni£ki nazivnik
i popisivanjem slu£ajeva, ali ovdje nudimo malo druga£ije rije²enje. Budu¢i da je p1 = 1

2 , recimo da igra£ A
pobje�uje ako na prvom bacanju padne pismo i u tom slu£aju je igra gotova. Ako pak u prvom bacanju padne
glava znamo da nije pobijedio igra£ A, ali u igri ostaju igra£i B, C i D, pa zato nov£i¢ bacamo jo² jednom.
Ukoliko na drugom bacanju padne pismo pobje�uje igra£ B, ukoliko i na drugom bacanju padne glava, nisu
pobijedili ni A ni B, a da bi odabrali pobjednika bacamo nov£i¢ po tre¢i put. Ukoliko na tre¢em nov£i¢u
padne pismo pobje�uje igra£ C, a ako padne glava pobje�uje igra£ D. Ovakav raspored zaista daje traºene
vjerojatnosti pobjede za svakog od igra£a.
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Rje²enje zadatka 5. Ovaj zadatak moºemo rije²iti sli£no kao i prethodni. Ponovno ako prvi nov£i¢ padne na
pismo pobje�uje igra£A, u suprotnom bacamo opet. Ako drugi nov£i¢ padne na pismo pobje�ujeB, u suprotnom
bacamo jo² dva puta. Ako su oba pala na pismo pobje�uje C, a u svim ostalim slu£ajevima pobje�uje D. Sami
malo detaljnije raspi²ite ove vjerojatnosti kako bi se uvjerili da je ovo zaista rje²enje zadatka.

Rje²enje zadatka 6. Ovaj se zadatak razlikuje od prethodnih jer nije de�nirana to£na vjerojatnost pobjede
igra£a B, ve¢ se samo traºi da ona zadovoljava 0 < p < 0.0000001. To se moºe posti¢i ukoliko zahtijevamo
da igra£ B pobjedi samo ako dovoljno mnogo puta padne glava, a u svim ostalim slu£ajevima pobje�uje igra£

A. Budu¢i da je
(
1
2

)24 ≈ 0.0000000596 dovoljno je zahtijevati da B pobje�uje ako u 24 ili vi²e bacanja nov£i¢
padne na glavu. Iz ovoga je jasno da postoji beskona£no mnogo takvih igara.

Rje²enje zadatka 7. Promotrimo igru u kojoj prvo nov£i¢ bacamo 2 puta i recimo da igra£ A pobje�uje ukoliko
padne P, P , igra£ B ukoliko padne P,G, a igra£ C u slu£aju G,P . Ostaje problem ²to se dogodi ako padne
G,G? Ako ºelimo zadrºati iste vjerojatnosti da pobjedi svaki od igra£a u tom slu£aju ne smije pobijediti niti A,
niti B niti C. Tako�er ne smijemo de�nirati niti igru u kojoj u tom slu£aju nitko ne pobje�uje, jer je to protivno
pravilima. Ali ono ²to moºemo je re¢i da u tom slu£aju nov£i¢ bacamo jo² 2 puta. Nakon tih bacanja ponovno
postupamo kao i nakon prve serije bacanja. Jedini problem u ovoj strategiji je ²to ako uvijek nov£i¢ pada
samo na glavu. Budu¢i da je, kao ²to smo ranije komentirali, vjerojatnost tog doga�aja 0 ta nas mogu¢nost ne
treba brinuti. Odredimo vjerojatnosti da u ovoj pobjedi pojedini igra£. Budu¢i da je igra simetri£na svi igra£i
imaju jednaku vjerojatnost pobjede, a budu¢i da je vjerojatnost da neki od njih pobjedi 1 zaklju£ujemo da je
vjerojatnost pobjede svakog od njih 1

3 . Ukoliko vas ovaj argument nije uvjerio poku²ajte pomo¢u kalkulatora
izra£unati vjerojatnost da prvi igra£ pobjedi u k bacanja, za k = 2, 4, 6, 8, . . ..

Rje²enje zadatka 8. U ovom zadatku potrebno je nov£i¢ za po£etak baciti 3 puta i tada u slu£aju da padne
G,G,G pobje�uje igra£ A, u slu£aju da padne G,G,P pobje�uje igra£ B, u slu£aju da padne G,P,G pobje�uje
igra£ C, u slu£aju da padne G,P, P pobje�uje igra£ D, u slu£aju da padne P,G,G pobje�uje igra£ E, a u
ostalim slu£ajevima ponovno bacamo. Preostaje pokazati da je vjerojatnost da igra nikada ne zavr²i, odnosno
da moramo ponavljati bacanja beskona£no mnogo puta, jednaka 0. Vjerojatnost da jednom moramo ponoviti

bacanje je 3
8 (uvjerite se u to), vjerojatnost da dvaput moramo ponoviti bacanje je

(
3
8

)2
, vjerojatnost da triput

moramo ponoviti bacanje je
(
3
8

)3
, vjerojatnost da k puta moramo ponoviti bacanje je

(
3
8

)k
. Budu¢i da je

0 <
(
3
8

)
< 1 ta vjerojatnost teºi u 0 kako k teºi u beskona£nost, pa je vjerojatnost da beskona£no mnogo puta

moramo ponoviti bacanje 0.

Rje²enje zadatka 9. Ponovno nov£i¢ bacamo 3 puta i u slu£aju da padne G,G,G ili G,G,P ili G,P,G ili G,P, P
ili P,G,G pobje�uje igra£ A, u slu£aju da padne P,G, P pobje�uje igra£ B, a ina£e ponavljamo bacanja.
Analogno kao u prethodnom zadatku pokaºe se da je vjerojatnost da igra nikada ne zavr²i jednaka 0.

Rje²enje zadatka 10. Ponovno nov£i¢ bacamo 3 puta i u slu£aju da padneG,G,G iliG,G,P iliG,P,G iliG,P, P
ili P,G,G pobje�uje igra£ A, u slu£aju da padne P,G, P ili P, P,G pobje�uje igra£ B, a ina£e ponavljamo
bacanja. Analogno kao u rje²enju Zadatka 8 pokaºe se da je vjerojatnost da igra nikada ne zavr²i jednaka 0.

Rje²enje zadatka 11. Nov£i¢ bacamo 4 puta i u slu£aju da padneG,G,G,G iliG,G,G, P iliG,G,P,G pobje�uje
igra£ A, u slu£aju da padneG,G,P, P pobje�uje igra£B, u slu£aju da padneG,P,G,G iliG,P,G, P iliG,P, P,G
ili G,P, P, P ili P,G,G,G pobje�uje igra£ C, a ina£e ponavljamo bacanja. Analogno kao u rje²enju Zadatka 8
pokaºe se da je vjerojatnost da igra nikada ne zavr²i jednaka 0.

Rje²enje zadatka 12. U slu£aju da je b = 2k za neki prirodan broj k tada bacimo nov£i¢ k puta, te u prvih a
ishoda pobje�uje igra£ A, a u ostalih 2k − a = b− a ishoda pobje�uje igra£ B.

U slu£aju da ne postoji prirodan broj k takav da je b = 2k, onda postoji prirodan broj n takav da je 2n−1 <
b < 2n. U tom slu£aju bacamo nov£i¢ n puta te u prvih a ishoda pobje�uje igra£ A, u slijede¢ih b − a ishoda
pobje�uje igra£ B, a u preostalih 2n− b ishoda ponavljamo bacanje. Analogno kao u rje²enju Zadatka 8 pokaºe
se da je vjerojatnost da igra nikada ne zavr²i jednaka 0.

Uvjerite se da je ovaj postupak uistinu proveden u svim prija²njim zadacima uz konkretne prirodne brojeve a i
b.

Rje²enje zadatka 13. Zapravo, kako je sugerirano u Zadatku 14, moºe se simulirati bilo koja vjerojatnost, od-
nosno, konkretan broj π

10 ne igra nikakvu ulogu.
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Stoga neka je zadana proizvoljna vjerojatnost p ∈ 〈0, 1〉, te ºelimo simulirati doga�aj vjerojatnosti p. Zamislite
p kao istaknutu to£ku na segmentu [0, 1]. Sad ¢emo opisati kako simulirati traºeni doga�aj a zatim ¢emo
poku²ati objasniti za²to je opisana simulacija dobra. Bacimo nov£i¢, ukoliko padne pismo "odemo" u lijevu
stranu intervala, tj. "odemo" u [0, 0.5], a ukoliko padne glava "odemo" u desnu stranu, tj. u interval [0.5, 1].
Ukoliko smo oti²li u lijevi interval, a to£ka p je u desnom, proglasimo prvog igra£a za pobjednika. Ukoliko smo
oti²li u desni interval, a to£ka p je u lijevom, proglasimo drugog igra£a za pobjednika. Ukoliko je to£ka p ostala
u intervalu u kojem se nalazimo, ponavljamo ovaj postupak.

Sad ¢emo na 2 primjera opisati za²to je ova simulacija dobra.

Recimo da je p = 0.5. Ako nam padne pismo, ostat ¢emo u intervalu [0, 0.5]. Ako nam sad pak opet padne
pismo, ostat ¢emo u intervalu [0, 0.25], te ¢emo to£ku p "ostaviti" desno od na²eg intervala, dakle proglasit
¢emo prvog igra£a za pobjednika. Ako nam je na drugom potezu pala glava, "oti¢i" ¢emo u interval [0.25, 0.5],
to£ka p = 0.5 dakle ne¢emo nikoga proglasiti za pobjednika te ¢emo nastaviti bacati nov£i¢. Ako nam sad
padne pismo, proglasit ¢emo prvog za pobjednika, ako nam padne glava, nastavit ¢emo bacati i tako dalje. U
nekom trenutku ¢e nam pasti pismo budu¢i da je vjerojatnost da nam glave padaju zauvijek 0, te ¢emo u tom
nekom trenutku prvog igra£a proglasiti za pobjednika. Da rezimiramo, ako nam je na po£etku palo pismo,
prije ili kasnije ¢emo proglasiti prvog igra£a za pobjednika. Potpuno analogno, ako nam je prvo pala glava,
prije ili kasnije ¢emo proglasiti drugog za pobjednika. Razmislite malo za²to je ta situacija potpuno analogna
prethodnoj. Dakle, ako padne pismo, pobjedio je prvi igra£, ako padne glava, pobjedio je drugi dakle uspjeli
smo simulirati traºenu vjerojatnost.

Uzmimo sada da je p = π
10 ≈ 0.314159. Ako nam padne glava, automatski ¢emo proglasiti drugog za pobjednika,

dakle on ve¢ ima vjerojatnost od 0.5 da pobjedi. Ako nam padne pismo, "odlazimo" u interval [0, 0.5], tj. imamo
vjerojatnost od 0.5 da nastavimo s igrom. Ako nam sad padne pismo, progla²avamo prvog za pobjednika, dakle
on zasad ima vjerojatnost 0.5 ·0.5 = 0.25 da pobjedi. Ako nam padne glava, "odlazimo" u [0.25, 0.5], tj. imamo
vjerojatnost 0.25 da nastavimo s igrom. Ako nam sad padne glava, proglasit ¢emo drugog za pobjednika, dakle
on ima jo² 0.25 · 0.5 = 0.125, dakle sveukupno zasad 0.5 + 0.125 = 0.625 vjerojatnost da pobjedi. Ako nam
padne pismo, "odlazimo" u interval [0.25, 0.375], te ovim postupkom nastavljamo igru dok god se broj π

10 nalazi
u intervalu. Vjerojatnost da nastavljamo igru u svakom trenutku se prepolavlja, tako da ¢e vjerojatnost da prvi
igra£ pobjedi biti jednaka duljini intervala

[
0, π10

〉
, ²to je upravo π

10 , a vjerojatnost da drugi pobjedi 10−π
10 .

Rje²enje zadatka 14. Rje²enje ovog zadatka se uvelike oslanja na prethodni zadatak. Dovoljno nam je s nekim
nov£i¢em simulirati doga�aj vjerojatnosti 0.5 te onda s tim doga�ajem simulirati doga�aj iz zadatka proizvoljne
vjerojatnosti p. To ¢emo u£initi na sljede¢i na£in: bacimo nov£i¢ 2 puta. Ako nam padne pismo pa glava,
proglasimo to doga�ajem A. Ako nam padne glava pa pismo, proglasimo to doga�ajem B. Ako nam padne dva
puta pismo ili dva puta glava, bacamo ponovo. Vjerojatnost doga�aja A iznosi (1 − q)q, a doga�aja B iznosi
q(1−q). Te su dvije vjerojatnosti jednake. Vjerojatnost nastavljanja igre je q2+(1−q)2, ²to je manje od 1 jer je
0 < q < 1. Poku²ajte se uvjeriti u to. Dakle, ovo bacanje ¢e u nekom trenutku zavr²iti, a vjerojatnost doga�aja
A ¢e biti jednaka vjerojatnosti doga�aja B u svakom trenutku. Stoga, uspjeli smo konstruirati doga�aje A i B
jednake vjerojatnosti te njih sada moºemo smatrati novim ishodima "pismo" ili "glava". Prema prethodnom
zadatku, sada moºemo simulirati doga�aj proizvoljne unaprijed zadane vjerojatnosti p.
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