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OPXTINSKO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 21.01.2012.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka je E sredixte stranice CD kvadrata ABCD. Ako normala u
taqki D na dijagonalu BD seqe pravu AE u taqki F , dokazati da su
taqke B, C i F kolinearne.

2. U vestima je data slede�a vremenska prognoza za sutra:

1) bi�e oblaqno ili �e padati sneg ili �e duvati vetar;

2) ako bude oblaqno sa snegom, duva�e vetar;

3) ako ne bude vetrovito, bi�e oblaqno bez snega.

Da li se odatle moжe zakƩuqiti da �e, ako bude padao sneg, duvati
vetar?

3. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je broj pozitivnih
delilaca broja n3 za 2011 ve�i od broja pozitivnih delilaca bro-
ja n.

4. Dat je trougao ABC. Ako je ∢ABC > 90◦ i 2 · AB = AC, dokazati
da je

2 · ∢ACB > ∢BAC.

5. Dokazati da se na standardnu xahovsku tablu ne moжe postaviti
7, a moжe postaviti 8 lovaca tako da napadaju sva poƩa table.

Drugi razred , A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

x2 + 3xy = 54

xy + 4y2 = 115.

2. Neka su a, b, c realni brojevi takvi da vaжi

a2

1 + a2
+

b2

1 + b2
+

c2

1 + c2
= 1.

Dokazati da je |abc|6 1

2
√
2
. Kada vaжi znak jednakosti?

3. Ako nijedan od uglova α, β, γ, δ konveksnog qetvorougla ABCD nije
prav, dokazati da vaжi

tgα+ tg β + tg γ + tg δ

tgα · tg β · tg γ · tg δ = ctgα+ ctg β + ctg γ + ctg δ.
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4. Taqka S je centar upisanog kruga trougla ABC, a D sredixte
stranice AB. Ako je ∢ASD = 90◦, dokazati da je AB +BC = 3AC.

5. Na stolu se nalaze dve gomile жetona, jedna od m, druga od n
жetona. Dva igraqa igraju naizmeniqno, a u svakom potezu dozvoƩeno
je jednu gomilu podeliti na proizvoƩno mnogo maƬih (u kojima ne
mora biti jednak broj жetona). Gubi igraq koji ne moжe da povuqe
potez, jer je na svakoj gomili ostao po jedan жeton. Koji od igraqa
ima pobedniqku strategiju?

Tre�i razred , A kategorija

1. Odrediti sve a ∈ R za koje koreni x1, x2, x3 polinoma x3−4x2−ax+a
zadovoƩavaju jednakost

(x1 − 2)2 + (x2 − 2)2 + (x3 − 2)2 = 0.

2. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

2 · log3(ctg x) = log2(cosx).

3. Neka je ϕ(n) vrednost Ojlerove funkcije broja n. Dokazati da

postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n za koje je ϕ(n) =
n

3
.

4. Konveksan xestougao je upisan u kruжnicu k. ƫegove uzastopne
stranice su duжine 2, 2, 7, 7, 11 i 11. Na�i polupreqnik kruжnice k.

5. Za svako n ∈ N odrediti najmaƬi prirodan broj m takav da u svakom
m-elementnom podskupu skupa Nn = {1, 2, . . . , n} postoje dva uzajamno
prosta broja.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Data je diferencijabilna funkcija f : R → [0, 1] za koju vaжi
|f ′(x)| < 1 za svako x ∈ R. Dokazati da jednaqina f(x) = x ima jedin-
stveno rexeƬe u R.

2. Da li postoji prirodan broj n i realni brojevi a0, a1, . . . , an tako
da je na slici prikazan grafik funkcije f : R → R, za koju je

f(x) = |anxn+an−1x
n−1+ . . .+a1x+a0|− |a0xn+a1x

n−1+ . . .+an−1x+an|,

za svako x ∈ R?

x
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3. Neka je f : N → N bijekcija takva da za sve m, n ∈ N iz m < n sledi

m+ f(m) < n+ f(n).

Odrediti f(2012).

4. Neka je AM preqnik opisane kruжnice trougla ABC i neka taj
preqnik seqe stranicu BC u taqki D. Ako su E i F podnoжja normala
iz taqke D na stranice AB i AC, redom, dokazati da je EF ‖ BC.

5. Prirodan broj zovemo zao ako se u Ƭegovom binarnom zapisu nalazi
paran broj jedinica. Na primer, broj 18 = (10010)2 je zao. Odrediti
sumu prvih 2012 zlih brojeva.

Prvi razred , B kategorija

1. Neka su CD i CE visina i teжixna duж trougla ABC, redom, a
PQ i PR visina i teжixna duж trougla MNP , redom. Ako je CD ∼=
PQ, CE ∼= PR i AB ∼= MN , dokazati da su trouglovi ABC i MNP
podudarni.

2. Na ispitu je 21 uqenik rexavao tri zadatka. Prvi i drugi zadatak
rexilo je 6 uqenika, drugi i tre�i zadatak 7 uqenika, a prvi i tre�i
zadatak 11 uqenika. Pokazati da postoje bar dva uqenika koji su
rexili sva tri zadatka i da postoji bar jedan uqenik koji je rexio
najvixe jedan zadatak.

3. Jelena je rekla Ƭenom tati da je danas rexila vixe zadataka nego
juqe (kada je tako�e rexila neki zadatak). Jox je dodala da je juqe
rexila X zadataka, a danas Y i da vaжi X · Y + (X + Y ) = 59. Koliko
razliqitih rexeƬa ove Jelenine mozgalice moжe da na�e Ƭen tata?

4. Neka je f : R → R funkcija takva da za svako x ∈ R vaжi

f(3x− 1) = 6x− 8.

a) Odrediti f(5).

b) Odrediti f(x) za svako x ∈ R.

v) Dokazati da je f 1− 1 funkcija.

g) Skicirati grafike funkcija y = f(x) i y = f−1(x).

5. U kvadratnu xemu 10×10 postavƩeno je 100 Ʃudi razliqite visine.
Za svaku kolonu odredimo najvixeg od Ʃudi koji se u Ƭoj nalazi, a
zatim najniжeg od tih 10 Ʃudi – neka je to Pera. Zatim, za svaku vrstu
odredimo najniжeg od Ʃudi koji se u Ƭoj nalazi, a zatim najvixeg od
tih 10 Ʃudi – neka je to Жika. Da li se moжe utvrditi ko je vixi
Pera ili Жika?
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Drugi razred , B kategorija

1. Odrediti sve kompleksne brojeve z za koje vaжi |z| = |z − 2i| i
|z − 1| = 1.

2. Na listu je sa tri boje nacrtano 36 kengura. Od toga Ƭih 25
ima жute delove, 28 ima braon delove, a 20 ima delove obojene crnom
bojom. Ako samo 5 kengura ima delove sve tri boje, koliko ima jed-
nobojnih kengura?

3. Funkcija f : R → R, zadata je sa f(x) = 3x2 + 4x+ 1, za svako x ∈ R.
Rexiti nejednaqinu

f(f(x))6 0.

4. Neka je AE teжixna duж trougla ABC. Prava p paralelna sa AE
seqe stranicu BC u taqki D, stranicu AB u taqki F i produжetak
stranice AC u taqki G. Dokazati da DF +DG ne zavisi od poloжaja
prave p.

5. Dokazati da je broj

3
√
7 + 5

√
2 · (

√
2− 1)√

4 + 2
√
3−

√
3

prirodan.

Tre�i razred , B kategorija

1. Osnova prave prizme je trougao qije su dve stranice duжina 3 cm i
5 cm, a ugao izme�u Ƭih jednak 120◦. Povrxina boqne strane najve�e
povrxine je 35 cm2. Izraqunati povrxinu omotaqa prizme.

2. Neka je a ∈ R. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

3x+ ay − z = a− 1

−x+ y + az = 1

x+ 4y + 3z = 3.

3. U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu

arcsin 3x = arctg 5x.

4. ZarubƩena kupa podeƩena je jednom ravni paralelnoj osnovama
na dva dela jednakih zapremina. Izraziti polupreqnik ρ preseqnog
kruga preko polupreqnika osnova R i r.

5. Da li se kvadrat K moжe u potpunosti prekriti sa

a) 2011

b) 2012
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kvadrata koji nemaju zajedniqkih unutraxƬih taqaka i koji su sadrжani
u K ?

Qetvrti razred , B kategorija

1. Ako je {an}n>1 aritmetiqki niz, dokazati da za sve m,n, p ∈ N vaжi

am(n− p) + an(p−m) + ap(m− n) = 0.

2. Dat je polinom

p(z) = z3 + (3− 4i)z2 − (3 + 8i)z − 5.

Ako je jedan koren ovog polinoma oblika λi (λ ∈ R), na�i sve Ƭegove
korene.

3. Neka je n prirodan broj i fn : R → R funkcija definisana sa

fn(x) = sinn x− cosn x,

za svako x ∈ R. Odrediti (ako postoji) najmaƬu i najve�u vrednost
funkcije fn.

4. Izraqunati povrxinu trougla koji obrazuju simetrale prvog i
drugog kvadranta i tangenta na hiperbolu x2 − y2 = 5 u taqki M(3, 2).

5. Me�u svim 10-cifrenim brojevima koji imaju sve cifre razliqite
i deƩivi su sa 11 odrediti najmaƬi i najve�i.

OKRUЖNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka je K taqka simetriqna ortocentru H trougla ABC u odnosu na
sredixte stranice BC. Dokazati da je AK preqnik opisane kruжnice
trougla ABC.

2. Dati su polinomi p(x) = x3 + x2 + x + 2 i q(x) = x3 − x + 3. Da li
postoji ceo broj m tako da q(m) | p(m)?

3. Za svako n ∈ N broj xn nastao je uzastopnim dopisivaƬem kvadrata
prvih n prirodnih brojeva (npr. x12 = 149162536496481100121144). Do-
kazati da postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva n, takvih da
broj xn nije potpun stepen prirodnog broja (prirodan broj y je potpun
stepen ako i samo ako postoje prirodni brojevi k > 1 i a, tako da vaжi
y = ak).



13

4. Neka je ABCD konveksan qetvorougao koji nije trapez. Simetrale
stranica AD i BC seku se u taqki P , a simetrale stranica AB i CD
seku se u taqki Q. Ukoliko se taqke P i Q nalaze u unutraxƬosti
qetvorougla ABCD i vaжi ∢APD = ∢BPC, dokazati da je ∢AQB =
∢CQD.

5. Na svakoj od n > 4 kartica upisan je jedan od brojeva +1 ili
−1. Sa koliko najmaƬe pitaƬa moжemo saznati proizvod svih brojeva
zapisanih na karticama, ako jednim pitaƬem moжemo saznati vrednost
proizvoda brojeva na taqno tri proizvoƩno izabrane kartice?

Drugi razred , A kategorija

1. Na�i sve realne brojeve a takve da nejednakost

x4 + ax3 + (a+ 3)x2 + ax+ 1 > 0

vaжi za sve realne brojeve x.

2. Neka je a ∈ R, |a| > 1. Dokazati da za sve z ∈ C vaжi
∣∣∣∣
az − i

a+ zi

∣∣∣∣6 1 ⇔ |z|6 1.

3. Dokazati da se kvadrat prirodnog broja ne moжe zavrxavati sa
qetiri iste nenula cifre.

4. Na stranicama BC i AC trougla ABC date su taqke D i E, redom,
tako da vaжi AE = BD. Oznaqimo sa M sredixte stranice AB, a sa
P presek pravih AD i BE. Dokazati da taqka Q simetriqna taqki P
u odnosu na M leжi na simetrali ugla ACB.

5. U poƩa tablice 100×100 su upisani brojevi. U svakoj vrsti ima bar
10 razliqitih brojeva, ali u svake tri uzastopne vrste ima najvixe
16 razliqitih brojeva. Koliko se najvixe razliqitih brojeva moжe
nalaziti u tablici?

Tre�i razred , A kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

2x − 16

(92x+1 − 243) ·
√
5

x
2
−3

2 − 125

6 0.

2. Neka je n > 2 prirodan broj. Dokazati da je vrednost determinante
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 2 n− 1 n
2 0 0 · · · 0 0 n− 1
3 0 0 · · · 0 0 n− 2
...

...
...

...
...

...
...

n− 2 0 0 · · · 0 0 3
n− 1 0 0 · · · 0 0 2
n n− 1 n− 2 · · · 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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jednaka kvadratu celog broja.

3. Niz {an}n∈N0
je definisan sa a0 = 1 i

an+1 = (n2 + 1) · an − n,

za n> 0. Dokazati da postoji qlan niza koji je deƩiv sa 2011.

4. Neka je ABCDEF konveksan xestougao takav da za svaku taqku M
koja je u ravni tog xestougla vaжi

MA2 +MC2 +ME2 = MB2 +MD2 +MF 2.

Dokazati da se teжixta trouglova ACE i BDF poklapaju.

5. Neka je n ∈ N. Koliko se najvixe nepraznih podskupova moжe
izdvojiti iz skupa od n elemenata tako da su svaka dva ili disjunktna
ili je jedan od Ƭih podskup drugog?

Qetvrti razred , A kategorija

1. Date su taqke A(1, 3) i B(2, 4). Odrediti taqku C na paraboli
x = y2 + 1 za koju trougao ABC ima najmaƬu mogu�u povrxinu.

2. Neka je f : [ 1, 2 ] → R diferencijabilna funkcija i f(1) = 0. Koliki
je najmaƬi mogu�i broj rexeƬa jednaqine

2 · f(x) = f ′(x) · sin 2x ?

3. a) Dokazati da ne postoje prosti brojevi p i q takvi da je broj

p2 + 2012pq+ q2

potpun kvadrat.

b) Dokazati da postoji beskonaqno mnogo parova uzajamno prostih
prirodnih brojeva (m,n), tako da je

m2 + 2012mn+ n2

potpun kvadrat.

4. Neka je M unutraxƬa taqka kvadrata ABCD. Neka su A1, B1, C1, D1

druge taqke preseka pravih AM, BM, CM, DM sa opisanom kruжnicom
kvadrata ABCD, redom. Dokazati da je

A1B1 · C1D1 = A1D1 ·B1C1.

5. Neka je m> 3 prirodan broj. Na�i najmaƬi prirodan broj r(m) za
koji vaжi da se za svako razbijaƬe skupa {1, 2, . . . , r(m)} na 2 podskupa
iz jednog od Ƭih moжe izabrati m brojeva (ne obavezno razliqitih)
x1, x2, . . ., xm za koje vaжi

x1 + x2 + . . .+ xm−1 = xm.
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Prvi razred , B kategorija

1. Neka su M , N i K sredixta stranica AB, BC i CD tetivnog
qetvorougla ABCD, redom. Dokazati da vaжi

∢BMN = ∢CKN.

2. Neka je P (x) polinom sa celim koeficijentima koji pri deƩeƬu sa
x3 − x2 + x − 6 daje ostatak x2 − 7x+ 3. Koliki je ostatak pri deƩeƬu
polinoma P (x) sa x− 2 ?

3. U skupu prostih brojeva rexiti jednaqinu

2x2 + 1 = y5.

4. Neka je ABCD paralelogram, a Z taqka na produжetku stranice
BC tako da vaжi raspored B − C − Z. Neka prava AZ seqe prave BD
i CD u taqkama X i Y , redom. Ako je duжina duжi AZ jednaka 6, a
duжina duжi AY jednaka 3, odrediti duжinu duжi AX.

5. Na nekom takmiqeƬu iz matematike bilo je 5 zadataka razliqite
teжine, pa nikoja dva nisu nosila isti broj bodova, ali je svaki nosio
broj bodova koji je prirodan broj. Ako se za dva ura�ena najlakxa za-
datka dobijalo 10 bodova, a za dva ura�ena najteжa zadatka 18 bodova,
koliko bodova se dobijalo za svih 5 ura�enih zadataka?

Drugi razred , B kategorija

1. U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu

√
4 + 7x− 2x2 < 2x+ 1.

2. Neka su brojevi a, b, c ∈ R po parovima razliqiti i f(x) kvadratni
trinom, tako da je f(a) = bc, f(b) = ca, f(c) = ab. Dokazati da je

f(a+ b+ c) = ab+ bc+ ca.

3. Da li postoji prirodan broj n > 1 takav da su posledƬe qetiri
cifre broja 2012n jednake 2012 ?

4. Ako simetrala unutraxƬeg ugla kod temena A trougla ABC seqe
opisanu kruжnicu u taqki N , a stranicu BC u taqki T , dokazati da
je

BN2 = AN · TN.

5. Na jednom maskenbalu okupilo se n> 4 Ʃudi. Svi su se snabdevali
kod istog prodavca, koji je u ponudi imao kostime u nekoj od n + 2
mogu�e boje. Neke od boja u ponudi bile su: bela, crna, plava, zelena,
жuta, crvena. Na maskenbalu se ispostavilo:

• taqno jedna od boja {bela, crna} bila je zastupƩena;
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• taqno dve od boja {crna, plava, zelena} bile su zastupƩene;
• od boja {bela, plava, жuta} bio je zastupƩen paran broj (tj. ili
nijedna od Ƭih, ili taqno dve);

• od boja {bela, zelena, crvena} bio je zastupƩen paran broj.
Dokazati da se mogu na�i dve osobe na maskenbalu obuqene u kostime
iste boje.

Tre�i razred , B kategorija

1. Dokazati da za proizvoƩne vektore −→a ,
−→
b , −→c vaжi

[(−→a +
−→
b
)
×
(−→
b +−→c

)]
· (−→c +−→a ) = 2−→c · (−→a ×−→

b ).

2. U skupu realnih brojeva rexiti sistem jednaqina

sinx · cos 2y = 1

cosx · sin 2y = 0.

3. Dokazati da se kvadrat prirodnog broja ne moжe zavrxavati sa
qetiri iste nenula cifre.

4. U konveksnom qetvorouglu ABCD vaжi

AB2 −BC2 +AC2

CD2 − AD2 +AC2
=

AB2 −AD2 +BD2

CD2 −BC2 +BD2
.

Dokazati da je AB ‖ CD.

5. U poƩa tablice 100×100 su upisani brojevi. U svakoj vrsti ima bar
10 razliqitih brojeva, ali u svake tri uzastopne vrste ima najvixe
16 razliqitih brojeva. Koliko najvixe razliqitih brojeva moжe da
se na�e u tablici?

Qetvrti razred , B kategorija

1. Odrediti taqku na grafiku funkcije y = x− ln(x+1) u kojoj je tan-
genta paralelna sa pravom koja prolazi kroz taqke A(2, 3) i B(−1, 4).

2. Da li je funkcija f : R → R definisana sa f(x) = sin(x2), za sve
x ∈ R, periodiqna?

3. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

2x − 6y = 2012.

4. U oxtrouglom trouglu ABC taqka D je podnoжje visine iz temena
C i vaжi AD = BC. Ako je L podnoжje normale iz D na visinu iz
temena A trougla ABC, dokazati da je BL simetrala ugla ABC.

5. Na svakoj od 2011 kartica upisan je jedan od brojeva +1 ili −1.
Sa koliko najmaƬe pitaƬa moжemo saznati proizvod svih brojeva, ako
jednim pitaƬem moжemo saznati vrednost proizvoda brojeva na taqno
tri proizvoƩno izabrane kartice?
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DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka je D ∈ BC podnoжje visine iz temena A oxtrouglog trougla
ABC. Na duжi AD uoqena je taqka P takva da je ∢PBA = ∢PCA.
Dokazati da je trougao ABC jednakokrak ili je taqka P ortocentar
trougla ABC.

2. Poznato je da za neke prirodne brojeve x i y vaжi

23x · 111y = aab3dc6902b2c74d456b,

gde su a 6= 0, b, c, d neke (ne obavezno razliqite) cifre. Na�i a+b+c+d.

3. Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficijentima, takav da za
svaki prirodan broj n broj P (P (n)) pri deƩeƬu sa n daje ostatak n−1.
Dokazati da polinom P (x) nema celobrojnu nulu.

4. Glavni grad neke drжave spojen je sa preostalih 2012 gradova
aviolinijama. Svaki od preostalih gradova spojen je aviolinijom bar
sa jox jednim gradom osim glavnog. Dokazati da je mogu�e ukinuti
1006 aviolinija iz glavnog grada tako da je i daƩe mogu�e sti�i iz
svakog grada do svakog drugog korix�eƬem nekih aviolinija.
(Sve aviolinije su dvosmerne.)

Drugi razred , A kategorija

1. Na tabli je zapisana jednaqina

√
∗ x2 + ∗ x+ ∗ = ∗ x+ ∗.

Dva igraqa, Mirko i Slavko, naizmeniqno umesto jedne od preosta-
lih zvezdica upisuju ceo broj. Mirko igra prvi. On dobija igru
ukoliko dobijena jednaqina ima bar jedno rexeƬe u skupu raciona-
lnih brojeva, dok u suprotnom igru dobija Slavko. Koji od igraqa
ima pobedniqku strategiju?

2. Neka su D,E,F podnoжja visina iz temena A,B,C, redom, oxtro-
uglog trougla ABC koji nije jednakokrak. Prava EF seqe pravu BC
u taqki P , dok prava kroz D paralelna sa EF seqe stranice AB i AC
u taqkama Q i R, redom. Dokazati da jedna preseqna taqka opisanih
kruжnica trouglova DEF i PQR leжi na stranici BC.

3. Na�i sva rexeƬa (p, q, a,m) jednaqine

p2 + 4aq2 = m2,
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takva da su p i q prosti brojevi i a,m ∈ N.

4. Perica je na papiru nacrtao n > 2 taqaka koje pripadaju istoj
kruжnici i duж izme�u svake dve taqke. Pritom, svaku od tih duжi
oznaqio je ili sa + ili sa −. Dokazati da, bez obzira na naqin na koji
su duжi oznaqene, Marica moжe izbrisati sve duжi oznaqene jednim
znakom i neke duжi oznaqene drugim znakom, tako da vaжe slede�a dva
uslova:

1) neizbrisane duжi nemaju zajedniqkih taqaka u unutraxƬosti
kruжnice i

2) svake dve taqke povezane su izlomƩenom linijom sastavƩenom od
jedne ili vixe neizbrisanih duжi.

Tre�i razred , A kategorija

1. Dokazati da je broj tg
(
173

2012
)◦

iracionalan.

2. Neka su a i b prirodni brojevi. Dokazati da postoji beskonaqno
mnogo prirodnih brojeva n takvih da je za svaki prost broj p broj
a · pn + b sloжen.

3. Neka su M i N taqke na stranici BC trougla ABC takve da vaжi
raspored B − M − N i da je BM = CN . Taqke P i Q izabrane su
na duжima AN i AM , redom, tako da je ∢PMC = ∢MAB i ∢QNB =
∢NAC. Dokazati da je

∢QBC = ∢PCB.

4. Za konaqan neprazan skup S prirodnih brojeva definixemo

r(S) = max(S)−min(S)

(razlika najve�eg i najmaƬeg elementa skupa S). Ako je A skup od 30
razliqitih prirodnih brojeva, koliko najvixe razliqitih vrednosti
moжe imati r(S) za sve mogu�e petoqlane podskupove S skupa A (tj.
koliko najvixe elemenata moжe imati skup {r(S) |S ⊆ A ∧ |S| = 5})?

Qetvrti razred , A kategorija

1. Dokazati da se prost broj p moжe prikazati u obliku

p =
n4 −m4

n3 +m3
,

za neke n, m ∈ N, ako i samo ako je p jednak zbiru kvadrata neka dva
uzastopna prirodna broja.
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2. Ako su 1 = x0>x1>x2>. . .>xn = 0 realni brojevi, odrediti najve�u
mogu�u vrednost sume

n−1∑

i=0

xixi+1(xi − xi+1).

3. Neka je n ∈ N. Na svakoj od 2n karata zapisan je jedan od brojeva 1
do 2n (svaki broj na taqno jednoj karti). Karte su postavƩene na sto
u jednom redu, ali u nepoznatom redosledu i okrenute licem nadole.
Milox i Aca igraju slede�u igru protiv Ƭihovog drugara �oleta.
Prvo Milox i �ole pri�u stolu i okrenu sve karte. Poxto pogle-
da raspored karata Milox moжe zameniti mesta taqno dve karte na
stolu (ili ih ostaviti u datom redosledu). Zatim se sve karte pono-
vo okrenu licem nadole, a stolu prilazi Aca. �ole kaжe bilo koji
broj od 1 do 2n, a Aca okre�e karte kako bi pronaxao kartu sa tim
brojem. Milox i Aca pobe�uju ako Aca na�e traжenu kartu u najvixe
n pokuxaja, a inaqe pobe�uje �ole. Ko ima pobedniqku strategiju?
(Milox i Aca se mogu dogovarati samo pre poqetka igre.)

4. Dokazati da povrxina qetvorougla sa stranicama a, b, c, d, tim
redom, nije ve�a od

1

4
·
(
(a+ c)2 + bd

)
.

Prvi razred , B kategorija

1. Neka je M proizvoƩna taqka u ravni datog trougla ABC. Dokazati

da vektor 2 · −−→MA− 3 · −−→MB +
−−→
MC ne zavisi od izbora taqke M .

2. Qetiri uqenika: Aca, Bora, Vasa i Goran takmiqili su se u tr-
qaƬu. Posle trke (na kojoj nije bilo deobe mesta), na pitaƬe koje je
ko mesto zauzeo, odgovorili su slede�e:

• Aca: ,,Ja nisam bio ni prvi ni posledƬi.”
• Bora: ,,Ja nisam bio posledƬi.”
• Vasa: ,,Ja sam bio prvi.”
• Goran: ,,Ja sam bio posledƬi.”

a) Da li mogu�e da su svi odgovori taqni?
b) Poznato je da su 3 od ovih odgovora bili istiniti, a 1 neistinit.
Ko je govorio neistinu? Za koga od Ƭih sa sigurnox�u moжete tvrdi-
ti kakav mu je bio poredak na ciƩu?

3. Dokazati da za realne brojeve x 6= y 6= z 6= x vaжi

(x− y)3 + (y − z)3 + (z − x)3 6= 0.

4. Kruжnice k1 i k2 seku se u taqkama P i Q. Prava l koja seqe duж
PQ seqe date kruжnice u taqkama A,B,C,D, pri qemu vaжi raspored
A−B − C −D. Dokazati da je

∢APB = ∢CQD.
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5. Xest mudraca je govorilo o broju n ∈ N zapisanom u dekadnom
zapisu.
Prvi: ,,Broj n umaƬen za 1 je prost broj akko n ima bar jedan prost

delilac iz 1. desetice.”
Drugi: ,,Broj n je deƩiv sa 2 akko n nije palindrom koji ima broj

cifara deƩiv sa 2.”
Tre�i: ,,Broj n nije deƩiv sa 3 akko ima maƬe od 3 neparna delioca.”
Qetvrti: ,,Broj n je deƩiv sa 4 akko ima taqno 4 cifre.”
Peti: ,,Broj n nije deƩiv sa 5 akko je zbir cifara broja n jednak 5.”
Xesti: ,,Broj n nije uzajamno prost sa 6 akko ima taqno 6 delilaca.”
Odredite sve mogu�e prirodne brojeve n, ako se zna da je izjava svakog
mudraca taqna.
(Broj n je palindrom ukoliko je jednak broju koji se dobija qitaƬem
broja n sa leva na desno. Npr. broj 1245421 je palindrom.)

Drugi razred , B kategorija

1. Neka su a, b, c ∈ R, a 6= 0, takvi da jednaqina ax4 + bx2 + c = 0 nema
rexeƬa u skupu realnih brojeva. Da li jednaqina ax6 + bx3 + c = 0
moжe imati bar jedno realno rexeƬe?

2. Odrediti sve realne brojeve x za koje vaжi

logx+1 x> logx2+1 x
2
> logx3+1 x

3
> . . .> logxn+1 x

n
> . . .

3. Neka su x > y prirodni brojevi za koje 2012 deli broj

x!

y! · (x− y)!
.

Koliko najmaƬe moжe biti x+ y ?
(Za n ∈ N sa n! oznaqen je proizvod prvih n prirodnih brojeva.)

4. Neka je E taqka na stranici AC trougla ABC, a l prava razliqita
od AB i BC koja sadrжi teme B. Prava koja sadrжi E i paralelna je
sa BC seqe pravu l u taqki N , a prava koja sadrжi E i paralelna je
sa AB seqe pravu l u taqki M . Dokazati da je AN ‖ CM .

5. Data je tablica 2010 × 2012, gde svako poƩe sadrжi po jednu si-
jalicu. Na poqetku je broj upaƩenih sijalica u tablici ve�i od
2009 · 2011. Ako se u nekom delu tablice dimenzija 2 × 2 nalaze tri
ugaxene sijalice tada se i qetvrta sijalica tog dela automatski gasi,
a u suprotnom se staƬe sijalica ne meƬa (ugaxene sijalice ostaju
ugaxene, a upaƩene ostaju upaƩene). Dokazati da se ne mogu ugasiti
sve sijalice u tablici.
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Tre�i razred , B kategorija

1. Taqke kompleksne ravni koje odgovaraju kompleksnim brojevi

2a+ b, 2b+ c, 2c+ a

qine temena jednakostraniqnog trougla. Da li taqke kompleksne
ravni koje odgovaraju kompleksnim brojevi a, b, c moraju biti teme-
na jednakostraniqnog trougla?

2. Neka je x realan broj ve�i od 1. Xta je ve�e 4x + 1 ili 2x + 3x ?

3. Neka je f(x) = x4 − 5x2 + 67, za x ∈ N. Odrediti sve proste brojeve
p za koje je zbir cifara broja f(p) najmaƬi mogu�i.

4. U trouglu ABC data je taqka O tako da vaжi

OA · BC = OB · CA = OC · AB.

Dokazati da su podnoжja normala konstruisanih iz taqke O na stra-
nice trougla temena jednakostraniqnog trougla.

5. a) Izraqunati zbir svih trocifrenih brojeva qije su sve cifre
neparne.
b) Odrediti posledƬu cifru zbira svih trocifrenih brojeva koji u
dekadnom zapisu ne sadrжe cifru 3.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Neka je P (x) polinom sa realnim koeficijentima. Odrediti zbir
kvadrata Ƭegovih nula ukoliko je poznato da vaжi

P (x)3 = x9 + a8x
8 + a7x

7 + a6x
6 + a5x

5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + 15x+ 1

za neke a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8 ∈ R, i da je zbir koeficijenata polinoma
P (x)3 jednak 216.

2. U skupu prirodnih brojeva rexiti jednaqinu

arctg
n

11
+ n · arctg 1

7
= arctg

1

n
.

3. Odrediti (ako postoji) najmaƬi prirodan broj n qije su sve cifre
razliqite i deƩiv je sa 2012.

4. Dat je ∢xAy i taqka B, B 6= A, na simetrali ovog ugla. Kruжnica
k koja sadrжi taqke A i B seqe krak Ax u taqki C, C 6= A, a krak Ay u
taqki D, D 6= A. Dokazati da AC+AD ne zavisi od izbora kruжnice k.

5. Na koliko naqina moжemo 3 Italijana, 4 Francuza i 4 Nemca da
smestimo u niz ako svi Italijani moraju da stoje jedan do drugog, a
nikoja dva Nemca ne smeju da stoje jedan do drugog?
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REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 23.01.2010.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka je F ′ presek normale u
taqki D na pravu BD i prave BC,
i E′ presek pravih AF ′ i CD. Ta-
da je ∢F ′DC = ∢F ′DB − ∢CDB =
90◦ − 45◦ = 45◦ i ∢DCF ′ = 90◦,
pa je ∢DF ′C = 45◦ i △DCF ′ je
jednakokrako-pravougli. Kako je
AD ‖ BC, to je ∢DAE′ = ∢E′F ′C,
pa iz DA = DC = CF ′ i ∢ADE′ =
∢E′CF ′ = 90◦ zakƩuqujemo da je
△DAE′ ∼= △CF ′E′. Sada je DE′ =
E′C, pa je E ≡ E′ i samim tim F ′ ≡
F , qime je dokaz zavrxen. (Tan-
genta 62, str. 40, Pismeni zadaci,
zadatak 2)

E′

F ′

A B

CD

OP 2012, 1A – 1

2. Oznaqimo sa p, q i r slede�e iskaze:

p : Bi�e oblaqno. q : Pada�e sneg. r : Duva�e vetar.

Tada tvr�eƬima 1), 2) i 3) iz postavke zadatka odgovaraju respektivno
slede�e iskazne formule: F1 ≡ p ∨ q ∨ r, F2 ≡ (p ∧ q) ⇒ r, F3 ≡ ¬r ⇒
(p∧¬q). Treba proveriti da li je iskazna formula F ≡ q ⇒ r logiqka
posledica formula F1, F2 i F3, odnosno da li je formula F1∧F2∧F3 ⇒
F tautologija. Dokaza�emo da je formula

(p ∨ q ∨ r) ∧ ((p ∧ q) ⇒ r) ∧ (¬r ⇒ (p ∧ ¬q)) ⇒ (q ⇒ r)

tautologija metodom svo�eƬa na apsurd. Pretpostavimo zato da
prethodna formula nije tautologija, odnosno da postoje vrednosti
iskaznih slova p, q, r za koje je τ((p ∨ q ∨ r) ∧ ((p ∧ q) ⇒ r) ∧ (¬r ⇒
(p ∧ ¬q)) ⇒ (q ⇒ r)) = ⊥. Tada je

τ((p ∨ q ∨ r) ∧ ((p ∧ q) ⇒ r) ∧ (¬r ⇒ (p ∧ ¬q))) = ⊤, τ((q ⇒ r)) = ⊥.

Sada je iz druge formule τ(q) = ⊤ i τ(r) = ⊥. DaƩe, kako je iz prve
formule τ(¬r ⇒ (p ∧ ¬q)) = ⊤, to je prema prethodnom τ(p ∧ ¬q) = ⊤,
odnosno τ(¬q) = ⊤. Kontradikcija! (Tangenta 65, str. 18, Nagradni
zadaci, zadatak M964)

3. Ako je d ∈ N delilac broja n, onda je i n
d
delilac broja n. Pritom,

je d = n
d
ako i samo ako je n potpun kvadrat i d =

√
n. Dakle, ako n

nije potpun kvadrat, delioci broja n se mogu podeliti na dvoqlane
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skupove oblika
{
d, n

d

}
. Ako je n potpun kvadrat, isto se moжe uraditi

sa svim deliocima broja n, sem
√

n. Sledi da je broj delioca broja
n neparan ako i samo ako je n potpun kvadrat. Kako su n i n3 ili oba
potpuni kvadrati ili oba nisu potpuni kvadrati, brojevi Ƭihovih
delilaca su iste parnosti, pa se ne mogu razlikovati za 2011, odnosno
jednaqina nema rexeƬa.

4. Neka je D sredixte stranice
AC, a M taqka na pravoj BC ta-
kva da je MD ⊥ AC. Po uslovu
zadatka △ABD je jednakokraki, te
je ∢ADB = ∢ABD < 90◦, pa se
taqka M nalazi na stranici BC.
Kako se teжixna duж i visina iz
temena D trougla AMC poklapa-
ju, to je on jednakokraki, pa je
∢MAC = ∢MCA = ∢BCA. Iz
uslova zadatka je ∢ABM > 90◦ i
∢ADM = 90◦, pa je

∢DBM = ∢ABC − ∢ABD

> ∢ADM − ∢ADB

= ∢BDM,

odnosno MD > BM .

A B

C

D

M

B′

OP 2012, 1A – 4

Neka je B′ podnoжje normale iz taqke M na pravu AB. Tada iz pravo-
uglog trougla BB′M zakƩuqujemo MB′ < BM , pa je MB′ < DM .
Kako je u trouglovima AMB′ i AMD ispuƬeno AM = AM , ∢ADM =
∢AB′M = 90◦ i MB′ < DM , to je ∢MAD > ∢B′AM = ∢BAM , i samim
tim

∢BCA = ∢MAC > ∢BAM = ∢BAC − ∢BCA,

xto je i trebalo dokazati.

5. Pretpostavimo da je mogu�e postaviti 7 lovaca tako da napadaju
sva poƩa xahovske table. Posmatrajmo rubna poƩa xahovske table,
tj. poƩa uz ivicu table. Ovakvih poƩa ima 28, od kojih je 14 belo i
14 crno. Primetimo da jedan lovac napada poƩa iste boje, pa postoji
boja takva da su rubna poƩa te boje napadnuta od strane najvixe tri
lovca - neka je to crna boja. Me�utim, svaki lovac napada najvixe 4
rubna poƩa, tako da je napadnuto najvixe 12 rubnih poƩa crne boje,
kontradikcija.
Osam lovaca postavƩenih u poƩa qetvrte kolone table napadaju sva
poƩa, qime je dokaz u potpunosti zavrxen.
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Drugi razred , A kategorija

1. SabiraƬem datih jednaqina dobijamo

169 = x2 + 4xy + 4y2 = (x+ 2y)2,

pa je x+ 2y = ±13.
Prvi sluqaj. Ako je x+ 2y = 13, tada je x = 13− 2y, pa zamenom u prvu
jednaqinu dobijamo 2y2+13y− 115 = 0, qija su rexeƬa y = 5 i y = − 23

2 .
Dakle, u ovom sluqaju rexeƬa su parovi (3, 5) i

(
36,− 23

2

)
.

Drugi sluqaj. Ako je x + 2y = −13, tada je x = −13 − 2y, pa zamenom u
prvu jednaqinu dobijamo 2y2 − 13y − 115 = 0, qija su rexeƬa y = −5 i
y = 23

2 . Dakle, u ovo sluqaju rexeƬa su parovi (−3,−5) i
(
−36, 232

)
.

RexeƬa jednaqine su parovi (3, 5), (−3,−5),
(
36,− 23

2

)
i
(
−36, 232

)
. (Tan-

genta 58, str. 29, Pismeni zadaci, zadatak 4)

2. Postoje realni brojevi α, β, γ ∈ (−π
2 ,

π
2 ) tako da je a = tgα, b = tg β

i c = tg γ. Tada je

1 =
a2

1 + a2
+

b2

1 + b2
+

c2

1 + c2
= sin2 α+ sin2 β + sin2 γ,

pa je cos2 α = sin2 β + sin2 γ > 2
√
sin2 β sin2 γ = 2| sinβ sin γ| (posledƬa

nejednakost sledi iz A-G nejednakosti). Sliqno je cos2 β> 2| sinα sin γ|
i cos2 γ > 2| sinα sinβ|. MnoжeƬem prethodnih nejednakosti nalazimo
da je

cos2 α · cos2 β · cos2 γ > 8 sin2 α · sin2 β · sin2 γ,
pa je

tg2 α · tg2 β · tg2 γ 6
1

8
,

tj. | tgα · tg β · tg γ|6 1
2
√
2
, odnosno |abc|6 1

2
√
2
. Jednakost vaжi ako i samo

ako je sin2 α = sin2 β = sin2 γ = 1
3 , odnosno a2 = b2 = c2 = 1

2 .

Drugo rexeƬe. MnoжeƬem datog uslova sa (1+a2)(1+b2)(1+c2) dobijamo
da je on ekvivalentan sa

1 = 2a2b2c2 + a2b2 + b2c2 + c2a2.

Kako je po A-G nejednakosti

1 = 2a2b2c2 + a2b2 + b2c2 + c2a2 > 4
4
√
2a2b2c2 · a2b2 · b2c2 · c2a2 = 4

4
√
2a6b6c6,

to je |abc| 6 1
2
√
2
. Jednakost vaжi ako i samo ako je 2a2b2c2 = a2b2 =

b2c2 = c2a2, odnosno a2 = b2 = c2 = 1
2 .

3. Kako je ctgα =
1

tgα
, ctg β =

1

tg β
, ctg γ =

1

tg γ
i ctg δ =

1

tg δ
, to je

dovoƩno dokazati

tgα · tg β · tg γ + tgα · tg β · tg δ + tgα · tg γ · tg δ + tg β · tg γ · tg δ
= tgα+ tg β + tg γ + tg δ,
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odnosno

(tg α+ tg β)(tg γ · tg δ − 1) = −(tg γ + tg δ)(tgα · tg β − 1). (†)

Primetimo da je tgα · tg β = 1 ⇔ α + β = 90◦ ∨ α + β = 270◦ ⇔ γ + δ =
270◦ ∨ γ + δ = 90◦ ⇔ tg γ · tg δ = 1, pa je (†) dovoƩno dokazati u sluqaju
da je tgα · tg β i tg γ · tg δ razliqito od 1. Me�utim, tada (†) sledi iz

tgα+ tg β

1− tgα · tg β = tg(α+β) = − tg(360◦−α−β) = − tg(γ+δ) = − tg γ + tg δ

1− tg γ · tg δ .

(Tangenta 57, str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 1)

4. Neka je E taqka na stranici
BC takva da DE dodiruje upisani
krug trougla ABC. Kako je

∢ADE + ∢DAC

= 2 · ∢ADS + 2 · ∢DAS

= 2 · (180◦ − ∢ASD) = 180◦,

to je DE ‖ AC.

A B

S

D

C

E

OP 2012, 2A – 4

Kako je D sredixte duжi AB, to je DE sredƬa linija trougla ABC,
pa je 2 · CE = CB. Kako je qetvorougao ADEC tangentan, to je

3

2
·AC = AC +DE = AD + CE =

1

2
· (AB +BC),

tj. AB +BC = 3AC.

5. Dokaжimo da, ako je m = n, pobe�uje Drugi igraq, a u suprotnom
Prvi (Prvi igraq je onaj qijim potezom poqiƬe igra).
Ako je m = n, Drugi igraq u svakom svom potezu treba da ,,oponaxa”
potez Prvog, tj. ako Prvi podeli neku gomilu, on treba drugu sa istim
brojem жetona da podeli na isti naqin. Na taj naqin posle svakog
poteza Drugog broj gomila je paran (npr. 2k), pri qemu su brojevi
жetona na gomilama x1, x1, x2, x2, . . . , xk, xk (drugim reqima, za svaki
prirodan broj l bi�e paran broj gomila sa po l жetona). Dakle, Drugi
uvek moжe da odigra potez, pa kako se igra zavrxava (posle konaqno
mnogo poteza), on ima pobedniqku strategiju.
Ako je, bez umaƬeƬa opxtosti, m > n, Prvi treba da gomilu sa m
жetona podeli na jednu sa n i m − n gomila sa po jednim жetonom.
Zatim preuzima strategiju Drugog opisanu gore.
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Tre�i razred , A kategorija

1. Po Vietovim formulama vaжe jednakosti x1 + x2 + x3 = 4 i x1x2 +
x2x3 + x3x1 = −a, pa je

0 = (x1 − 2)2 + (x2 − 2)2 + (x3 − 2)2

= (x1 + x2 + x3)
2 − 2 · (x1x2 + x2x3 + x3x1)− 4 · (x1 + x2 + x3) + 12

= 12 + 2a,

odnosno a = −6 je rexeƬe zadatka. (Tangenta 60, str. 28, Pismeni
zadaci, zadatak 5)

2. Izrazi log3(ctg x) i log2(cosx) definisani su akko je ctg x > 0 i
cosx > 0, odnosno za x ∈ D =

⋃
k∈Z

(2kπ, 2kπ + π
2 ). Kako su funkcije

log3(ctg x) i log2(cosx) periodiqne sa zajedniqkom periodom 2π, to je
jednaqinu dovoƩno rexiti na intervalu (0, π

2 ). Neka je x ∈ (0, π2 ). Tada
je

2 log3(ctg x) = log2(cosx) ⇔ 2(log3(cosx)− log3(sinx)) = log2(cosx) (1)

⇔ 2− log2 3

2 · log2 3
· log2(cosx) = log2(sinx). (2)

Posmatrajmo funkcije f, g : (0, π2 ) → R, zadate sa

f(x) =
2− log2 3

2 · log2 3
· log2(cosx), g(x) = log2(sinx).

Kako je na posmatranom intervalu funkcija cosx strogo opadaju�a,
to je i funkcija log2(cos x) tako�e strogo opadaju�a (poxto je funkci-
ja log2 t strogo rastu�a). Imaju�i jox na umu da je 0 < log2 3 < 2,

to je
2− log2 3

2 · log2 3
> 0, te je funkcija f(x) strogo opadaju�a. Sliqno

ovom zakƩuqujemo da je na posmatranom intervalu funkcija g(x) stro-
go rastu�a. Zbog ovoga jednaqina (2) moжe imati najvixe jedno rex-
eƬe. Zaista, ako je α neko rexeƬe te jednaqine, za x > α vaжi
f(x) < f(α) = g(α) < g(x), a za x < α, f(x) > f(α) = g(α) > g(x).
Ovim smo dokazali da jednaqina (2), a time i (1), na intervalu (0, π

2 )
ima najvixe jedno rexeƬe. Kako je

2 log3(ctg
π

3
) = 2 log3

1√
3
= −1, log2(cos

π

3
) = log2

1

2
= −1,

to je x = π
3 jedino rexeƬe polazne jednaqine na intervalu (0, π2 ).

RexeƬa polazne jednaqine su x =
π

3
+ 2kπ, za sve k ∈ Z.

3. Dokaжimo da svaki od brojeva n = 2 · 3m, m ∈ N, zadovoƩava datu
jednakost. Zaista

ϕ(n) = ϕ(2 · 3m) = ϕ(2) · ϕ(3m) = 3m − 3m−1 = 2 · 3m−1 =
n

3
.
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Kako brojeva oblika 2 · 3m ima beskonaqno mnogo, tvr�eƬe zadatka je
dokazano. (Tangenta 65, str. 21, Nagradni zadaci, zadatak M985)

4. Primetimo da, ukoliko uredimo stranice xestougla (zajedno sa
kruжnim odseqcima koji su nalegli na Ƭih), opet dobijamo kruжnicu
iste veliqine. Zato, dovoƩno je odrediti polupreqnik kruжnice
opisane oko xestougla A1A2A3A4A5A6 takvog da je A1A2 = A4A5 = 2,
A2A3 = A5A6 = 7 i A3A4 = A6A1 = 11. Primetimo da je tada
A1A4 = D preqnik kruga, pa primenom Ptolomejeve teoreme na qe-
tvorougao A1A2A3A4 dobijamo

√
D2 − 121 ·

√
D2 − 4 = A1A3 ·A2A4 = A1A4 ·A2A3+A1A2 ·A3A4 = 7D+22.

KvadriraƬem prethodnog izraza i sre�ivaƬem dobijamo jednaqinu
P (D) = D·(D3−174D−308) = 0. Kako je P (D) = D·(D−14)·(D2+14D+22),
to je jedino pozitivno rexeƬe date jednaqine D = 14. Kako preqnik
date kruжnice mora da zadovoƩava prethodnu jednakost, to je traжeni
polupreqnik jednak 7.

5. DovoƩno je razmotriti slede�a dva sluqaja.
Prvi sluqaj: 2 | n, tj. n = 2k, za neko k ∈ N. Dokaжimo da je m =
k + 1. Naime, u podskupu {2, 4, . . . , 2k} nema uzajamno prostih brojeva.
S druge strane, pretpostavimo da X ⊆ Nn ima k+1 element. Podelimo
sve elemente iz Nn u parove: 1 i 2, 3 i 4, itd. 2k − 1 i 2k. Iz bar
jednog para su u skupu X oba broja, a oni su uzajamno prosti.
Drugi sluqaj: 2 ∤ n, tj. n = 2k + 1, za neko k ∈ N. Dokaжimo da je
opet m = k+1. Sliqno kao gore, u {2, 4, . . . , 2k} nema uzajamno prostih
brojeva. Neka X ⊆ Nn ima k + 1 element. Podelimo sve elemente iz
X osim jedinice u parove: 2 i 3, 4 i 5, itd. 2k i 2k + 1. Sada, ili u
X imamo oba elementa iz nekog od parova, ili je u X jedinica koja je
uzajamno prosta sa svakim drugim elementom.

Dakle, najmaƬi broj sa datim svojstvom je
[n
2

]
+ 1.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Posmatrajmo funkciju g : R → R datu sa g(x) = f(x) − x, za x ∈ R.
Kako je g(0) = f(0) > 0, g(1) = f(1) − 1 6 0 i g neprekidna funkcija,
na intervalu [0, 1] postoji barem jedno c takvo da je g(c) = 0, odnosno
f(c) = c. Pretpostavimo da postoje barem dva ovakva broja, x1 6= x2.
Tada, prema Rolovoj teoremi, postoji x̃ ∈ (x1, x2) tako da je g′(x̃) = 0.
Me�utim, kako je g′(x) = f ′(x) − 1, za x ∈ R, to je f ′(x̃) = 1, kontradik-
cija. (Tangenta 63, str. 13, Nagradni zadaci, zadatak M942)

2. Pretpostavimo da takvi brojevi postoje. Neka su funkcije g, h :
R → R, definisane sa

g(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0, h(x) = a0x
n+a1x

n−1+. . .+an−1x+an,
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za svako x ∈ R. Za parno n vaжi g(−1) = h(−1), a za neparno n
imamo g(−1) = −h(−1). Zato (bez obzira na parnost broja n) vaжi
|g(−1)| = |h(−1)|, te je f(−1) = |g(−1)|−|h(−1)| = 0. Poxto je g(1) = h(1),
vaжi i f(1) = 0. Sa skice date u zadatku moжemo uoqiti da funkcija
f ima taqno dve nule. Iz prethodnog dela zakƩuqujemo da te nule
moraju biti brojevi −1 i 1. Sa skice tako�e uoqavamo da je funkcija
f pozitivna na intervalu izme�u svojih nula, odnosno na intervalu

(−1, 1). Otuda je f(0) > 0, odnosno |a0| > |an|. Kako je limx→∞
|g(x)|
xn

= |an|
i limx→∞

|h(x)|
xn

= |a0|, to je

lim
x→∞

f(x)

xn
= |an| − |a0|.

Sada, kako je |an|−|a0| < 0, imamo da je limx→∞ f(x) = −∞. Me�utim, sa
skice imamo da je limx→∞ f(x) = ∞, qime dolazimo do kontradikcije.
Dakle, brojevi sa navedenom osobinom ne postoje.

3. Dokaжimo da mora biti f(n) = n za sve n ∈ N. Pretpostavimo
suprotno, i neka je m najmaƬi prirodan broj takav da je f(m) 6= m.
Tada je f(m) > m. Zaista, ako je m = 1 vaжi f(m) = f(1) > 1 = m, a
ako je m > 1 i f(m) = k < m, imali bismo f(m) = f(k) i f ne bi bila
injektivna. Poxto je f bijekcija, postoji k ∈ N takav da je f(k) = m.
Jasno, k > m, pa iz uslova zadatka imamo m+f(m) < (m+1)+f(m+1)<
. . . < k+ f(k). Uz to, poxto je f injektivna, f(m), f(m+1), . . . , f(k− 1)
su razliqiti i ve�i od m. Sada je, sa jedne strane,

(m+f(m))+. . .+((k−1)+f(k−1))>(m+. . .+(k−1))+((m+1)+. . .+k) = k2−m2,

a sa druge, iz uslova zadatka,

(m+ f(m)) + . . .+ ((k − 1) + f(k − 1)) < (k −m)(k + f(k)) = k2 −m2.

Kontradikcija. Dakle, f(2012) = 2012.

4. Kako je ∢AMB = ∢ACB (kao
uglovi nad tetivom AB), to iz
pravouglog trougla ABM dobi-
jamo da je ∢MAB = ∢DAE = 90◦ −
∢ACB, pa u pravouglom trouglu
ADE vaжi AE = AD · sin∢ACB.
Analogno dobijamo i AF = AD ·
sin∢ABC. Iz sinusne teoreme je
AB

AC
=

sin∢ACB

sin∢ABC
, pa je

AE

AF
=

sin∢ACB

sin∢ABC
=

AB

AC
,

A B

C

M

D
F

E

OP 2012, 4A – 4

i tvr�eƬe zadatka sledi iz Talesove teoreme. (Tangenta 60, str. 32,
Pismeni zadaci, zadatak 2)
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5. Primetimo da se k-tocifren (u binarnom zapisu) zao broj moжe
dobiti tako xto na proizvoƩan naqin izaberemo k − 1 cifru najve�e
teжine, a zatim k-tu cifru tako da je ukupan broj jedinica u zapisu
paran. Samim tim, n-ti zao broj je jednak 2n + x(n), gde je x(n) jed-
nako 1 ako je broj jedinica u binarnom zapisu broja n neparan, i 0
u suprotnom. Tako�e, kako je broj jedinica u binarnom zapisu broja
2n+1 za jedan ve�i od broja jedinica u binarnom zapisu broja 2n, to
je x(2n + 1) 6= x(2n), a samim tim i x(2n + 1) + x(2n) = 1, za sve n > 1.
Kako je x(2012) = 0 i x(1) = 1, to je traжeni zbir jednak

2012∑

n=1

(2n+ x(n)) = 2012 · 2013 + 1005 + 1.

REXEƫA ZADATAKA OPXTINSKOG TAKMIQEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 21.01.2012.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je CD ∼= PQ, CE ∼=
PR i ∢CDE ∼= ∢PQR, to je
po stavu SSU △CDE ∼= △PQR
(oba trougla su pravougla), pa je
∢CED ∼= ∢PRQ. Pretpostavimo
da, bez umaƬeƬa opxtosti, vaжe
rasporedi A−D−E i M −Q−R.
Tada je CE ∼= PQ, AE ∼= MR (kao
polovine duжi AB, odnosno MN)
i ∢AEC ∼= ∢MRP , pa je po stavu
SUS △ACE ∼= △MPR i samim
tim AC ∼= MP . Kako je ∢CEB su-
plementaran ∢AEC, a ∢PRN su-

A B

C

ED

M N

P

RQ

OP 2012, 1B – 1

plementaran ∢PRM , to je ∢BEC ∼= ∢NRP , pa analognim razmatraƬem
dobijamo da je △CEB ∼= △PRN , odnosno CB ∼= PN . Sada, kako je
AB ∼= MN , AC ∼= MP i CB ∼= PN , to je po stavu SSS △ABC ∼= △MNP .
(Tangenta 65, str. 38, Pismeni zadaci, zadatak 2)

2. Neka su A, B, C, redom, skupovi uqenika koji su rexili prvi,
drugi, tre�i zadatak, redom. Oznaqimo sa x = |(A ∩ B) \ C|, y = |(B ∩
C) \ A|, z = |(A ∩ C) \ B| brojeve uqenika koji su rexili taqno dva
zadatka, sa t = |A∩B∩C| broj uqenika koji su rexili sva tri zadatka
i sa u broj uqenika koji su rexili najvixe jedan zadatak. Iz uslova
zadatka imamo x + t = 6, y + t = 7, z + t = 11 i x + y + z + t + u = 21.
OduzimaƬem qetvrte jednaqine od zbira prve tri dobijamo 2t = u+3.
Odavde je oqigledno t > 2 i u > 1 (jer je u = 2t − 3 neparan broj).
(Tangenta 65, str. 19, Nagradni zadaci, zadatak M966)
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3. Ukoliko obema stranama date jednakosti dodamo 1, dobijamo XY +
X + Y + 1 = 60, pa je

XY +X + Y + 1 = X(Y + 1) + Y + 1 = (X + 1)(Y + 1) = 60 = 22 · 3 · 5.

Broj razliqitih naqina da odaberemo X+1 (qime odre�ujemo i Y +1),
je jednak broju razliqitih delioca broja 60 = 22 ·3·5, xto je 3·2·2 = 12.
Od ovih 12 rexeƬa u pola je X > Y (ne mogu biti jednaki, jer 60 nije
taqan kvadrat), pa nam ostaje 6 rexeƬa. U jednom od Ƭih je X + 1 =
1, pa i ono ne zadovoƩava uslove zadatka, tj. postoji 5 razliqitih
rexeƬa. Ona su: (X,Y ) ∈ {(1, 29), (2, 19), (3, 14), (4, 11), (5, 10)}.
4. Uvedimo smenu t = 3x − 1, za

x ∈ R. Tada je x =
t+ 1

3
, pa je

f(t) = 6x− 8 = 6 · t+ 1

3
− 8 = 2t− 6.

Dakle, f(5) = 4 i, uopxte, f(x) =
2x − 6, za sve x ∈ R. DaƩe, ako
je f(x1) = f(x2), to je prema pre-
thodnom 2x1 − 8 = 2x2 − 8, pa je
x1 = x2, i samim tim, funkcija f
je 1-1. Grafici funkcija y = f(x)
i y = f−1(x) dati su na slici
desno

x

y

3

3

y = f(x)

y = f−1(x)

OP 2012, 1B – 4

(grafik funkcije y = f−1(x) dobijamo tako xto grafik funkcije y =
f(x) preslikamo simetriqno u odnosu na pravu y = x). (Tangenta 65,
str. 34, Pismeni zadaci, zadatak 4)

5. Ako su Pera i Жika u istoj koloni, onda je Pera vixi od Жike,
jer je Pera najvixi u toj koloni.
Ako su u istoj vrsti, onda je Жika niжi od Pere, jer je Жika najniжi
u toj vrsti.
Ako su Pera i Жika u razliqitim vrstama i kolonama, onda postoji
tre�a osoba (nazovimo je Laza), koja je u istoj koloni sa Perom i
u istoj vrsti sa Жikom. Kako je Pera vixi od Laze, jer su u istoj
koloni (a Pera je tu najvixi), i kako je Laza vixi od Жike, jer su u
istoj vrsti (a Жika je tu najniжi), dobijamo da je i u ovom sluqaju
Pera vixi od Жike.
Dakle, moжemo tvrditi da je Pera vixi od Жike.

Drugi razred , B kategorija

1. Posmatrajmo kompleksne brojeve u kompleksnoj ravni. Tada je |z|
rastojaƬe broja z od taqke 0, a |z−2i| rastojaƬe broja z od taqke 2i, pa
jednaqinu |z| = |z− 2i| zadovoƩavaju kompleksni brojevi koji se nalaze
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na simetrali duжi sa krajevima
u taqkama 0 i 2i (ovo je prava ko-
ja prolazi kroz taqku i i para-
lelna je realnoj osi). Jednaqi-
nu |z − 1| = 1 zadovoƩavaju kom-
pleksni brojevi koji se nalaze
na krugu polupreqnika 1 sa cen-
trom u taqki 1. Kako prava ko-
ja predstavƩa rexeƬe prve jedna-
qine i krug koji predstavƩa re-
xeƬe druge jednaqine imaju ta-
qno jednu zajedniqku taqku z =
1+ i, ona je i jedino rexeƬe datog
sistema jednaqina. (Tangenta 65,
str. 35, Pismeni zadaci, zad. 5)

Re

Im

1

2i

i

0

1 + i

OP 2012, 2B – 1

Drugo rexeƬe. Neka z = a + bi, gde je a, b ∈ R, zadovoƩava dati sistem
jednaqina. Tada, iz prve jednaqine zakƩuqujemo |a + bi| = |a + (b −
2)i|, odnosno

√
a2 + b2 =

√
a2 + (b − 2)2, pa je posle kvadriraƬa b = 1.

Sada, zamenom u drugu jednaqinu dobijamo 1 = |(a− 1)+ i|, odnosno 1 =√
(a− 1)2 + 1, tj. a = 1. Dakle, jedino rexeƬe datog sistema jednaqina

je z = 1 + i.

2. Neka je x broj kengura koji su obojeni sa dve boje, a y broj kengura
koji su obojeni sa samo jednom bojom. Tada je x + y broj kengura koji
nisu obojeni sa sve tri boje, pa je x+ y = 36− 5 = 31. Tako�e, ukoliko
posmatramo sve kengure koji su obojeni sa najvixe dve boje, u Ƭihovom
bojeƬu je, po uslovu zadatka, upotrebƩeno (25− 5) + (28 − 5) + (20− 5)
boja. Ovaj broj je, sa druge strane, jednak 2x + y, pa je 2x + y = 58.
RexavaƬem ovog sistema jednaqina dobijamo da je x = 27, a y = 4, pa
su na listu nacrtana qetiri jednobojna kengura. (Tangenta 59, str.
24, Nagradni zadaci, zadatak M857)

3. RexeƬa kvadratne jednaqine 3x2 + 4x + 1 = 0 su x = − 1
3 i x = −1.

Zato je f(x) = 3(x+ 1
3 )(x + 1). Sada je

f(f(x))6 0 ⇔ 3 ·
(
f(x) +

1

3

)
· (f(x) + 1)6 0 ⇔ −16 f(x)6 −1

3
.

RexeƬa kvadratne nejednaqine −1 6 f(x) su svi realni brojevi
(diskriminanta kvadratne funkcije 3x2 + 4x + 2 jednaka je −8), dok
je jedino rexeƬe kvadratne nejednaqine f(x) 6 − 1

3 broj x = − 2
3 (di-

skriminanta kvadratne funkcije 3x2 + 4x + 4
3 jednaka je 0). Dakle,

jedino rexeƬe polazne nejednaqine je x = − 2
3 .

4. Kako je FD ‖ AE, to je po Talesovoj teoremi DF/EA = BD/BE, a
kako je AE ‖ GD, to je DG/AE = DC/EC.
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Kako je BE = EC sabiraƬem
prethodne dve jednakosti dobi-
jamo

DF +DG

AE
=

BD +DC

BE
=

BC

BE
= 2,

pa je DF + DG jednako 2AE i
samim tim ne zavisi od poloжaja
prave p.

B C

A

ED

G

F

OP 2012, 2B – 4

5. Kako je po formuli za kub binoma (1 +
√
2)3 = 1 + 3

√
2 + 6 + 2

√
2 =

7+5
√
2, a po formuli za kvadrat binoma (1+

√
3)2 = 1+2

√
3+3 = 4+2

√
3

i 1 +
√
3 > 0, to je

3
√
7 + 5

√
2 · (

√
2− 1)√

4 + 2
√
3−

√
3

=
(1 +

√
2)(

√
2− 1)

(1 +
√
3)−

√
3

= 1,

qime je tvr�eƬe zadatka dokazano. (Tangenta 61, str. 32, Pismeni
zadaci, zadatak 4)

Tre�i razred , B kategorija

1. Neka je c duжina tre�e stranice osnove. Tada je na osnovu kosi-
nusne teoreme

c2 = 32 + 52 − 2 · 3 · 5 · cos 120◦ = 49,

pa je c = 7. Samim tim, boqna strana najve�e povrxine ima jednu
stranicu duжine 7, pa je 35 = 7 · H, tj. H = 5, gde je H visina date
prizme. Povrxina omotaqa prizme jednaka je 3 · 5 + 5 · 5 + 7 · 5 = 75.
(Tangenta 57, str. 29, Pismeni zadaci, zadatak 1)

2. Ukoliko tre�u jednaqinu dodamo drugoj, a zatim tre�u jednaqinu
pomnoжenu sa −3 dodamo prvoj dobijamo ekvivalentan sistem jednaqi-
na

(a− 12)y − 10z = a− 10
5y + (a+ 3)z = 4

x + 4y + 3z = 3.

Ukoliko drugu jednaqinu novodobijenog sistema jednaqina pomnoжimo

sa −a− 12

5
i dodamo prvoj, dobijamo jednaqinu

−a2 + 9a− 14

5
· z =

a− 2

5
. (†)

Kako je −a2 + 9a − 14 = −(a − 2)(a − 7), razmotri�emo slede�a tri
sluqaja:



33

Prvi sluqaj: a 6= 2, a 6= 7. Tada je iz (†) z = − 1

a− 7
, pa je y =

a− 5

a− 7
i

x =
−a+ 2

a− 7
.

Drugi sluqaj: a = 7. Jednaqina (†) nema rexeƬa, pa ni polazni sistem
nema rexeƬa.

Tre�i sluqaj: a = 2. Tada svako z = t zadovoƩava (†), pa je y =
4

5
− t i

x = t − 1

5
. Dakle, u ovom sluqaju rexeƬa sistema su

(
t− 1

5
,
4

5
− t, t

)
,

za sve t ∈ R.
(Tangenta 62, str. 37, Pismeni zadaci, zadatak 4)

3. Uslov definisanosti datog izraza je −163x61. Neka je arcsin 3x = a,
a arctg 5x = b. Kako 3x = ±1 nisu rexeƬa date jednaqine, moжemo
pretpostaviti da je sin a 6= ±1. DaƩe je cos2 a = 1− sin2 a, pa je

5x = tg b = tg a =
sina

cos a
= ± 3x√

1− 9x2
. (†)

Jedno rexeƬe jednaqine (†) je x = 0 i ovo je rexeƬe polazne jednaqine.

Ako je x 6= 0, tada iz (†) dobijamo
√
1− 9x2 = ±3

5
, pa znak mora biti

+. KvadriraƬem i sre�ivaƬem, dobijamo da su preostala rexeƬe

jednaqine (†) x = ± 4

15
. Kako za x =

4

15
vaжi a, b ∈

(
0, π2

)
, a za x = − 4

15

vaжi a, b ∈
(
−π

2 , 0
)
, to su x = ± 4

15
rexeƬa i polazne jednaqine.

Sva rexeƬa date jednaqine su x = 0, x =
4

15
i x = − 4

15
.

4. Oznaqimo sa H i h visine doƬeg i gorƬeg dela zarubƩene kupe.

Izjednaqavaju�i zapremine ovih delova dobijamo
πH

3
· (R2+Rρ+ρ2) =

πh

3
· (ρ2 + ρr + r2), odakle je

H

h
=

ρ2 + ρr + r2

R2 +Rρ+ ρ2
. (†)

Iz Talesove teoreme (pogledati
sliku desno – na Ƭoj je dat
popreqni presek date zarubƩene

kupe) imamo
h

H + h
=

ρ− r

R− r
,

odnosno, nakon sre�ivaƬa

H

h
=

R− ρ

ρ− r
. (‡)

2r

2ρ

2RR− r

ρ− r

h

H

OP 2012, 3B – 4

IzjednaqavaƬem desnih strana (†) i (‡) dobijamo R3 − ρ3 = ρ3 − r3, pa
je 2ρ3 = R3 + r3, tj.

ρ =
3

√
R3 + r3

2
.

(Tangenta 65, Nagradni zadaci, zadatak M972)
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5. Dokaжimo da je odgovor u oba dela zadatka DA.

Kvadrat se moжe podeliti na 4 i
na 9 kvadrata kao na slici desno.
Podelom proizvoƩnog kvadrata na
neki od prethodnih naqina, broj
kvadrata u podeli se pove�ava
ili za 3 (prvim naqinom) ili za
8 (drugim naqinom). OP 2012, 3B – 5

Kako je 2011 = 1 + 3 · 670, ponavƩaƬem podele kvadrata prvim naqinom
670 puta dobi�e se podela u kojoj uqestvuje 2011 kvadrata. Kako je
2012 = 1 + 2 · 8 + 3 · 665, sa dve podele drugim naqinom i 665 podela
prvim naqinom dobi�e se podela kvadrata na 2012 kvadrata.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Neka je a = a1 poqetni qlan, a d = a2−a1 razlika ovog aritmetiqkog
niza. Tada je am = a + (m − 1)d, an = a + (n − 1)d, ap = a + (p− 1)d, pa
za L = am(n− p) + an(p−m) + ap(m− n) vaжi

L = (a+ (m− 1)d)(n− p) + (a+ (n− 1)d)(p−m) + (a+ (p− 1)d)(m− n)
= a(n− p) + (mn−mp− n+ p) · d+ a(p−m) + (np− nm− p+m) · d

+a(m− n) + (pm− pn−m+ n) · d = 0,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 64, str. 33, Pismeni zadaci,
zadatak 1)

2. Kako je

p(λi) = (λi)3 + (3− 4i) · (λi)2 − (3 + 8i) · (λi)− 5

= −3λ2 + 8λ− 5 + (−λ3 + 4λ2 − 3λ)i,

to iz p(λi) = 0 i λ ∈ R zakƩuqujemo da je −3λ2 + 8λ − 5 = 0 i −λ3 +
4λ2 − 3λ = 0. RexeƬa prve jednaqine su 1 i 5

3 , a druge 0, 1 i 3, pa
je λ = 1, i z1 = i koren polinoma p. Neka su z2 i z3 preostala dva
korena polinoma p. Tada je po Vietovim formulama i+ z2 + z3 = 4i− 3
i iz2z3 = 5, pa je z2 + z3 = 3i − 3 i z2z3 = −5i. Samim tim, z2 i z3 su
rexeƬa kvadratne jednaqine x2 +(3− 3i)x− 5i = 0. Diskriminanta ove

kvadratne jednaqine je D = 2i = (1 + i)2, pa je z2,3 =
3i− 3± (1 + i)

2
.

Koreni datog polinoma su i, −1 + 2i i −2 + i. (Tangenta 64, str. 33,
Pismeni zadaci, zadatak 5)

3. Ako je a realan broj za koji vaжi |a|6 1, a n> 2, onda je |a|n 6 |a|2.
Odavde, za n> 2, na osnovu nejednakosti trougla (za sve a, b ∈ R vaжi
|a− b|6 |a|+ |b|), imamo

|fn(x)| = | sinn x− cosn x|6 | sinn x|+ | cosn x|6 sin2 x+ cos2 x = 1,
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tj. −16fn(x)61. Kako je fn(0) = −1 i fn

(π
2

)
= 1, to je za n>2 maksimum

jednak 1, a minimum jednak −1.
Za n = 1 imamo

f1(x) = sinx− cosx =
√
2 ·
(√

2

2
sinx−

√
2

2
cosx

)

=
√
2 ·
(
sinx · cos π

4
− cosx · sin π

4

)
=

√
2 · sin

(
x− π

4

)
.

Zato je −
√
26 f1(x)6

√
2. Uz to je f1

(
−π

4

)
= −

√
2, a f1

(
3π

4

)
=

√
2, pa

je za n = 1 maksimum jednak
√
2, a minimum jednak −

√
2.

4. Jednaqina simetrale prvog kvadranta je y = x, simetrale drugog
kvadranta je y = −x, a tangente na datu hipebolu u taqki M(3, 2) je
3x − 2y = 5. Temena datog trougla su preseci ovih pravih. Presek
prve dve prave je taqka A(0, 0). Presek B(x, y) prve i tre�e prave
zadovoƩava y = x i 3x − 2y = 5, pa je x = y = 5, odnosno B(5, 5).
Presek C(x, y) druge i tre�e prave zadovoƩava y = −x i 3x−2y = 5, pa
je x = 1 i y = −1, odnosno C(1,−1). Primetimo da je ABC pravougli
trougao, jer je ∢CAB = 90◦, pa je Ƭegova povrxina jednaka 1

2 ·BA·CA =
1
2 · 5

√
2 ·

√
2 = 5. (Tangenta 63, str. 33, Pismeni zadaci, zadatak 3)

5. Kako je suma svih cifara 45, tj. neparna, to i razlika zbira brojeva
na neparnim (broj A) i zbira brojeva na parnim mestima (broj B) mora
biti neparna. Kako je A − B deƩivo sa 11, to je A − B ∈ {±11,±33}.
Me�utim, kako je A,B>0+1+2+3+4 = 10 i A,B65+6+7+8+9 = 35,
to je, prema prethodnom, A − B ∈ {±11}. Dakle, imamo A + B = 45 i
A−B = 11, xto daje A = 45+11

2 = 28 i B = 45−11
2 = 17, ili A+B = 45 i

A−B = −11, xto daje A = 17 i B = 28.
Odredimo najve�i broj sa traжenim svojstvom. Za Ƭega vaжi A = 28,
B = 17 i pri tome cifre najve�e teжine moraju biti xto je ve�e
mogu�e. Primetimo da ovaj broj ne moжe poqeti sa 987654, jer je tada
17 = B > 8 + 6 + 4 = 18, kontradikcija. Ukoliko dati broj poqiƬe sa
98765, tada preostale tri cifre na parnim mestima daju zbir 3, pa
kako su razliqite moraju biti 2, 1 i 0. Preostale cifre na parnim
mestima su 4 i 3, pa je najve�i broj jednak 9876524130.
Odredimo najmaƬi broj sa traжenim svojstvom. Za Ƭega vaжi A = 17,
B = 28 i pri tome cifre najve�e teжine moraju biti xto je maƬe
mogu�e. Dakle, on poqiƬe sa 102. Slede�a cifra je 4, jer je 0 + 3 +
9 + 8 + 7 < B = 28, pa su preostale cifre na parnim mestima 7, 8 i 9,
i samim tim preostale cifre na neparnim mestima 3, 5 i 6. Konaqno,
najmaƬi broj sa traжenim svojstvom je 1024375869.



36

REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Prvi razred , A kategorija

1. Neka je M sredixte stranice
BC, a M ′ presek simetrale stra-
nice BC i duжi AK. Kako je M
sredixte duжi HK i MM ′ ‖ AH,
to je MM ′ sredƬa linija trougla

AHK, pa je 2·−−−→MM ′ =
−−→
HA. Ako je O

centar opisane kruжnice trougla

ABC, tada je
−−→
HA = 2 · −−→MO, pa

je prema prethodnom O ≡ M ′ i
samim tim AK preqnik opisane
kruжnice trougla ABC. (Tangen-
ta 66, str. 40, Nagradni zadaci,
M989)

A

B C

H

M

M ′
≡ O

K

OK 2012, 1A – 1

2. Pretpostavimo da ovakvo m ∈ Z postoji. Kako je q(m) = (m− 1) ·m ·
(m+1)+3, a (m−1) ·m · (m+1) deƩivo sa 3 kao proizvod tri uzastopna
broja, to 3 | q(m), pa 3 | p(m). Samim tim,

3 | p(m)− q(m) = m2 + 2m− 1 = 3m+ (m2 −m− 1),

tj. 3 | m2 −m − 1. Kako je m2 ≡ 1 (mod 3) kada m nije deƩivo sa 3, a
m2−m−1 ≡ 2 (mod 3) kada je m deƩivo sa 3, to m2−m−1 nije deƩivo
sa 3, kontradikcija.

3. Dokaza�emo da postoji beskonaqno mnogo brojeva n takvih da je xn

deƩiv sa 3, a da nije deƩiv sa 9, odakle �e slediti tvr�eƬe zadatka.
Kako svaki prirodan broj daje isti ostatak po modulu 9 kao i zbir
Ƭegovih cifara, to je

xn ≡ S(12) + S(22) + . . .+ S(n2)

≡ 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(mod 9),

gde smo sa S(m) oznaqili zbir cifara prirodnog broja m. Speci-

jalno xn ≡ n(n+ 1)(2n+ 1)

6
(mod 3). Odaberimo broj n u obliku

n = 9k, k ∈ N, gde broj k nije deƩiv sa 3. Tada je
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

3k(9k + 1)(18k + 1)

2
deƩiv sa 3, a nije deƩiv sa 9, a time 3 | xn i 9 ∤ xn.

Dakle, za svaki prirodan broj n = 9k, gde je k prirodan broj koji nije
deƩiv sa 3, broj xn nije potpun stepen. Kako prirodnih brojeva k sa
navedenom osobinom ima beskonaqno mnogo, to je dokaz zavrxen.
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4. Neka je O presek dijagonala
qetvorougla ABCD. Bez umaƬe-
Ƭa opxtosti pretpostavimo da se
taqka P nalazi u △ABC. Kako
je ∢APD = ∢BPC, to je 180◦ >
∢APC = ∢APD+∢CPD = ∢BPC+
∢CPD, pa je P u △AOB i vaжi
∢APC = ∢BPD. Kako je P na
simetrali duжi AD to je AP =
DP , a kako je P na simetrali
duжi BC to je BP = CP , pa su

A B

D

C

P

O

OK 2012, 1A – 4

trouglovi APC i DPB podudarni i vaжi AC = BD. Sada, kako je
CQ = DQ (jer je Q na simetrali duжi CD) i AQ = BQ (jer je Q
na simetrali duжi AB), to su i trouglovi AQC i BQD podudarni.
Pretpostavimo da se taqka Q nalazi u △AOB ili △COD. Tada, kako
je ∢AQC = ∢BQD, to je ∢AQD = ∢BQC, pa kako je AQ = BQ i DQ =
CQ, to je △AQD ∼= △BQC. Me�utim, tada je ∢DAB = ∢DAQ+∢QAB =
∢CBQ+∢QBA = ∢ABC, i analogno ∢ADC = ∢BCD, pa je qetvorougao
ABCD trapez, kontradikcija. Dakle, bez umaƬeƬa opxtosti moжemo
pretpostaviti da je taqka Q u △AOD, pa je ∢AQB = ∢AQC −∢BQC =
∢BQD − ∢BQC = ∢CQD, xto je i trebalo dokazati.

5. Neka su a1, a2, . . . , an brojevi zapisani na karticama i neka je p
traжeni broj pitaƬa. Za svaki od brojeva ai, 16i6n, moramo postavi-
ti barem jedno pitaƬe vezano za proizvod tri broja me�u kojima je

jedan ai, pa je p>
n

3
. Razmotrimo slede�a tri sluqaja:

Prvi sluqaj. n = 3k, za neko k ∈ N. Tada je p > k. PostavƩaƬem
pitaƬa vezana za proizvode a3l+1a3l+2a3l+3, za 06 l6 k− 1, dobijamo da
je p = k (proizvod brojeva na karticama jednak je proizvodu brojeva
koje dobijamo kao odgovore na pitaƬa).
Drugi sluqaj. n = 3k+1, za neko k ∈ N. Tada je p> k+ 1. PostavƩaƬem
pitaƬa vezana za proizvode a1a2a3, a1a4a5, a1a6a7 i a3l−1a3la3l+1, za 36
l 6 k, dobijamo da je p = k + 1, jer je proizvod brojeva koje dobijamo
kao odgovore na pitaƬa jednak proizvodu brojeva na karticama, tj.

a1a2a3 · a1a4a5 · a1a6a7 ·
k∏

l=3

a3l−1a3la3l+1 = a21 ·
n∏

l=1

al =

n∏

l=1

al.

Tre�i sluqaj. n = 3k+2, za neko k ∈ N. Tada je p> k+1. PostavƩaƬem
pitaƬa vezana za proizvode a1a2a3, a1a2a4, a1a2a5 i a3la3l+1a3l+2, za 26
l6k, dobijamo da je p6k+2 (sliqno kao u prva dva sluqaja). Dokaжimo
da se sa k+1 pitaƬa ne moжe dobiti жeƩeno. U suprotnom, u trojkama
za koje su postavƩena pitaƬa uqestvuje ukupno n+ 1 brojeva, pa kako
svaki broj mora da uqestvuje u postavƩenim pitaƬima, za jedan broj
su postavƩena taqno dva pitaƬa. Ako je taj broj x, a y i z neki od
brojeva koji uqestvuju u razliqitim pitaƬima vezanim za x, tada iste
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odgovore dobijamo i za brojeve −x, −y, −z, a ovom zamenom se proizvod
svih brojeva meƬa, kontradikcija.

Drugi razred , A kategorija

1. Ako je x = 0 nejednakost vaжi za svako a. Ako je x 6= 0, deƩeƬem sa
x2 i uvo�eƬem smene t = x+ 1

x
nejednakost postaje ekvivalentna sa

f(t) = t2 + at+ a+ 1 > 0,

za t /∈ (−2, 2) (jer kvadratna jednaqina x2−tx+1 = 0 ima rexeƬe u skupu
realnih brojeva ako i samo ako t 6∈ (−2, 2)). Diskriminanta trinoma
f(t) je D = a2 − 4a− 4. DovoƩno je razmotriti slede�a dva sluqaja.
Prvi sluqaj. Neka je D < 0, tj. a ∈ (2− 2

√
2, 2 + 2

√
2). Tada nejednakost

f(t) > 0 vaжi za svako realno t, pa i za t /∈ (−2, 2).
Drugi sluqaj. Neka je D > 0, tj. a ∈ (−∞, 2− 2

√
2] ∪ [2 + 2

√
2,+∞). Tada

nejednakost f(t) > 0 vaжi za sve t /∈ (−2, 2) akko je f(2) > 0, f(−2) > 0 i
ako se teme kvadratne funkcije f(t) nalazi u (−2, 2), tj. −2 < −a

2 < 2.
Ove nejednakosti redom daju a > − 5

3 , a < 5, 4 > a > −4, pa je traжeni

skup parametara u ovom sluqaju (− 5
3 , 2− 2

√
2].

Dakle, traжeni skup parametara je a ∈ (− 5
3 , 2 + 2

√
2).

2. Primetimo da za |z| 6 1 vaжi a > | − zi|, pa moжemo pretpostaviti
da je a 6= −zi. Tada vaжi slede�i niz ekvivalencija

∣∣∣∣
az − i

a+ zi

∣∣∣∣6 1 ⇔ |az − i|6 |a+ zi| ⇔ |az − i|2 6 |a+ zi|2.

Kako je |az − i|2 = (az − i)(az + i) = a2|z|2 − iaz + iaz + 1 i |a + zi|2 =
(a+ zi)(a− zi) = a2 + iaz − iaz + |z|2, to je

|az − i|2 6 |a+ zi|2 ⇔ a2|z|2 + 16 a2 + |z|2

⇔ (a2 − 1)(|z|2 − 1)6 0 ⇔ |z|6 1,

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta, str. 33, Pismeni zadaci, za-
datak 2)

3. Potpun kvadrat se moжe zavrxavati ciframa 1, 4, 5, 6, 9. Potpun
kvadrat se ne moжe zavrxavati sa 11, 55 ili 99, jer ti brojevi daju
ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, a ni sa 66, jer je taj broj deƩiv sa 2, a
nije sa 4. Dakle, dovoƩno je dokazati da se potpun kvadrat ne moжe
zavrxavati sa bar qetiri broja 4.
Pretpostavimo da postoji potpun kvadrat koji se zavrxava sa bar
qetiri broja 4, tj. neka je a2 = 10000k + 4444, za neke a, k ∈ N. Broj
a je paran, pa je a = 2b, za neko b ∈ N, i samim tim b2 = 2500k + 1111.
Me�utim, broj 2500k+1111 daje ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, pa ne moжe
biti potpun kvadrat, kontradikcija.



39

4. Oznaqimo sa S(XY Z) povrxinu
trougla XYZ. Kako je AM = MB
i PM = MQ, to se dijagonale
qetvorougla APBQ polove, pa je
on paralelogram. Sada, kako je
EP ‖ AQ, to je S(AEQ) = S(APQ),
a kako je PD ‖ QB, to je S(QDB) =
S(QPB), pa kako je S(APQ) =
S(QPB), to je S(AEQ) = S(QDB).
Kako je AE = BD, to su visine
trouglova AQE i BDQ koje odgo-
varaju ovim stranicama jednake,

A B

C

E
D

P

Q

M

OK 2012, 2A – 4

odnosno taqka Q je jednako udaƩena od pravih AE i BD, xto je i
trebalo dokazati.

5. Ako se u jednoj vrsti nalazi bar 10 razliqitih brojeva, onda se u
naredne dve pojavƩuje najvixe 6 novih brojeva. Razbijmo tablicu na
50 parova uzastopnih vrsta. U prvom paru ima najvixe 16 razliqitih
brojeva, a u svakom od slede�ih 49 ima najvixe 6 novih brojeva, xto
daje ukupno najvixe 16 + 49 · 6 = 310 razliqitih brojeva.
Primer tablice sa 310 razliqitih brojeva konstruixemo na slede�i
naqin. Za k = 1, 2, . . . , 50, unesimo u (2k − 1)-vu vrstu sve prirodne
brojeve od 6k − 5 do 6k + 4, a u (2k)-tu vrstu sve prirodne brojeve od
6k + 1 do 6k + 10. Ova tablica ispuƬava uslove zadatka, a u Ƭoj se
nalaze brojevi od 1 do 310.

Tre�i razred , A kategorija

1. Uslov definisanosti datog izraza je 2x+1 6= 5
2 i x2−3

2 > 3, odnosno
x ∈ (−∞,−3)∪ (3,+∞). Kako je 2x − 16> 0 akko je x ∈ [4,+∞), a 92x+1 −
243> 0 akko je x ∈

[
3
4 ,+∞

)
, to je (uz uslov definisanosti) dati izraz

ne ve�i od 0 akko je x ∈ (3, 4]. (Tangenta 64, str. 37, Pismeni zadaci,
zadatak 15)

2. Po definiciji, determinanta je zbir n! sabiraka koji predstavƩa-
ju (do na znak) proizvod n elemenata, pri qemu je iz svake vrste i
svake kolone odabran po taqno jedan element. DovoƩno je razmotriti
slede�e sluqajeve.
Prvi sluqaj. Neka je n > 4. Posmatrajmo sve kolone osim prve i
posledƬe. Iz ovih kolona mogu�e je izabrati najvixe dva nenula
elementa, jer se jedini nenula elementi ovih kolona nalaze u prvoj
i posledƬoj vrsti. Kako je ovih kolona barem 3, to je svaki sabirak
koji uqestvuje u razvoju determinante jednak 0, pa je i determinanta
jednaka 0.
Drugi sluqaj. Za n = 3 determinanta je jednaka 16.
Tre�i sluqaj. Za n = 4 determinanta je jednaka 25.
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3. Dopunimo niz sa a−1 = 0, tako da rekurentna relacija ostaje na
snazi. Pokaza�emo da je niz {an} periodiqan po modulu 2011. Kako
postoji samo konaqno mnogo parova ostataka po modulu 2011, to postoje
prirodni brojevi m,n (m > n) takvi da je m ≡ n (mod 2011) i am ≡ an
(mod 2011). Kako je 2011 prost broj koji daje ostatak 3 po modulu 4,
to k2 + 1 nije deƩivo sa 2011 ni za jedno k ∈ Z, pa iz

((m− 1)2 + 1) · am−1 − (m− 1) ≡ ((n− 1)2 + 1) · an−1 − (n− 1) (mod 2011)

sledi am−1 ≡ an−1 (mod 2011). NastavƩaju�i ovaj postupak, dobijamo
am−n−1 ≡ a−1 = 0 (mod 2011), dakle 2011 | am−n−1.

4. Uvedimo kompleksnu ravan, tako da su a, b, c, d, e, f i z, redom, kom-
pleksni brojevi koji odgovaraju taqkama A, B, C, D, E, F i M . Dati
uslov ekvivalentan je sa |z−a|2+|z−c|2+|z−e|2 = |z−b|2+|z−d|2+|z−f |2,
odnosno sa

|a|2+|c|2+|e|2−z(a+c+e)−z(a+c+e) = |b|2+|d|2+|f |2−z(b+d+f)−z(b+d+f).

Iz posledƬe jednakosti, ako je α = b + d + f − (a + c+ e), imamo da za
svako z ∈ C vaжi

zα+ zα = |b|2 + |d|2 + |f |2 − (|a|2 + |c|2 + |e|2).

Odavde, najpre odabirom z = 0, dobijamo |b|2 + |d|2 + |f |2 − (|a|2 + |c|2 +
|e|2) = 0, a potom odabirom z = 1 i z = i, redom dobijamo α + α = 0
i α − α = 0, odnosno α = 0. Ovim smo dokazali da je a + c + e =
b+ d+ f . Iz ove jednakosti, imaju�i na umu da su kompleksni brojevi

koji odgovaraju teжixtima navedenih trouglova
a+ c+ e

3
i

b+ d+ f

3
,

neposredno sledi tvr�eƬe zadatka.

5. Dokaжimo indukcijom da je traжeni broj podskupova, u oznaci f(n),
jednak 2n− 1. Za n = 1 oqigledno je f(n) = 1. Pretpostavimo da za sve
k < n vaжi f(k) = 2k − 1. Neka je F maksimalna familija nepraznih
podskupova skupa X od n elemenata tako da su svaka dva ili disjunktna
ili je jedan od Ƭih podskup drugog. Jedan od Ƭih je sam X, jer je u
suprotnom F ∪ {X} ve�a familija sa istim svojstvima. Neka je Y ∈ F
takav da on nije podskup nijednog elementa iz F osim X, i neka Y ima
k elemenata. Tada je svaki element familije F ili podskup skupa
Y (takvih po induktivnoj hipotezi moжe biti najvixe f(k) = 2k − 1),
ili disjunktan sa Y , tj. podskup skupa X \ Y (takvih po induktivnoj
hipotezi moжe biti najvixe f(n− k) = 2n− 2k− 1) ili sam X. Dakle,
u familiji F moжe biti najvixe (2k − 1) + (2n − 2k − 1) + 1 = 2n − 1
podskupova. Jasno je da je taj broj mogu�e dosti�i: po induktivnoj
hipotezi moжemo izabrati, za neki neprazan Y ⊆ X, 2k− 1 podskupova
skupa Y , 2n− 2k − 1 podskupova skupa X \ Y i sam skup X.
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Qetvrti razred , A kategorija

1. Neka je C(c2 + 1, c). Korix�eƬem formule za povrxinu poligona
dobijamo da je povrxina trougla ABC jednaka

∣∣∣∣
(4 + 3)(2− 1)

2
+

(c+ 4)((c2 + 1)− 2)

2
+

(3 + c)(1 − (c2 + 1))

2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
c2 − c+ 3

2

∣∣∣∣ .

Minimalna vrednost izraza c2 − c+ 3 dostiжe se za c = 1
2 i jednaka je

11
4 > 0, pa je minimalna vrednost povrxine jednaka 11

8 i dostiжe se za
taqku C

(
5
4 ,

1
2

)
. (Tangenta 63, str. 33, Tangenta, zadatak 4)

2. Funkcija g(x) = f(x) · ctg x je diferencijabilna na (1, 2), neprekidna
na [ 1, 2 ] i vaжi g(1) = g

(
π
2

)
= 0, pa po Rolovoj teoremi postoji c ∈ (1, 2)

tako da je

0 = g′(c) =
1

2 sin2 c
·
(
f ′(c) sin 2c− 2f(c)

)
.

Prema tome, za proizvoƩno f(x) (koje zadovoƩava uslove zadatka), jed-
naqina ima bar jedno rexeƬe.
Ako je f(x) = x−1, jednaqina glasi 2(x−1) = sin 2x. Ako je h : [ 1, 2 ] → R
definisana sa h(x) = 2(x− 1)− sin 2x, broj rexeƬa jednaqine jednak je
broju nula funkcije h(x). Ova funkcija je diferencijabilna na [ 1, 2 ]
i vaжi h′(x) = 2(1 − cos 2x) > 0, pa h(x) strogo raste. Sledi da h(x)
moжe imati najvixe jednu nulu, a po prethodnom sledi da ima taqno
jednu nulu.
Dakle, najmaƬi mogu�i broj rexeƬa jednaqine je jedan.

3. a) Ukoliko su p i q neparni brojevi vaжi

p2 + 2012pq+ q2 ≡ 1 + 0 + 1 = 2 (mod 4),

pa p2 + 2012pq+ q2 nije potpun kvadrat. Dakle, barem jedan od p i q je
paran, pa je jednak 2. Neka je (bez umaƬeƬa opxtosti) p = 2. Ukoliko
je q neparan tada je

p2 + 2012pq+ q2 ≡ 4 + 0 + 1 = 5 (mod 8),

pa p2+2012pq+ q2 opet nije potpun kvadrat. Ukoliko je p = q = 2, tada
je p2 + 2012pq + q2 = 4 · 2014, xto nije potpun kvadrat.
b) Posmatrajmo jednaqinu

m2 + 2012mn+ n2 − t2 = 0.

Ova jednaqina ima rexeƬa u skupu prirodnih brojeva ako i samo ako
je (20122 − 4)n2 + 4t2 potpun kvadrat, tj. ako je

1005 · 1007 · n2 = s2 − t2,
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za neko s ∈ N. Neka su zato s i t takvi da je s−t = 1005 ·1007 i s+t = n2.
Tada je

m =
(n− 1005)(n− 1007)

2
.

Ukoliko je jox n neparan, ve�i od 1007 i uzajamno prost sa 1005 i
1007, tada je NZD (m,n) = 1, tj. (m,n) je par sa traжenim svojstvom.
Ovakvih brojeva n ima beskonaqno mnogo, qime je dokaz u potpunosti
zavrxen.

4. Kako je ∢BAA1 = ∢BB1A1

(kao uglovi nad tetivom BA1) i
∢AMB = ∢B1MA1, to je △ABM ∼
△B1A1M . Analogno dobijamo da
je △BCM ∼ △C1B1M , △CDM ∼
△D1C1M i △DAM ∼ △A1D1M , pa
je

AB

A1B1
=

BM

A1M
,

BC

B1C1
=

BM

C1M
,

CD

C1D1
=

DM

C1M
,

DA

D1A1
=

DM

A1M
.

Sada je

A B

CD

C1

D1

B1

A1

M
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AB

A1B1
· CD

C1D1
=

BM ·DM

A1M · C1M
=

BC

B1C1
· DA

D1A1
,

pa kako je AB = BC = CD = DA, to je zaista A1B1 ·C1D1 = A1D1 ·B1C1.

5. Dokaza�emo da je r(m) = m2 −m− 1.
Neka je skup {1, 2, . . . ,m2 −m− 2} razbijen na 2 podskupa A i B:

A = {1, 2, . . . ,m− 2, (m− 1)2, (m− 1)2 + 1, . . . ,m2 −m− 2}
B = {m− 1,m, . . . , (m− 1)2 − 1}.

Pokaжimo da je svaki od ova 2 skupa, A i B, slobodan-od-m-suma, tj.
da jednaqina

x1 + x2 + . . .+ xm−1 = xm

nema rexeƬa ni u A ni u B.
Ako su brojevi x1, x2, . . . , xm−1 iz {1, 2, . . . ,m− 2} onda vaжi

m− 16 x1 + x2 + . . .+ xm−1 6 (m− 1) · (m− 2) < m · (m− 2) = (m− 1)2 − 1,

te je x1 + x2 + . . .+ xm−1 ∈ B.
Ako je me�u brojevima x1, x2, . . . , xm−1 bar jedan iz {(m− 1)2, (m− 1)2 +
1, . . . ,m2−m−2}, tada je najmaƬa mogu�a vrednost sume na levoj strani
jednaqine jednaka

1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
m−2

+ (m− 1)2 = m2 −m− 1 ⇒ x1 + x2 + . . .+ xm−1 6∈ A.
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Ovim smo pokazali da je skup A slobodan-od-m-suma.
Ako su brojevi x1, x2, . . . , xm−1 iz B = {m− 1,m, . . . , (m − 1)2 − 1} onda
je najmaƬa mogu�a vrednost sume na levoj strani jednaqine jednaka

(m− 1) + (m− 1) + . . .+ (m− 1)︸ ︷︷ ︸
m−1

= (m−1)2 ⇒ x1+x2+. . .+xm−1 6∈ B.

Ovim smo pokazali da je i skup B slobodan-od-m-suma, stoga sledi da
je r(m) >m2 −m− 1.
Pokaжimo da vaжi i suprotna nejednakost. Drugim reqima svako
razbijaƬe skupa {1, 2, . . . ,m2 − m − 1} na 2 podskupa A i B, sadrжi
bar jedan podskup koji nije slobodan-od-m-suma.
Pretpostavimo da ovo tvr�eƬe nije taqno. Bez umaƬeƬa opxtosti
moжemo pretpostaviti da je 1 ∈ A. To povlaqi da 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

m−1

=

m−1 6∈ A, tj. m−1 ∈ B. DaƩe imamo (m− 1) + (m− 1) + . . .+ (m− 1)︸ ︷︷ ︸
m−1

=

(m− 1)2 6∈ B, tj. (m− 1)2 ∈ A. Sada imamo 2 mogu�nosti za m, da je u
skupu A ili u skupu B:

1◦ Ako je m ∈ A onda imamo m+m+ . . .+m︸ ︷︷ ︸
m−2

+1 = m2−2m+1 = (m−1)2,

pa skup A nije slobodan-od-m-suma.

2◦ Ako je m ∈ B onda zbog m+m+ . . .+m︸ ︷︷ ︸
m−2

+m− 1 = m2−m− 1 sledi

da m2 −m− 1 6∈ B, tj. m2 −m− 1 ∈ A. DaƩe imamo 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
m−2

+

(m− 1)2 = m2 −m− 1, pa skup A nije slobodan-od-m-suma.

Time smo dobili kontradikciju sa polaznom pretpostavkom, qime smo
pokazali nejednakost r(m) 6m2 −m− 1.
Iz r(m)>m2 −m− 1 i r(m)6m2 −m− 1 sledi da je r(m) = m2 −m− 1.
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REXEƫA ZADATAKA OKRUЖNOG TAKMIQEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 11.02.2012.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je M sredixte stra-
nice AB, a N sredixte strani-
ce BC trougla ABC, to je MN
sredƬa linija ovog trougla, pa je
MN ‖ AC i samim tim ∢BMN =
∢BAC. Sliqno, KN je sredƬa
linija trougla CDB, pa je KN ‖
DB i samim tim ∢CKN = ∢CDB.
Qetvorougao ABCD je tetivan, pa
je ∢BAC = ∢CDB (kao uglovi nad
tetivom BC), i samim tim i

A B

D
C

M

N

K

OK 2012, 1B – 1

∢BMN = ∢CKN . (Tangenta 66, str. 40, Pismeni zadaci, zadatak 2)

2. Neka je Q(x) = x3 − x2 + x − 6. Kako je Q(2) = 23 − 22 + 2 − 6 =
8 − 4 + 2 − 6 = 0, to je Q(x) deƩivo sa x − 2. DeƩeƬem polinoma Q(x)
sa x− 2 dobijamo Q(x) = (x− 2)(x2 + x+3). DaƩe, po uslovu zadatka je

P (x) = Q(x) ·R(x)+x2−7x+3 = (x−2) · (x2+x+3) ·R(x)+x2−7x+3, (†)

za neki polinom R(x). Kako je ostatak pri deƩeƬu polinoma S(x) =
x2 − 7x+ 3 sa x− 2 po Bezuovom stavu jednak S(2) = −7, to je prema (†)
i ostatak pri deƩeƬu polinoma P (x) sa x− 2 jednak −7.

3. Ako je x = 3, onda je y5 = 19, pa u ovom sluqaju jednaqina nema
rexeƬa. Ako je x 6= 3, kako je x prost broj sledi NZD (x, 3) = 1, pa
x2 daje ostatak 1 pri deƩeƬu sa 3 i samim tim je 2x2 + 1 ≡ 0 (mod 3).
Sledi 3 | y5, pa kako je y prost broj sledi y = 3, odakle je x = 11.
Dakle, jedino rexeƬe je (x, y) = (3, 11).

4. Kako je AZ : AY = 2 : 1, to
je Y sredixte duжi AZ, a kako
je i Y C ‖ AB, to je Y C sredƬa
linija trougla ABZ, pa je Y sre-
dixte duжi CD. Neka je O presek
dijagonala datog paralelograma.
Tada je O sredixte duжi AC, pa
je taqka X teжixte trougla ACD.
Samim tim, AX : XY = 2 : 1, pa

A B

C
D Y

Z

O

X

OK 2012, 1B – 4

kako je duжina duжi AY jednaka 3, to je duжina duжi AX jednaka 2.

5. Kako dva najlakxa zadatka nose 10 bodova, to teжi od Ƭih nosi
barem 6 bodova (jer nose razliqit broj bodova). Kako dva najteжa za-
datka nose 18 bodova, to lakxi od Ƭih nosi najvixe 8 bodova (jer nose
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razliqit broj bodova). Dakle, tre�i po teжini zadatak mora nositi
7 bodova, pa zadaci ukupno nose 10 + 18 + 7 = 35 bodova. (Tangenta 59,
str. 24, Nagradni zadaci, M856)

Drugi razred , B kategorija

1. Dati izraz je definisan ako i samo ako je 4 + 7x− 2x2 > 0, odnosno
ako i samo ako je x ∈

[
− 1

2 , 4
]
= D. DaƩe, kako je za x>− 1

2 desna strana
date nejednaqine nenegativna, to je dovoƩno odrediti sve x ∈ D koji
zadovoƩavaju nejednaqinu

6x2 − 3x− 3 > 0.

RexeƬa posledƬe kvadratne nejednaqine su iz skupa
(
−∞,− 1

2

)
∪

(1,+∞), pa je rexeƬe poqetne nejednaqine skup (1, 4]. (Tangenta 63,
str. 32, Pismeni zadaci, zadatak 2)

2. Neka je f(x) = kx2 + lx +m, za neke k, l, m ∈ R. Iz uslova zadatka
sledi

k(a2 − b2) + l(a− b) = f(a)− f(b) = c(b− a)

k(a2 − c2) + l(a− c) = f(a)− f(c) = b(c− a).

Kako su a, b, c razliqiti, sledi a − b 6= 0, a − c 6= 0, pa deƩeƬem prve
jednaqine sa a − b, a druge sa a − c, dobijamo k(a + b) + l + c = 0 =
k(a + c) + l + b, odakle je k(b − c) = b − c. Kako je b − c 6= 0, sledi
k = 1, pa je l = −(a + b + c) i m = ab + bc + ca. Sledi f(a + b + c) =
(a+ b + c)2 − (a + b + c)(a + b + c) + (ab + bc+ ca) = ab + bc+ ca, xto je i
trebalo dokazati.

3. Kako 4 | 2012, to za n> 2 imamo da 42 | 4n | 2012n. Zato je broj 2012n,
za n > 1, deƩiv sa 8. Broj koji se zavrxava sa 2012, nije deƩiv sa 8
poxto 8 ∤ 012 (prirodan broj pri deƩeƬu sa 8 daje isti ostatak kao
i broj sastavƩen od Ƭegove posledƬe tri cifre). Iz svega navedenog
zakƩuqujemo da broj n sa navedenom osobinom ne postoji.

4. Kako je ∢BAN = ∢NAC, to
je BN = CN (kao tetive opisane
kruжnice trougla ABC koje odgo-
varaju ovim uglovima). Tako�e,
∢BCN = ∢BAN (kao uglovi nad
tetivom BN), pa je ∢TCN =
∢CAN , a kako je i ∢TNC =
∢CNA, to je △TCN ∼ △CAN . Iz
ove sliqnosti zakƩuqujemo da je
TN

CN
=

CN

AN
, pa kako je BN = CN ,

A

B C

N

T

OK 2012, 2B – 4
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to je BN2 = AN · TN , xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 64, str.
43, Pismeni zadaci, zadatak 2)

5. Ukoliko je na maskenbalu bila zastupƩena bela boja, tada crna
nije, pa iz drugog uslova sledi da su bile zastupƩene plava i zelena,
a potom iz tre�eg i qetvrtog uslova sledi da nisu bile zastupƩene
ni жuta, ni crvena. Dakle, crna, жuta i crvena boja nisu bile zastu-
pƩene.
Ukoliko, s druge strane, bela boja nije bila zastupƩena, tada crna
jeste, pa iz drugog uslova sledi da je bila zastupƩena ili plava ili
zelena boja. Za prvu mogu�nost iz qetvrtog uslova sledi da ni crvena
boja nije bila zastupƩena (pa sveukupno: bela, zelena i crvena boja
nisu bile zastupƩene), a za drugu mogu�nost iz tre�eg uslova sledi
da ni жuta boja nije bila zastupƩena (pa sveukupno: bela, plava i
жuta boja nisu bile zastupƩene).
Time smo pokazali da sigurno postoje bar tri boje koje nisu bile
zastupƩene na maskenbalu, pa je broj zastupƩenih boja najvixe n− 1.
Prema Dirihleovom principu sledi da se mogu na�i dve osobe na
maskenbalu obuqene u kostime iste boje.

Tre�i razred , B kategorija

1. Korix�eƬem osnovnih osobina vektorskog, skalarnog i mexovitog

proizvoda dobijamo da za L =
[(−→a +

−→
b
)
×
(−→
b +−→c

)]
· (−→c +−→a ) vaжi

L =
(−→a ×−→

b +−→a ×−→c +
−→
b ×−→c

)
· (−→c +−→a ) = [a, b, c] + [b, c, a] = 2[a, b, c]

= 2(−→a ×−→
b ) · −→c = 2−→c · (−→a ×−→

b ),

xto je i trebalo dokazati. (Tangenta 66, str. 38, Pismeni zadaci,
zadatak 3)

2. Iz prve jednaqine je sinx = 1 i cos 2y = 1, ili sinx = −1 i cos 2y =
−1. Tako�e, ukoliko je sinx = ±1, tada je cosx = 0, pa ukoliko x i y
zadovoƩavaju prvu jednaqinu, zadovoƩavaju i drugu. Kako je sinx =
cos 2y = 1 akko je x = π

2 + 2kπ, za neko k ∈ Z, i y = lπ, za neko l ∈ Z, a
sinx = cos 2y = −1 akko je x = 3π

2 + 2kπ, za neko k ∈ Z, i y = π
2 + lπ, za

neko l ∈ Z, to su rexeƬa datog sistema jednaqina parovi
(
π
2 + nπ, mπ

2

)
,

gde su m, n proizvoƩni celi brojevi iste parnosti. (Tangenta 58, str.
31, Pismeni zadaci, zadatak 2)

3. Potpun kvadrat se moжe zavrxavati ciframa 1, 4, 5, 6, 9. Potpun
kvadrat se ne moжe zavrxavati sa 11, 55 ili 99, jer ti brojevi daju
ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, a ni sa 66, jer je taj broj deƩiv sa 2, a
nije sa 4. Dakle, dovoƩno je dokazati da se potpun kvadrat ne moжe
zavrxavati sa bar qetiri broja 4.
Pretpostavimo da postoji potpun kvadrat koji se zavrxava sa bar
qetiri broja 4, tj. neka je a2 = 10000k + 4444, za neke a, k ∈ N. Broj
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a je paran, pa je a = 2b, za neko b ∈ N, i samim tim b2 = 2500k + 1111.
Me�utim, broj 2500k+1111 daje ostatak 3 pri deƩeƬu sa 4, pa ne moжe
biti potpun kvadrat, kontradikcija.

4. Neka je ∢CAB = α, ∢ACD = β,
∢ABD = γ, ∢BDC = δ. Primenom
kosinusnih teorema na trouglove
ABC, ACD, ABD, BCD, redom do-
bijamo

AB2 +AC2 − 2AB ·AC cosα = BC2,
CD2 +AC2 − 2CD ·AC cosβ = AD2,
AB2 +BD2 − 2AB · BD cos γ = AD2,
CD2 +BD2 − 2CD · BD cos δ = BC2.

Zamenom u dati izraz dobijamo

α γ

β

δ

A B

C

D

O
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2 · AB ·AC · cosα
2 · CD · AC · cosβ =

2 · AB · BD · cos γ
2 · CD ·BD · cos δ ⇔ cosα

cosβ
=

cos γ

cos δ
,

pa je cosα · cos δ = cosβ · cos γ. Primenom formule za pretvaraƬe
proizvoda kosinusa u zbir, dobijamo da je posledƬa jednakost ekvi-
valentna sa cos(α − δ) + cos(α + δ) = cos(β − γ) + cos(β + γ). Neka je
taqka O presek dijagonala qetvorougla ABCD. Tada iz trouglova
AOB i COD nalazimo α+γ = β+δ, pa je cos(α−δ) = cos(β−γ), odnosno
cos(α+δ) = cos(β+γ). Kako je α+β+γ+δ = 360◦−∢AOB−∢COD < 360◦,
to je iz prethodne jednakosti α + δ = β + γ, pa je α = β, odnosno
AB ‖ CD.

5. Ako se u jednoj vrsti nalazi bar 10 razliqitih brojeva, onda se u
naredne dve pojavƩuje najvixe 6 novih brojeva. Razbijmo tablicu na
50 parova uzastopnih vrsta. U prvom paru ima najvixe 16 razliqitih
brojeva, a u svakom od slede�ih 49 ima najvixe 6 novih brojeva, xto
daje ukupno najvixe 16 + 49 · 6 = 310 razliqitih brojeva.
Primer tablice sa 310 razliqitih brojeva konstruixemo na slede�i
naqin. Za k = 1, 2, . . . , 50, unesimo u (2k − 1)-vu vrstu sve prirodne
brojeve od 6k − 5 do 6k + 4, a u (2k)-tu vrstu sve prirodne brojeve od
6k + 1 do 6k + 10. Ova tablica ispuƬava uslove zadatka, a u Ƭoj se
nalaze brojevi od 1 do 310.

Qetvrti razred , B kategorija

1. Koeficijent pravca prave koja prolazi kroz taqke A i B je-

dnak je
4− 3

−1− 2
= −1

3
, pa je potrebno odrediti taqku date funkcije

u kojoj je koeficijent pravca tangente jednak −1

3
. Kako je koefi-

cijent pravca tangente u taqki x0 funkcije y = f(x) jednak f ′(x0),
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to je 1 − 1

x0 + 1
= −1

3
, odnosno x0 = −1

4
. Dakle, traжena taqka je

(
−1

4
,−1

4
− ln

3

4

)
. (Tangenta 66, str. 38, Pismeni zadaci, zadatak 1)

2. Pretpostavimo da je funkcija f periodiqna i neka je T > 0 jedna
Ƭena perioda (ne obavezno minimalna). Kako je f(0) = f(T ), to je
0 = sinT 2, odakle je T 2 = kπ, za neko k ∈ N, odnosno T =

√
kπ. Neka

je n proizvoƩan prirodan broj. Iz f(
√
nπ) = f(

√
nπ + T ) imamo 0 =

sin(
√
nπ + T )2, te kako je T =

√
kπ, dobijamo (

√
nπ +

√
kπ)2 = lnπ, za

neko ln ∈ Z. Odavde, sre�ivaƬem, nalazimo da je 2
√
kn = ln − k −

l ∈ N. Dakle, za svaki prirodan broj n vaжi da je 2
√
nk prirodan

broj. Specijalno, za n = 1 i n = 2 imamo da su brojevi 2
√
k i 2

√
2k

prirodni. Samim tim, Ƭihov koliqnik je racionalan broj, odnosno
2
√
2k

2
√
k

=
√
2 ∈ Q, kontradikcija. Ovim smo dokazali da funkcija f nije

periodiqna.

3. Kako je 2x > 2012, to je x>11. Sada je 6y = 2x−2012>211−2012 = 36,
pa je y> 2. Pri tome, ako je y = 2, tada je x = 11 i ovo je jedno rexeƬe
date jednaqine. Ukoliko je y > 3, tada je 6y deƩivo sa 8, a kako je
x>11, to je i 2x deƩivo sa 8, pa je 2x− 6y deƩivo sa 8. Me�utim, 2012
nije deƩiv sa 8, pa je (x, y) = (11, 2) jedino rexeƬe jednaqine.

4. Kako je ∢DAL = 90◦ − ∢ABC =
∢BCD, AD = CB i ∢ALD =
∢CDB = 90◦, to je po stavu USU
△ADL ∼= △CBD, pa je LD = DB.
Samim tim, trougao DBL je jed-
nakokraki, pa je ∢DLB = ∢DBL.
Sada je 180◦ = ∢LAB + ∢ABL +
∢BLA = 90◦−∢ABC+∢ABL+90◦+
∢ABL, pa je 2·∢ABL = ∢ABC, xto

A BD

C

L

OK 2012, 4B – 4

je i trebalo dokazati. (Tangenta 66, str. 16, Nagradni zadaci, M990)

5. Neka su a1, a2, . . . , a2011 brojevi zapisani na karticama i neka je p
traжeni broj pitaƬa. Za svaki od brojeva ai, 16i6n, moramo postavi-
ti barem jedno pitaƬe vezano za proizvod tri broja me�u kojima je

jedan ai, pa je p >
2011

3
, odnosno p > 671. PostavƩaƬem pitaƬa vezana

za proizvode a1a2a3, a1a4a5, a1a6a7 i a3l−1a3la3l+1, za 36 l6 670, moжemo
saznati i proizvod svih brojeva, jer je

a1a2a3 · a1a4a5 · a1a6a7 ·
670∏

l=3

a3l−1a3la3l+1 = a21 ·
2011∏

i=1

ai =
2011∏

i=1

ai,

pa je p = 671.
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REXEƫA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEƫEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Prvi razred , A kategorija

1. Ako je BD = DC, kako je AD
visina, onda je i AB = AC, odno-
sno trougao ABC je jednakokraki.
Pretpostavimo da je BD 6= DC i
dokaжimo da je taqka P ortocen-
tar trougla ABC. Pretpostavi-
mo, bez gubƩeƬa opxtosti, da je
BD < DC i neka je B1 taqka duжi
DC takva da je BD = B1D. Trou-
glovi BPA i B1AP su simetriqni
u odnosu na pravu AD, pa je

B C

A

B1D

PF

DR 2012, 1A – 1

∢PBA = ∢PB1A, a odatle i ∢PB1A = ∢PCA. Odavde sledi da je
qetvorougao B1CAP tetivan i vaжe jednakosti ∢B1CP = ∢PAB1 =
∢PAB. Neka je presek prave CP i AB taqka F . Uglovi FAD i FCD su
jednaki, pa je i qetvorougao DCAF tetivan. Najzad, imamo jednakost
∢AFC = ∢ADC = 90◦, pa je i CF visina trougla ABC, odnosno, taqka
P je ortocentar trougla ABC.

2. Primetimo da za sve prirodne brojeve x i y vaжi 23x · 111y ≡
1x · 1y ≡ 1 (mod 11). Kako je zbir cifara na parnim mestima datog
broja jednak P = b+5+ d+7+2+2+9+ c+3+ a, a na neparnim jednak
N = 6 + 4 + 4 + c+ b+ 0 + 6 + d+ b+ a, to je

1 ≡ P −N = 8− b (mod 11),

pa je b = 7 (poxto je b cifra). DaƩe, kako je 103 ≡ 1 (mod 111), a dati
broj deƩiv sa 111, to je

0 ≡ aab3dc6902b2c74d456b

≡ 56b+ 103 · 4d4 + 106 · 2c7 + 109 · 2b+ 1012 · c69 + 1015 · b3d+ 1018 · aa
≡ 56b+ 4d4 + 2c7 + 2b+ c69 + b3d+ aa

≡ 11(a+ d) + 110c+ 102b+ 1290

≡ 11(a+ d) + 6− c (mod 111).

Kako su a, c i d cifre, pri qemu je a>1, to je sa jedne strane 11(a+d)+
6−c>11·1+6−9 > 0, dok je sa druge strane 11(a+d)+6−c611·18+6−0 <
222, pa mora biti 11(a+ d) + 6 − c = 111. Zato je 11(a+ d− 10) = c− 5.
Ovo znaqi da 11 | c−5, pa kako je c cifra dobijamo da je c = 5, a samim
tim i a+ d = 10. Konaqno a+ b+ c+ d = 22.

3. Kako za svako n ∈ N vaжi n ≡ 0 (mod n), to je P (n) ≡ P (0) (mod n),
a samim tim i P (P (n)) ≡ P (P (0)) (mod n). Odatle, po uslovu zadatka
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imamo P (P (0)) ≡ −1 (mod n), odnosno n | P (P (0))+1, za svaki prirodan
broj n, pa je P (P (0)) = −1.
Pretpostavimo da postoji a ∈ Z, takvo da je P (a) = 0. Tada je P (x) =
(x− a)Q(x), za neki polinom Q(x) ∈ Z[X ], pa vaжi P (0) = −a ·Q(0) i

−1 = P (P (0)) = (−a ·Q(0)− a) · (Q(P (0))) = −a · (Q(0) + 1) ·Q(P (0)). (†)

Odavde je broj Q(0) paran (jer je Q(0) + 1 ∈ {−1, 1}), pa je zbog P (0) =
−a · Q(0) i P (0) paran broj. Neka je P (0) = b. Iz (†) je Q(b) ∈ {−1, 1},
te je Q(b) neparan. Me�utim, kako je b ≡ 0 (mod 2), to je 1 ≡ Q(b) ≡
Q(0) ≡ 0 (mod 2), kontradikcija. Ovim smo dokazali da polinom P (x)
nema celobrojnu nulu, xto je i trebalo dokazati.

4. Ako bi se ukinule sve aviolinije iz glavnog grada skup preosta-
lih 2012 gradova bi bio podeƩen na podskupove takve da su u istom
podskupu gradovi povezani aviolinijama (ne obavezno direktno). U
svakom podskupu ima bar 2 grada, jer je svaki grad povezan avioli-
nijom bar jox sa jednim, pa ovih podskupova ima najvixe 1006. Uko-
liko za svaki od tih podskupova zadrжimo taqno jednu avioliniju iz
glavnog grada do nekog od gradova iz tog podskupa, iz svakog grada �e
se do svakog drugog mo�i sti�i korix�eƬem nekih aviolinija. Da-
kle, da bismo dobili traжeno, dovoƩno je ukloniti preostale linije
iz glavnog grada, a Ƭih je barem 1006.

Drugi razred , A kategorija

1. Dokaza�emo da Mirko ima pobedniqku strategiju – on moжe da
obezbedi da je jedno rexeƬe posmatrane jednaqine x = 1.
Obeleжimo, redom, nepoznate koeficijente sa a, b, c, d i e. Mirko u
svom prvom potezu upixe proizvoƩan ceo broj a. Preostala qetiri
broja podeli u dva para (b, c) i (d, e). U svakom slede�em potezu Mirko
,,odgovara” na Slavkov posledƬi potez biraƬem broja koji je par
posledƬem Slavkovom broju tako da vaжi a + b + c = 0 i d + f = 0
(ovo moжe uqiniti bez obzira na Slavkov potez). Za ovakav izbor
koeficijenata oqigledno je x = 1 rexeƬe polazne jednaqine.

2. Pretpostavimo, bez umaƬeƬa opxtosti, da je |AB| > |AC| i neka
je M sredixte stranice BC. Kruжnica opisana oko trougla DEF
je Ojlerova kruжnica trougla ABC, pa sadrжi taqku M . Dakle, do-
voƩno je dokazati da taqka M pripada kruжnici opisanoj oko trougla
PQR, tj. da je qetvorougao PRMQ tetivan. Za to je dovoƩno je da
dokaжemo da vaжi

DP ·DM = DR ·DQ, (♣)

zbog potencije taqke D. Qetvorougao BCEF je tetivan, pa vaжi
∢AEF = ∢ABD. Zbog EF ‖ RQ imamo ∢CRD = ∢AEF = ∢DBA.
Samim tim, trouglovi BDQ i RDC su sliqni, odakle je

BD/DQ = RD/DC.
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Dakle, jednakost (♣) ekvivalentna je jednakosti

DP ·DM = BD ·DC. (♦)

Iz potencije taqke P u odnosu na opisane kruжnice qetvorouglova
BCEF i EFMD dobijamo

PD · PM = PE · PF = PC · PB. (♥)

Ako oznaqimo BM = x,MD = y,PC = z, tada je CD = x− y i jednakost
(♥) ekvivalentna je (zbog rasporeda B−M−D−C−P ) uslovu xy+yz =
x2. Neposredno se proverava da je ovaj uslov ekvivalentan traжenoj
jednakosti (♦), qime je dokaz zavrxen.

B

C

A

D

E

F

P

Q

R

M

DR 2012, 2A – 2

3. Data jednaqina moжe se zapisati u obliku p2 = (m− 2aq)(m + 2aq).
Kako je p prost broj i m − 2aq < m + 2aq, to je jedina mogu�nost
m+ 2aq = p2 i m− 2aq = 1. OduzimaƬem ovih dveju relacija dobijamo
2a+1q = (p− 1)(p+ 1), pa je p > 2. Kako je i q prost broj, ovo se svodi
na dva sluqaja: 1) p + 1 = 2lq i p − 1 = 2a+1−l, za neko 0 6 l 6 a, ili
2) p + 1 = 2l i p − 1 = 2a+1−lq, za neko 1 6 l 6 a + 1. Iz prvog sluqaja
oduzimaƬem sledi 2 = 2lq − 2a+1−l, a iz drugog 2 = 2l − 2a+1−lq.

1) Ukoliko je 2 = 2lq− 2a+1−l i q 6= 2, tada, kako ne mogu oba stepena
dvojke na desnoj strani biti ve�a od 2, dobijamo l = 1 ili l = a.
Ako je pak q = 2, tada deƩeƬem sa 2 dobijamo 1 = 2l− 2a−l, odakle
opet sledi l = 1. Dakle, razmotrimo sluqajeve l = 1 i l = a.

• Za l = 1 sledi 1 = q − 2a−1, tj. q = 2a−1 + 1, i p =
2a+1−l + 1 = 2a + 1. Oqito, ni a − 1 ni a ne smeju imati
neparnih prostih faktora, jer bi se u suprotnom neki od
izraza 2a−1 + 1, 2a + 1 mogao faktorisati. Prema tome, je-
dine dve mogu�nosti su a = 1 i a = 2. Odatle dobijamo
rexeƬa (p, q, a,m) ∈ {(3, 2, 1, 5), (5, 3, 2, 13)}.

• Za l = a sledi 1 = 2a−1q − 1, tj. 2a−1q = 2, xto se svodi na
rexeƬe (p, q, a,m) = (3, 2, 1, 5).
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2) Ukoliko je 2 = 2l − 2a+1−lq i q = 2, ponovo nalazimo rexeƬe
(p, q, a,m) = (3, 2, 1, 5). Pretpostavimo zato da je q 6= 2 i samim
tim l = a. Sledi 1 = 2a−1 − q, tj. q = 2a−1 − 1, i p = 2l − 1 =
2a − 1. ZakƩuqujemo da i a − 1 i a moraju biti prosti brojevi,
pa dobijamo a = 3 i (p, q, a,m) = (7, 3, 3, 25).

Dakle, postavƩena jednaqina ima tri rexeƬa:

(p, q, a,m) ∈ {(3, 2, 1, 5), (5, 3, 2, 13), (7, 3, 3, 25)}.

4. Dokaz �emo izvesti indukcijom po n. Za n = 2 tvr�eƬe oqigledno
vaжi. Pretpostavimo da tvr�eƬe vaжi za sve n < n0. Ako Marica od
Perice dobije papir sa skupom P od n0 taqaka na kruжnici i duжima
oznaqenim na navedeni naqin, vaжi jedan od slede�a dva sluqaja.
Sluqaj 1. Sve duжi izme�u susednih taqaka na kruжnici oznaqene
su istim znakom. Tada Marica moжe da obrixe sve duжi sem ovih,
zadovoƩavaju�i uslove zadatka.
Sluqaj 2. Postoje tri susedne taqke A, B, C na kruжnici tako da
su duжi AB i BC oznaqene razliqitim znakom. Prema induktivnoj
hipotezi za skup P \ {B}, Marica moжe da izbrixe neke duжi, tako da
na tom skupu uslovi zadatka budu zadovoƩeni. Nakon toga preostaje
joj samo da izbrixe jednu od duжi AB i BC, i to onu qiji je znak ra-
zliqit od svih neizbrisanih duжi na skupu P \ {B}, kao i sve ostale
duжi iz B.

Tre�i razred , A kategorija

1. Odredimo ostatak pri deƩeƬu broja 173
2012

sa 180. Primetimo
da je 172 ≡ 109 (mod 180), pa je 174 ≡ 1092 ≡ 1 (mod 180). Kako je

32012 ≡ 1 (mod 4), to je prema prethodnom 173
2012 ≡ 17 (mod 180), pa

je tg
(
173

2012
)◦

= tg 17◦. Dakle, dovoƩno je dokazati da je broj tg 17◦

iracionalan.
Pretpostavimo suprotno, tj. tg 17◦ ∈ Q. Kako je (uz definisanost
datih izraza)

tg(α+ β) =
tgα+ tg β

1− tgα · tg β ,

to iz tgα, tg β ∈ Q sledi i tg(α + β) ∈ Q. Samim tim, iz date pre-
tpostavke, indukcijom sledi da je tg(n · 17)◦ ∈ Q, za sve n ∈ N, 90 ∤ n.
Za n = 5 zakƩuqujemo tg 85◦ ∈ Q, pa je i tg 5◦ = 1/ tg 85◦ ∈ Q. Sliqno

prethodnom, sada je i
1√
3
= tg 30◦ = tg(6 · 5)◦ ∈ Q, kontradikcija.

2. Neka je d najve�i zajedniqki delilac brojeva a i b. Ako je d > 1,
onda je za svaki prirodan broj n i prost broj p, broj a · pn + b deƩiv
sa d, te je kao takav sloжen i tvr�eƬe zadatka je dokazano. Dakle,
dovoƩno je razmotriti sluqaj d = 1. Neka je q prost delilac broja
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a+ b i r prost delilac broja a · qq−1 + b. Tada je r 6= q. Zaista, ako je
r = q, tada iz r | a ·qq−1+ b sledi r | b, pa iz q | a+ b sledi q | a, xto je u
suprotnosti sa d = 1. Posmatrajmo brojeve n oblika (q−1)(1+k(r−1)),
gde je k proizvoƩan prirodan broj. Dokaжimo da su za ovako odabrane
brojeve n, brojevi a ·pn+ b sloжeni. Ako je p 6= q, onda na osnovu Male
Fermaove teoreme imamo

a · pn + b ≡ a · (p(q−1))1+k(r−1) + b ≡ a+ b ≡ 0 (mod q), (†)

dok za p = q (zbog q 6= r), na osnovu iste teoreme vaжi

a · pn + b ≡ a · (q(r−1))k(q−1) · qq−1 + b ≡ a · qq−1 + b ≡ 0 (mod r). (‡)

Jednakosti (†) i (‡) , imaju�i na umu da je a ·pn+b > max{q, r}, svedoqe
da je broj a·pn+b sloжen za svaki prost broj p i n = (q−1)·(1+k(r−1)),
za k ∈ N.

3. Neka AM i AN seku opisane
kruжnice trouglova BQN i PMC
u taqkama X 6= Q i Y 6= P , redom.
Qetvorouglovi BQNX i PMCY
su tetivni, pa je ∢QBC = ∢QXN
i ∢PCB = ∢PYM , tako da je za
dokaz tvr�eƬa ∢QBC = ∢PCB do-
voƩno dokazati da je qetvorougao
MNXY tetivan, a to je ekviva-
lentno sa

AM/AN = AY /AX.

Neka je za △UVW sa S(UVW )
oznaqena Ƭegova povrxina.

B

A

C
NM

PQ

X

Y

DR 2012, 3A – 3

Kako stranicama BM i CN (koje su jednakih duжina) trouglova ABM
i ACN odgovaraju jednake visine, to je S(ABM) = S(ACN), odnosno

AM · AB · sin∢MAB = AN · AC · sin∢NAC. (†)

S druge strane, kako je ∢BXA = ∢BNQ = ∢CAY i ∢AY C =
∢PMC = ∢XAB, to su trouglovi ABX i Y CA sliqni, pa je AY /AX =
CY /AB. (‡) Primenom sinusne teoreme na trougao ACY dobijamo

sin∢MAB/AC = sin∢NAC/CY ,

xto zajedno sa (†) i (‡) daje traжeno.

4. Neka je A = {a1, a2, . . . , a30} i a1 < a2 < . . . < a30. Jasno je da za
svaki skup S koji zadovoƩava uslove zadatka min(S) i max(S) moraju
biti brojevi ai i aj takvi da je j − i > 4. Takvih parova brojeva ima
26 + 25 + . . .+ 1 =

(
27
2

)
. Pokaжimo da je mogu�e na�i skup A tako da se
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zaista dobije
(
27
2

)
razliqitih vrednosti za r(S). Neka je a1 = 1 i za 1 <

n630 neka je an proizvoƩan prirodan broj ve�i od 2·(a1+a2+. . .+an−1).
Na taj naqin dobijamo da su sve razlike an − ai razliqite od svih
razlika formiranih od prethodno definisanih brojeva, tj. od aj − ak
za 16k < j < n (jer je an−ai > a1+a2+ . . .+an−1 > aj−ak). Specijalno,
sve mogu�e razlike max(S)−min(S) su razliqite.

Qetvrti razred , A kategorija

1. Pretpostavimo prvo da se prost broj p moжe zapisati u datom
obliku. Neka je d = NZD(n,m) i n = ds, m = dt. Tada vaжi:

p =
n4 −m4

n3 +m3
=

d4(s4 − t4)

d3(s3 + t3)
=

d(s− t)(s+ t)(s2 + t2)

(s+ t)(s2 − st+ t2)
=

d(s− t)(s2 + t2)

s2 − st+ t2
.

Dokaжimo da je broj s2 − st+ t2 uzajamno prost i sa s− t, i sa s2 + t2.
Zaista, iz q | s2 − st + t2 i q | s − t (za neki prost broj q) sledilo bi
q | (s2 − st+ t2)− (s− t)2 = st, tj. q | s ili q | t, xto uz q | s− t daje q | s, t,
kontradikcija (s i t su uzajamno prosti); sliqno, iz q | s2 − st + t2 i
q | s2 + t2 sledilo bi q | (s2 + t2) − (s2 − st+ t2) = st, i ponovo q | s ili
q | t, xto sa q | s2 + t2 opet vodi do kontradikcije.

Dakle, imamo:

p =
d

s2 − st+ t2︸ ︷︷ ︸
∈N

(s− t)(s2 + t2).

Budu�i da je p prost broj i s2 + t2 > 1, sledi d
s2−st+t2

= 1, s − t = 1 i

p = s2+t2. Iz posledƬe dve konstatacije sledi s = t+1 i p = (t+1)2+t2,
xto je i trebalo dokazati.

Dokaжimo i drugi smer datog tvr�eƬa. Na osnovu razmatraƬa
sprovedenog u prethodnom delu zadatka, zakƩuqujemo da se broj p =
(t+ 1)2 + t2 moжe zapisati u obliku

p =
((t2 + t+ 1)(t+ 1))4 − ((t2 + t+ 1)t)4

((t2 + t+ 1)(t+ 1))3 + ((t2 + t+ 1)t)3
.

2. Dokaжimo da je traжeni maksimum jednak
n2 − 1

3n2
.

Po nejednakosti izme�u sredina, za sve zi > 0, 16 i6 n, vaжi

z31 + . . .+ z3n >
1

n2
· (z1 + . . .+ zn)

3,
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pa kako je xixi+1(xi − xi+1) =
1
3 (x

3
i − x3

i+1 − (xi − xi+1)
3), imamo

n−1∑

i=0

xixi+1(xi − xi+1) =
1

3
·
n−1∑

i=0

(
x3
i − x3

i+1 − (xi − xi+1)
3
)

=
1

3
·
(
x3
0 − x3

n −
n−1∑

i=0

(xi − xi+1)
3

)

6
1

3
·
(
1− 1

n2
· (x0 − xn)

3

)
=

n2 − 1

3n2
.

Jednakost se dostiжe i to kada su sve razlike xi − xi+1 jednake, tj. za

xi = 1− i

n
, 06 i6 n, pa je traжeni maksimum zaista jednak

n2 − 1

3n2
.

3. Dokaжimo da Milox i Aca imaju pobedniqku strategiju.
Raspored karata moжemo posmatrati kao permutaciju π brojeva od 1
do 2n (π(i) je broj na i-toj karti). Neka je πk(i) = π(. . . π︸ ︷︷ ︸

k

(i) . . .), za k>1,

i π0(i) = i. Za svako i skup {πk(i) | k > 0} �emo zvati ,,ciklus”. Ciklu-
si su konaqni, a kako je π bijekcija svaka dva su ili disjunktna ili
jednaka. Na ovaj naqin skup {1, 2, . . . , 2n} podeƩen je na disjunktne ci-
kluse. Kada pri�e stolu Milox posmatra cikluse permutacije. Kako
je π permutacija 2n elemenata, postoji najvixe jedan ciklus sa vixe
od n elemenata. Ako ovakav ciklus ne postoji Milox ne meƬa mesta
kartama, a ako ovakav ciklus {πk(i) | k> 0} postoji i ima m elemenata,
Milox meƬa karte na mestima πl(i) i πm−1(i), gde je l =

[
m
2

]
. Na

ovaj naqin na stolu ostaje niz karata koji odgovara permutaciji qiji
svaki ciklus ima najvixe n elemenata. Sada, ako �ole kaжe broj j,
Aca otvaraƬem karata πk(j), za k>1, tj. karata na mestima j, π(j), . . . ,
u najvixe n pokuxaja pronalazi kartu na kojoj je zapisan broj j.

4. Neka je za proizvoƩan qetvorougao XYZT , Ƭegova povrxina ozna-
qena sa S(XY ZT ). Dokaжimo da pri tome vaжi

S(XY ZT )6
1

2
· (XY · ZT + Y Z · TX).

Zaista, ako je T ′ taqka simetri-
qna taqki T u odnosu na sime-
tralu duжi XZ, za S = S(XY ZT )
vaжi

S = S(XY ZT ′)
= S(Y ZT ′) + S(T ′XY )

6
1

2
· (Y Z · ZT ′ + T ′X ·XY )

=
1

2
· (Y Z · TX +XY · ZT ).

YX

Z

T

T ′

DR 2012, 4A – 4
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Neka je ABCD qetvorougao sa AB = a, BC = b, CD = c i DA = d, i neka
su M i N sredixta stranica BC i DA, redom. Prema prethodnom je

S(ABMN)6
1

2
· (AN ·MB +MN · AB) =

1

8
· bd+ 1

2
· a ·MN

i, analogno, S(CDNM)6 1
8 · bd+ 1

2 · c ·MN . SabiraƬem dobijamo

S(ABCD) = S(AMND) + S(BMNC)6
1

4
· bd+ 1

2
· (a+ c) ·MN.

Kako je iz nejednakosti trougla MN = |−−→MN | = 1
2 |
−−→
AB +

−−→
CD| 6 1

2 (AB +
CD) = 1

2 (a+ c), tvr�eƬe zadatka je dokazano.

REXEƫA ZADATAKA DRЖAVNOG TAKMIQEƫEƫA IZ

MATEMATIKE UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 17.03.2012.

Prvi razred , B kategorija

1. Kako je
−−→
MA =

−−→
MB +

−−→
BA i

−−→
MC =

−−→
MB +

−−→
BC, to je

2 · −−→MA− 3 · −−→MB +
−−→
MC = 2 · −−→BA+

−−→
BC,

xto ne zavisi od poloжaja taqke M . (Tangenta 65, str. 38, Pismeni
zadaci, zadatak 5)

2. a) Mogu�e je. Jedan od dva mogu�a rasporeda pri kom su svi
odgovori istiniti je Vasa – prvi, Aca – drugi, Bora – tre�i, Goran
– qetvrti.
b) Pretpostavimo da Aca ne govori istinu. Tada je on stigao prvi
ili posledƬi, ali to nije taqno jer je Vasa prvi, a Goran posledƬi.
Prema tome, Aca govori istinu.
Ako pretpostavimo da Bora laжe, znaqi da je on stigao posledƬi.
Me�utim, to ne moжe biti taqno jer je onda i Goran stigao posledƬi.
Znaqi, i Bora govori istinu.
Ako bi Goran lagao i taj sluqaj bi bio nemogu� jer onda niko ne bi
bio posledƬi. Dakle, i Goran govori istinu.
Kako Aca, Bora i Goran govore istinu, ostaje da je Vasa lagao.
Na osnovu Goranove izjave znamo da je on posledƬi. Na osnovu Acine
izjave i Vasine izjave imamo da Ƭih dvojica ne mogu biti prvi (kao
ni Goran za koga smo ve� dobili da je posledƬi), pa je Bora prvi.
Dakle imamo 2 redosleda koji zadovoƩavaju uslove zadatka: Bora,
Aca, Vasa, Goran; Bora, Vasa, Aca, Goran. Stoga sa sigurnox�u
moжemo tvrditi samo da je Bora prvi, a Goran posledƬi.

3. Neka je a = x − y, b = y − z, c = z − x. Tada je po uslovu zadatka
a, b, c 6= 0, pri qemu je a+ b+ c = 0. Odavde, kako je −c = a+ b, imamo

−c3 = (a+ b)3 = a3 + 3ab(a+ b) + b3 = a3 + 3ab(−c) + b3,
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te je a3 + b3 + c3 = 3abc. Iz posledƬe jednakosti, kako je abc 6= 0, to je
a3 + b3 + c3 6= 0, xto je i trebalo dokazati.

4. Neka se bez umaƬeƬa opxtosti
taqka A nalazi na kruжnici k1.
Tada se zbog datog rasporeda ta-
qka C nalazi na kruжnici k1, a
taqke B i D na kruжnici k2, i
pri tome vaжi ∢APB = ∢APQ −
∢BPQ. Kako je ∢APQ = ∢ACQ
(uglovi nad tetivom AQ kruжnice
k1) i ∢BPQ = ∢BDQ (uglovi nad
tetivom BQ kruжnice k2), to je

P

Q
A

B
C

D
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∢APB = ∢ACQ − ∢BDQ = ∢CQD, xto je i trebalo dokazati.

5. Prvo dokaжimo da 2 | n. Pretpostavimo suprotno, tj. da je n
neparan. Tada iz izjave drugog mudraca zakƩuqujemo da je n pali-
ndrom koji ima paran broj cifara, a samim tim ima i paran zbir
cifara. Zato zbir cifara broja n ne moжe biti 5, pa iz izjave petog
mudraca sledi da 5 | n. Me�utim, tada iz izjave prvog mudraca za-
kƩuqujemo da je broj n− 1 prost. Kako je n− 1 paran broj to je n = 3,
xto je zbog 5 | n nemogu�e. Dakle, n mora biti paran.

Kako n nije uzajamno prost sa 6, iz izjave xestog mudraca zakƩuqujemo
da je broj delilaca broja n jednak 6. Odavde sledi da n ne moжe imati
vixe od dva prosta faktora. Ako ima samo jedan prost faktor, onda
je n = 25 = 32, xto je u kontradikciji sa izjavom qetvrtog mudraca.
Ako n ima dva prosta faktora, onda je n = 22 · p ili n = 2 · p2, gde je
p neparan prost broj. Dokaжimo da drugi sluqaj nije mogu�. Zaista,
ako je p = 3, onda je n = 18, pa peti mudrac nije rekao istinu; ako
p 6= 3, onda 3 ∤ n, a n ima bar tri neparna delioca (1, p i p2), xto
je u suprotnosti sa izjavom tre�eg mudraca. Dakle, potrebno je jox
ispitati sluqaj n = 4p. Tada iz izjave qetvrtog mudraca zakƩuqujemo
da broj n ima taqno qetiri cifre u dekadnom zapisu, pa je p > 250.
Specijalno 5 ∤ n, pa je zbir cifara broja n jednak 5 (zbog izjave petog
mudraca). Koriste�i ovo i deƩivost broja n sa 4, zakƩuqujemo da su
jedini kandidati brojevi 1004, 1112, 2012. Za prva dva broja reqenica
prvog mudraca nije taqna, a za broj 2012 proverom utvr�ujemo da su
reqenice svih mudraca istinite, pa je 2012 jedini broj sa traжenim
svojstvom.

Drugi razred , B kategorija

1. Moжe. Ukoliko je a = c = 1 i b = 2, tada je x4 + 2x2 + 1 = 0 ⇔
(x2+1)2 = 0 ⇔ x2 = −1, pa prva jednaqina nema realno rexeƬe, a jedno
rexeƬe druge jednaqine je x = −1.
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2. Reximo najpre nejednaqinu logx+1 x > logx2+1 x
2. Ova nejednaqina

ima smisla samo za brojeve x > 0. Imamo

logx+1 x > logx2+1 x
2 ⇔ log x

log(x+ 1)
>

log x2

log(x2 + 1)

⇔ log x

2 log(x+ 1)
>

log x

log(x2 + 1)

⇔ log x · (log(x2 + 1)− log(x+ 1)2)

log(x+ 1)2 · log(x2 + 1)
> 0.

(sa log oznaqen je logaritam sa osnovom 10). Za x > 0 vaжi (x+1)2 > 1
i (x + 1)2 > x2 + 1, pa kako je logaritamska funkcija sa osnovom 10
rastu�a, to je log(x + 1)2 > 0, log(x2 + 1) > 0 i log(x + 1)2 > log(x2 + 1).
Zato je polazna nejednakost ekvivalentna sa log x 6 0, odnosno 0 <
x 6 1. Ovim smo dokazali da sve nejednakosti mogu vaжiti samo za
brojeve x ∈ (0, 1]. Dokaжimo da su za svako x ∈ (0, 1] zadovoƩene sve
nejednakosti. Za x = 1 to je oqigledno sluqaj (svi navedeni izrazi
jednaki su nuli), pa je dovoƩno dokazati da za svako n ∈ N i svako
x ∈ (0, 1) vaжi nejednakost logxn+1 x

n > logxn+1+1 x
n+1. Neka je a = xn i

b = xn+1. Za x ∈ (0, 1) vaжi 0 < b = xn+1 = xn · x < xn · 1 = a < 1. Dakle,
dovoƩno je dokazati da za brojeve 1 > a > b > 0 vaжi log1+a a > log1+b b.
Kako je logaritamska funkcija sa osnovom ve�om od 1 rastu�a, vaжi
log1+a a > log1+a b. Poxto je log(1 + a) > log(1 + b) > 0 i log b < 0, to je

log1+a b =
log b

log(a+ 1)
>

log b

log(b+ 1)
= logb+1 b,

qime je dokaz zavrxen.

3. Primetimo da za x = 504 i y = 2 vaжi 2012 | 504·503
2 . Dokaжimo

da mora biti x + y 6 504 + 2 = 506. Pretpostavimo suprotno. Iz

503 | x!

y! · (x− y)!
i

x!

y! · (x− y)!
| x! imamo 503 | x!, pa kako je 503 prost broj

vaжi x > 503. Kako je x+ y 6 505, to je (x, y) ∈ {(503, 1), (503, 2), (504, 1)}.
Me�utim, brojevi

503!

502! · 1! = 503,
503!

501! · 2! = 503 · 251 i
504!

503! · 1! = 504

nisu deƩivi sa 2012, kontradikcija. Ovim smo dokazali da je traжeni
minimum jednak 506.

4. Neka je D presek pravih BC i ME, a F presek pravih AB i NE.
Kako je BC ‖ EF i AB ‖ DE, to je qetvorougao BDEF paralelogram
i vaжi ∢BNF = ∢MBD, NBF = ∢BMD, ∢FAE = ∢DEC, ∢FEA =
∢DCE. Samim tim je △FBN ∼ △BMD i △AFE ∼ △DCE, pa je

NF

FB
=

BD

DM
=

EF

DM
,
AF

FE
=

DE

DC
=

BF

DC
.
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DeƩeƬem ovih jednakosti dobi-
jamo NF/FA = DC/DM , pa kako
je ∢AFN = ∢MDC, to je △AFN ∼
△MDC. Sada je

∢ACM = ∢MCD + ∢DCE

= ∢ANE + ∢FEA,

pa je ∢NAC + ∢ACM = 180◦ i
samim tim AN ‖ MC.

CA

B
N

M

E

D
F
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5. Da bi neka sijalica bila ugaxena, ona mora biti qetvrta sijalica
u nekom delu 2 × 2 u kom su ostale sijalice ugaxene. Zato se svaki
deo 2 × 2 moжe iskoristiti samo jednom za gaxeƬe sijalice. Kako u
tablici postoji taqno 2009 ·2011 delova 2×2, najvixe toliko sijalica
se moжe ugasiti, pa se ne mogu ugasiti sve sijalice. (Tangenta 60,
str. 5, Nagradni zadaci, M864)

Tre�i razred , B kategorija

1. Neka je α = b−c, β = c−a i γ = a−b. Dokaza�emo da je |α| = |β| = |γ| >
0, odakle sledi da taqke kompleksne ravni koje odgovaraju brojevima
a, b, c qine temena jednakostraniqnog trougla. Iz jednakosti |(2a+b)−
(2b+c)| = |(2b+c)−(2c+a)|, imamo |γ−β| = |α−γ|, pa kako je α+β+γ = 0
dobijamo |α+ 2β| = |2α+ β|. Sada je

|α+ 2β|2 = |2α+ β|2 ⇔ (α+ 2β)(α+ 2β) = (2α+ β)(2α+ β)

⇔ 3|α|2 = 3|β|2 ⇔ |α| = |β|.

Analogno ovom dobijamo |α| = |γ|. Ostaje da dokaжemo da je |α| > 0.
Pretpostavimo suprotno. Tada bi bilo a = b = c, te se taqke koje
odgovaraju brojevima 2a + b, 2b + c, 2c + a poklapaju. Kontradikcija.
Ovim je dokaz kompletiran.

2. Dokaжimo da je broj 4x + 1 ve�i od broja 2x + 3x.

Kako je 4
3 > 1, to za x > 1 vaжi

(
4
3

)x−1
> 1, pa je 4x−1 > 3x−1. Zato je

4x + 1− 2x − 3x = 4 · 4x−1 + 1− 2x − 3 · 3x−1

> 4 · 4x−1 + 1− 2x − 3 · 4x−1

= 4x−1 + 1− 2x = (2x−1 − 1)2 > 0.

3. Primetimo da je

f(x) = x4 − 5x2 + 4 + 63 = (x2 − 4) · (x2 − 1) + 63

= (x− 2)(x− 1)(x+ 1)(x+ 2) + 63.

Kako za x 6≡ 0 (mod 3) vaжi 3 | (x − 2)(x − 1) i 3 | (x + 1)(x + 2), sledi
da za ovakve x vaжi 9 | f(x), pa je zbir cifara broja f(p), za svaki
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prost broj p 6= 3, bar 9. Kako je f(3) = 103, tj. zbir cifara broja f(3)
je 4, sledi da je najmaƬi mogu�i zbir 4 i dostiжe se ako i samo ako
je p = 3.

4. Neka su A1,B1,C1 podnoжja
normala iz taqke O na prave
BC,CA,AB, redom. Kako je
∢AB1O = ∢AC1O = 90◦, to je
qetvorougao AB1OC1 tetivan sa
preqnikom AO, pa je

B1C1 = AO · sin∢BAC = OA · BC

2R
,

C

A B

O

C1

B1

A1
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gde je R poluprepreqnik kruga opisanog oko △ABC. Analogno je

C1A1 = OB · CA

2R
i A1B1 = OC · AB

2R
, pa je zbog datog uslova A1B1 =

B1C1 = C1A1, xto je i trebalo dokazati.

5. a) Trocifrenih brojeva qije su sve cifre neparne ima ukupno
53 = 125. Primetimo da se u ovim brojevima svaka od cifara 1, 3, 5, 7, 9
pojavƩuje isti broj puta kao cifra jedinica, desetica i stotina, i
to po 125·3

3·5 = 25 puta. Dakle, traжeni zbir je jednak

(1 + 3 + 5 + 7 + 9) · (1 + 10 + 100) · 25 = 69375.

b) Trocifrenih brojeva koji ne sadrжe cifru 3 ima 8 · 9 · 9 = 648.
Kako se svaka cifra razliqita od 3 pojavƩuje jednak broj puta kao
posledƬa cifra ovih brojeva, to se svaka pojavƩuje 648

9 = 72 puta.
Samim tim, traжena cifra jednaka je posledƬoj cifri broja

72 · (0 + 1 + 2 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9) = 72 · 42 = 3024,

odnosno jednaka je 4.
(Tangenta 66, str. 38, Pismeni zadaci, zadatak 1)

Qetvrti razred , B kategorija

1. Kako je P (x)3 polinom devetog stepena, to je P (x) polinom tre�eg
stepena, pa je P (x) = ax3+bx2+cx+d, za neke a, b, c, d ∈ R. PosmatraƬem
koeficijenta uz x9 polinoma P (x)3 dobijamo da je a3 = 1, tj. a = 1, a
slobodnog qlana dobijamo da je d3 = 1, tj. d = 1. Odredimo koeficijent
uz x polinoma P (x). Da bismo u razvoju

(ax3 + bx2 + cx+ d) · (ax3 + bx2 + cx+ d) · (ax3 + bx2 + cx+ d)

dobili monom prvog stepena, potrebno je da iz dva qinilaca datog
proizvoda ,,izaberemo” d, a iz jednog cx. Dakle, u razvoju postoje
3·2
2! = 3 tri monoma stepena 1 i svaki od Ƭih je jednak cd2x, pa je
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3cd2 = 15, tj. c = 5. DaƩe, kako je zbir koeficijenata polinoma P (x)3

jednak P (1)3 imamo da je 6 = P (1) = 13 + b · 12 + 5 · 1 + 1 = 6, tj. b = −1.
Time smo dobili da je P (x) = x3 − x2 + 5x+ 1.
DaƩe, iz Vietovih formula imamo da je x1 + x2 + x3 = −−1

1 = −1 i
x1x2 + x1x3 + x2x3 = 5

1 = 5, pa je

x1
2 + x2

2 + x3
2 = (x1 + x2 + x3)

2 − 2 · (x1x2 + x1x3 + x2x3)

= (−1)2 − 2 · 5 = −9.

2. Neka je n neko rexeƬe date jednaqine. Kako je n · arctg 1
7 > 0, to

je arctg n
11 < arctg 1

n
. Otuda, kako je funkcija arctg rastu�a, mora biti

n
11 < 1

n
, odnosno n 6 3. Dakle, dovoƩno je ispitati da li je neki od

brojeva n = 1, n = 2, odnosno n = 3 zaista rexeƬe.
• Neka je n = 1 i α1 = arctg 1

11 , β1 = arctg 1
7 i γ1 = arctg 1

1 . Ako je

α1 + β1 = γ1, onda je i tg(α1 + β1) = tg γ1, odnosno
1
11

+ 1
7

1− 1
11

· 1
7

= 1, xto

nije taqno. Dakle, n = 1 nije rexeƬe.
• Neka je n = 2 i α2 = arctg 2

11 , β2 = arctg 1
7 i γ2 = arctg 1

2 . Tada je

tg 2β2 = 2 tg β2

1−tg2 β2
= 7

24 , te je

tg(α2 + 2 · β2) =
tgα2 + tg 2β2

1− tgα2 · tg 2β2
=

2
11 + 7

24

1− 2
11 · 7

24

=
1

2
= tg γ1.

Kako su uglovi α2+2β2 i γ2 oxtri (α2, 2β2 < arctg 1 = π
4 ), a imaju

jednake tangense, to je α2 + 2 · β2 = γ2, pa je n = 2 rexeƬe polazne
jednaqine.

• Neka je n = 3 i α3 = arctg 3
11 , β3 = arctg 1

7 i γ3 = arctg 1
3 . Tada je

tg 2β3 = 7
24 , pa je

tg 3β3 = tg(β3 + 2β3) =
tg β3 + tg 2β3

1− tg β3 · tg 2β3
=

73

161
.

Kako tg 3β3 > tg γ3, to je 3β3 > γ3, pa n = 3 nije rexeƬe posmatrane
jednaqine.

Ovim smo dokazali da je n = 2 jedini prirodan broj koji je rexeƬe
polazne jednaqine.

3. Neka je k proizvoƩan prirodan broj za koji vaжi k 6 [ 99912 ] = 83.
Dokaжimo da su cifre jedinica i hiƩada broja 2012 · k me�usobno
jednake. Kako je 2012·k = 2000·k+12·k = 1000·2·k+12·k, imaju�i na umu
da je 12 · k najvixe trocifren broj, zakƩuqujemo da je cifra hiƩada
broja 2012 ·k jednaka cifri jedinica broja 2 ·k, a ona je jednaka cifri
jedinica broja 12 · k. Dakle, n> 2012 · 84, pa kako je 84 · 2012 = 169008,
85 ·2012 = 171020, 86 ·2012 = 173032, 87 ·2012 = 175044, 88 ·2012 = 177056 i
89 ·2012 = 179068, dobijamo da je najmaƬi broj sa navedenim osobinama
179068.



62

4. Neka je O centar kruжni-
ce k, a F ,G,M sredixta duжi
AC AD,AB, redom. Tada je OF ⊥
AC,OG ⊥ AD,OM ⊥ AB. Neka je
∢BAC = α, ∢OAB = β, pri qemu je
bez umaƬeƬa opxtosti α> β . Ta-
da je AF = AO · cos(α − β) i AG =
AO · cos(α + β), pa je AC + AD =
2 ·AO ·(cos(α−β)+cos(α+β)), odno-
sno AC + AD = 4 · AO · cosα cosβ.
Kako je AM = AO · cosβ, to je

A

B

x

y

C

D

O

M

F

G
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AC +AD = 2 · AB · cosα,
pa ne zavisi od kruga k i dokaz je zavrxen.

5. Italijane moжemo smestiti u ,,blok” od 3 susedne osobe na 3! = 6
naqina. Ovaj blok moжemo, zajedno sa 4 Francuza, rasporediti na
5! = 120 naqina. Nemce sada smextamo izme�u, ispred ili iza
raspore�enih Francuza i bloka Italijana. Dakle, za Ƭih imamo
6 mogu�ih mesta i na svako moжemo smestiti taqno jednog od Ƭih
(jer ne smeju biti jedan do drugog), pa ih moжemo rasporediti na
6 · 5 · 4 · 3

4!
· 4! = 360 naqina. Ukupan broj rasporeda je prema pravilu

proizvoda jednak 6 · 120 · 360 = 259200. (Tangenta 66, str. 16, Nagradni
zadaci, M988)
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