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Čebiševljeva i Markovljeva nejednakost u
teoriji vjerojatnosti

Dragana Jankov Maširević∗, Nera Keglević†

Sažetak

U ovom članku su, u vjerojatnosnom kontekstu, navedene i doka-
zaneČebiševljeva iMarkovljeva nejednakost koje imaju važnuprimjenu
u području teorije vjerojatnosti. Također, dani su primjeri problema iz
svakodnevnoga života koji se mogu riješiti pomoću ovih nejednakosti.
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Markovljeva nejednakost

Chebyshev’s and Markov’s inequality in
probability theory

Abstract

In this paper we present, in probability context, Chebyshev’s and
Markov’s inequality which have an important application in probabi-
lity theory. Also, examples of real-life problems that can be solved by
applying such inequalities are given.

Keywords: probability, inequalities, Chebyshev’s Inequality, Mar-
kov’s Inequality

1 Nejednakosti u teoriji vjerojatnosti
Još je davne 1933. Kolmogorov aksiomatizirao vjerojatnost (vidi npr. [1])
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uvođenjem vjerojatnosnog prostora, što je naziv za uređenu trojku (Ω,F , P)
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koja se sastoji od prostora elementarnih događaja (skupa svih mogućih ishoda) Ω,
od σ-algebre F , što je familija podskupova od Ω koja sadrži prazan skup,
zatvorena je na komplementiranje (tj. ako sadrži neki skup, sadrži i nje-
gov komplement) i na prebrojive unije (tj. ako imamo prebrojivo mnogo
skupova iz F , onda će i njihova unija biti element od F ) i njezine elemente
nazivamo događajima, te funkcije P : F → [0, 1] koja zadovoljava tzv. aksi-
ome vjerojatnosti i nazivamo je vjerojatnost. Preciznije, funkcija P : F → [0, 1]
je vjerojatnost (na Ω) ako zadovoljava sljedeće aksiome:
• P(A) ≥ 0, za svaki A ∈ F

• P(Ω) = 1

• ako je dana prebrojiva familija međusobno disjunktnih skupova
{Ai : i ∈ I} ⊆ F , I ⊆N, tada vrijedi

P

(⋃
i∈I

Ai

)
= ∑

i∈I
P(Ai)

koje nazivamo nenegativnost vjerojatnosti, normiranost vjerojatnosti i σ-aditiv-
nost vjerojatnosti, redom.
Primijetimo da iz aksioma nenegativnosti i normiranosti vjerojatnosti sli-
jedi nejednakost 0 ≤ P(A) ≤ 1, za svaki A ∈ F .
Vjerojatnosni prostor kod kojega je Ω diskretan skup (konačan ili prebro-
jiv), a pripadna σ-algebra je jednaka partitivnom skupu od Ω, tj. F =
P(Ω), nazivamo diskretan vjerojatnosni prostor. Pored pojma vjerojatnosnog
prostora, za razumijevanje nejednakosti koje ćemo opisati u ovom članku,
od velike će nam važnosti biti pojam slučajne varijable i njezinih numeričkih
karakteristika te ćemo ih, u nastavku, pobliže upoznati.
Definicija 1.1. Neka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor i BR Borelova σ-al-
gebra na R (tj. σ-algebra generirana familijom otvorenih skupova u R1).
Funkciju X : Ω → R takvu da je skup {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} događaj iz
F , za svaki B ∈ BR, tj. X−1(B) ∈ F , za svaki B ∈ BR, nazivamo slučajna
varijabla.

U ovom kontekstu spomenimo još i Borelovu funkciju, koja će nam biti po-
trebna u nastavku, a naziv je za funkciju f : R → R za koju vrijedi da je
f−1(B) ∈ BR, za svaki B ∈ BR (vidi [12, str. 236, Definicija]).
Bitno je još napomenuti da slučajne varijable dijelimo na diskretne (ko-

jima je skup svih vrijednosti diskretan) i neprekidne (s neprebrojivim sku-
pom vrijednosti). U nastavku ćemo navesti njihove precizne definicije (za
više detalja vidi [2, 12]).
1Za više detalja vidi [8, str. 19].
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Definicija 1.2. Slučajna varijabla X, na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P),
je diskretna ako postoji konačan ili prebrojiv skup D ⊂ R takav da je

P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ D}) = P (X ∈ D) = 1.

Ako je X diskretna slučajna varijabla na vjerojatnosnomprostoru (Ω,F , P),
sa skupom svih vrijednostiR(X) = {xi : i ∈ I}, I ⊆ N i pripadnim vjero-
jatnostima {pi : i ∈ I}, za koje vrijedi

pi = P ({ω ∈ Ω : X(ω) = xi}) = P (X = xi) , i ∈ I

onda X prikazujemo u obliku tablice

X =

(
x1 x2 · · · xn · · ·
p1 p2 · · · pn · · ·

)
(1)

i taj prikaz nazivamo zakon razdiobe, tablica distribucije ili distribucija slučajne
varijable X. Za elemente od R(X) vrijedi xi 6= xj, za i 6= j, dok pripadne
vjerojatnosti zadovoljavaju sljedeća dva svojstva

• 0 ≤ pi ≤ 1, za svaki i ∈ I

• ∑
i∈I

pi = 1.

Obratno, ako je zadana prethodna tablica, s elementima koji zadovoljavaju
navedene uvjete, tada postoji diskretan vjerojatnosni prostor (Ω,P(Ω), P)
i slučajna varijabla X na Ω tako da je (1) distribucija od X [12, str. 92].

Dakle, ukoliko je Ω diskretan skup, slučajna varijabla na vjerojatnosnom
prostoru (Ω,F , P) je nužno diskretna, no ukoliko Ω nije diskretan skup,
funkcije definirane na njemu ne moraju nužno imati diskretan skup svih
vrijednosti, iako to nije isključeno (vidi [2, str. 60]). U slučaju neprebrojivog
skupa Ω zanimaju nas i neprekidne slučajne varijable.

Definicija 1.3. Funkciju X : Ω→ R, na vjerojatnosnomprostoru (Ω,F , P),
nazivamo neprekidna slučajna varijabla ako vrijedi sljedeće:

• {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} = {X ≤ x} ∈ F , za svaki x ∈ R,

• postoji nenegativna funkcija f : R→ R, takva da je

P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}) = P (X ≤ x) =
∫ x

−∞
f (t)dt,

za svaki x ∈ R.
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Funkciju f iz prethodnedefinicije nazivamo funkcija gustoće slučajne varijable
X i ona zadovoljava dva bitna svojstva:

• f (x) ≥ 0, za svaki x ∈ R

•
∫ ∞

−∞
f (x)dx = 1

koja nazivamo nenegativnost i normiranost, redom.
Kako bi bolje opisali slučajnu varijablu, često nam pomažu za nju ka-

rakteristični brojevi koje nazivamo numeričke karakteristike slučajne varijable.
Osnovnu numeričku karakteristiku slučajne varijable predstavlja matema-
tičko očekivanje, koje ćemo najprije definirati za diskretnu slučajnu varijablu.

Definicija 1.4. Neka je (Ω,P(Ω), P)diskretan vjerojatnosni prostor i X slu-
čajna varijabla na njemu. Ako red ∑ω∈Ω X(ω)P(ω) apsolutno konvergira,
onda kažemo da slučajna varijabla ima matematičko očekivanje i broj

EX = ∑
ω∈Ω

X(ω)P(ω)

nazivamo matematičko očekivanje (očekivanje) slučajne varijable X.

Kako prethodnu definiciju nije jednostavno primijeniti na računanje oče-
kivanja u konkretnim situacijama, matematičko očekivanje diskretne slu-
čajne varijable X, s tablicom distribucije (1), (ako ono postoji) računamo na
sljedeći način (vidi [2, str. 86, Teorem 2.1]

EX = ∑
i∈I⊆N

xi pi.

Ukoliko Ω nije diskretan skup, očekivanje ne definiramo u smislu pret-
hodne definicije. Za neprekidne slučajne varijable očekivanje se definira
pomoću pripadne funkcije gustoće, o čemu govori sljedeća definicija.

Definicija 1.5. Neka je X neprekidna slučajna varijabla na vjerojatnosnom
prostoru (Ω,F , P), s funkcijom gustoće f . Ako je integral∫ ∞

−∞
|x| f (x)dx

konačan, onda kažemo da slučajna varijabla X ima očekivanje i broj

EX =
∫ ∞

−∞
x f (x)dx

nazivamo matematičko očekivanje (očekivanje) slučajne varijable X.
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Druga bitna numerička karakteristika slučajne varijable, koja mjeri stu-
panj rasipanja vrijednosti koje poprima ta slučajna varijabla oko svog oče-
kivanja, naziva se varijanca (u oznaci VarX, σ2

X , σ2). Iako bi čitatelj mogao
pretpostaviti da bi u prethodno opisanom kontekstu varijancu bilo prik-
ladno definirati kao E(X − EX) to ne bi bio pravi izbor, jer je ta vrijednost
uvijek jednaka nuli, tj. vrijedi

E(X− EX) = EX− E(EX) = EX− EX = 0.

Također, kada bi varijancu definirali kao E (|X− EX|) ta mjera ne bi imala
dobra svojstva koja su bitna u teoriji vjerojatnosti (za više detalja vidi [13,
str. 95]) te se pokazalo da bolja svojstva ima slučajna varijabla (X − EX)2,
odnosno varijanca se definira kao E(X − EX)2, ako to očekivanje postoji.
Pozitivan drugi korijen iz varijance nazivamo standardna devijacija ili stan-
dardno odstupanje slučajne varijable [13, str. 95].

Matematičko očekivanje slučajne varijable X možemo interpretirati kao
srednju (očekivanu) vrijednost te slučajne varijable, a varijancu kao očeki-
vano kvadratno odstupanje slučajne varijable od njezinog očekivanja (vidi
[2, str. 89], [7, str. 20–21]).
U teoriji vjerojatnosti poznata je i izreka da iza svakog graničnog teorema

stoji vjerojatnosna nejednakost [11], odnosno veliki broj vjerojatnosnih nejed-
nakosti otkrivene su upravo u pokušajima dokazivanja nekih od funda-
mentalnih teorema teorije vjerojatnosti. Tako je Čebišev dokazao čuvenu

Pafnuty Lvovich
Chebyshev (1821.–1894.),
ruski matematičar

nejednakost, kasnije po njemu nazvanu Čebiševljeva nejednakost, kako bi do-
kazao opću formuZakona velikih brojeva [6, str. 310] koji tvrdi da ako imamo
niz slučajnih varijabli (Xn, n ∈ N) takav da su, za svaki prirodan broj n,
slučajne varijable X1, . . . , Xn međusobno nezavisne i pri tome su im vari-
jance uniformno ograničene, onda vjerojatnost da se realizacija prosjeka
slučajnih varijabli X1, . . . , Xn razlikuje od očekivanja prosjeka za više od
proizvoljno izabranog malog broja, teži nuli s povećanjem broja slučajnih
varijabli koje uzimamo u izračun prosjeka (za više detalja vidi [2, 6]). Samu
nejednakost iskazao je najprije I.-J. Bienaymé 1853. [3], a 14 godina kasnije

Irénée-Jules Bienaymé
(1796.–1878.),
francuski matematičar

dokazao ju je Čebišev [15]. Maistrov u svojoj knjizi [10, str. 202] opisuje
povijest nastanka Čebiševljeve nejednakosti te napominje da je ona dugo
vremena nosila ime Bienaymé-Čebiševljeva nejednakost.
Markov je bio Čebiševljev učenik [10, str. 190] i dokazao je novu nejed-

Andrey Andreyevich
Markov (1856.–1922.),
ruski matematičar

nakost koja po njemu nosi i ime, iako se može naći i u ranijim radovima
Čebiševljeva i drugih. Danas u literaturi najčešće možemo pronaći dokaz
Čebiševljeve nejednakosti pomoću specijalnog slučaja Markovljeve nejed-
nakosti (vidi npr. [2, 12]) te ćemo tim redom i predstaviti naše nejednakosti
u sljedećem poglavlju.
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2 Čebiševljeva i Markovljeva nejednakost
Čebiševljeva i Markovljeva nejednakost u sebi kriju numeričke karakteris-
tike slučajne varijable i služe kao njihova interpretacija. Uz pomoć očekiva-
nja i varijance slučajne varijable, s kojima smo se upoznali u prethodnom
poglavlju, spremni smo navesti naše nejednakosti. U svrhu dokazivanja
Markovljeve nejednakosti, potrebna nam je sljedeća propozicija (vidi [12,
str. 313]).

Propozicija 2.1. Neka je X slučajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F , P) i g nenegativna Borelova funkcija takva da je Eg(X) < ∞. Ako je
g parna funkcija i rastuća na [0,+∞), tada za svaki ε > 0 vrijedi

P(|X| ≥ ε) ≤ Eg(X)

g(ε)
. (2)

Dokaz. Dokaz ćemo, zbog jednostavnosti, provesti za diskretnu slučajnu
varijablu, no korištenjem Lebesgue-Stieltjesovog integrala slučajne varija-
ble [12, str. 290, Primjedba 10.1] dokaz se može provesti za proizvoljnu
slučajnu varijablu X (vidi [12, str. 313, Propozicija 10.8]).

U dokazu će nam biti potrebna indikator slučajna varijabla, koju defini-
ramo s

IA(ω) :=

{
1, ω ∈ A
0, ω /∈ A

.

Kako je IA diskretna slučajna varijabla, uz oznaku p = P (IA = 1), njezinu
tablicu distribucije možemo zapisati na sljedeći način

IA =

(
0 1

1− p p

)
te je njezino očekivanje

EIA = p = P (IA = 1) = P({ω ∈ Ω : IA(ω) = 1})
= P({ω ∈ Ω : ω ∈ A}) = P(A).

Definiramo li pomoćni događaj A = {ω ∈ Ω : |X(ω)| ≥ ε}, vrijedi

Eg(X) = E (g(X)IA + g(X)IAC )

= E(g(X)IA) + E(g(X)IAC )

≥ E(g(X)IA) ≥ E (g(ε)IA)

= g(ε)EIA = g(ε)P(A),

pri čemu smo koristili svojstva linearnosti i monotonosti očekivanja te nene-
gativnosti i monotonosti funkcije g.

130



Čebiševljeva i Markovljeva nejednakost u teoriji vjerojatnosti

Markovljeva nejednakost je direktna posljedica prethodne propozicije.

Korolar 2.1 (Markovljeva nejednakost). Neka je r > 0 i E(|X|r) < ∞.
Tada za svaki ε > 0 vrijedi

P(|X| ≥ ε) ≤ E(|X|r)
εr . (3)

Unastavku ćemo iskazati Čebiševljevunejednakost te čitateljmože uočiti,
poznavajući već navedenu činjenicu da je VarX = E(X − EX)2, da je ona
ništa drugo no specijalan slučaj prethodnog korolara za r = 2 [12, str. 313,
Korolar 10.4].

Korolar 2.2 (Čebiševljeva nejednakost). Neka je X slučajna varijabla s ko-
načnim očekivanjem µ i konačnom varijancom σ2. Tada za svaki ε > 0
vrijedi

P(|X− µ| ≥ ε) ≤ σ2

ε2 . (4)

Uz supstituciju ε = kσ, k > 0, dobivamo drugi (česti) zapis Čebiševljeve
nejednakosti [2, str. 90, Propozicija 2.2]:

P(|X− µ| ≥ kσ) ≤ 1
k2 . (5)

Primijetimo daČebiševljeva nejednakost tvrdi da je vjerojatnost da slučajna
varijabla X odstupa od svog očekivanja po apsolutnoj vrijednosti za više ili
jednako k standardnih devijacija, manja ili jednaka 1

k2 .
U nastavku ćemo objasniti kako pomoću Čebiševljeve nejednakosti (5) i
svojstva vjerojatnosti suprotnog događaja možemo ocijeniti i nešto drugačiju
vjerojatnost.

Napomena 2.1. Vrijedi

P(|X− µ| < kσ) = 1− P(|X− µ| ≥ kσ) ≥ 1− 1
k2 ,

odnosno, vjerojatnost da slučajna varijabla odstupa od svog očekivanja za
manje od k standardnih devijacija veća je ili jednaka od 1− 1

k2 .

Također, ukoliko promotrimo veliki broj nezavisnih realizacija slučajne va-
rijable X, uz pomoć prethodne nejednakosti i statističke interpretacije vje-
rojatnosti (vidi npr. [2]), možemo doći do sljedećih zaključaka:
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• barem 75% realizacija slučajne varijable X nalazi se unutar intervala
(µ− 2σ, µ + 2σ), što slijedi iz

P(X ∈ (µ− 2σ, µ + 2σ)) = P(|X− µ| < 2σ) ≥ 1− 1
22 = 0.75,

• barem 88.9% realizacija slučajne varijable X upada u interval
(µ− 3σ, µ + 3σ), što vidimo iz

P(X ∈ (µ− 3σ, µ + 3σ)) = P(|X− µ| < 3σ) ≥ 1− 1
32 ≈ 0.889.

Nastavljajući dalje, za ostale vrijednosti k ∈ N, možemo zaključiti da je za
veći k veća i vjerojatnost da će se realizacija slučajne varijable nalaziti unu-
tar intervala (µ− kσ, µ + kσ).

Pomoću Čebiševljeve nejednakosti možemo ocijeniti i vjerojatnost [14, str.
138]

P(a < X < b) = P
(∣∣∣∣X− a + b

2

∣∣∣∣ < b− a
2

)
≥ 1− 4σ2

(b− a)2 , (6)

gdje pripadni k > 0 dobivamo iz jednadžbe kσ =
b− a

2
, a za realne brojeve

a i b vrijedi a + b = 2µ . Prethodna ocjena je korisna za one intervale (a, b)
koji su simetrični oko očekivanja i za koje vrijedi b− a > 2σ2.
Donja granica za vjerojatnost proizvoljnog intervala (a, b), koji nije nužno
simetričan oko očekivanja, dana je s [5, 14]

P(a < X < b) ≥
4
(
(µ− a)(b− µ)− σ2)

(b− a)2 (7)

i korisna je za intervale koji zadovoljavaju a < µ < b te (µ− a)(b− µ) > σ2.

3 Zanimljivi primjeri
U ovom poglavlju pokušat ćemo zanimljivim primjerima iz svakodnev-
noga života čitateljima približiti primjenu Čebiševljeve i Markovljeve ne-
jednakosti.

Primjer 3.1. Ana studira na Odjelu za matematiku u Osijeku. Vrijeme je
ljetnog ispitnog roka i ona se sprema za usmeni ispit iz kolegija Uvod u
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vjerojatnost i statistiku. Očekivani broj stranica gradiva s predavanja koje
Ana dnevno nauči je deset, no kako do ispita nema puno vremena pita
se može li ocijeniti vjerojatnost da će sutra uspjeti naučiti barem petnaest
stranica?

Rješenje. Neka je X diskretna slučajna varijabla koja predstavlja broj stra-
nica koje Ana dnevno nauči. Tada je EX = 10. Korištenjem Markovljeve
nejednakosti, za r = 1, dobivamo

P(X ≥ 15) ≤ EX
15

=
10
15
≈ 0.667.

Dakle, vjerojatnost da će Ana sutra uspjeti naučiti barem 15 stranica je ma-
nja ili jednaka 0.667. J

Primjer 3.2. Sljedećeg dana, Ana se na fakultetu pohvalila Ivi kako je ko-
rištenjem Markovljeve nejednakosti uspjela ocijeniti vjerojatnost koja ju je
zanimala. Iva joj je na to odgovorila „Sigurno ne možeš svaki dan ispu-
niti svoje očekivanje i naučiti 10 stranica! Možeš li razmisliti koliko bi bilo
standardno odstupanje od tog broja? Tada bi pomoću Čebiševljeve nejed-
nakosti mogla preciznije ocijeniti željenu vjerojatnost.” Nakon kratkog raz-
mišljanja, Ana je odlučila „Mislim da je najbolje pretpostaviti kako se radi
o dvije stranice standardnog odstupanja po danu, jer ako učim manje, bri-
nem se da neću sve stići, a niti puno više od toga ne mogu planirati zbog
drugih obaveza.” Kolika je sada ocjena vjerojatnosti koju je Ana ocijenila
dan prije?

Rješenje. Neka je X ponovo oznaka za diskretnu slučajnu varijablu koja
predstavlja broj stranica koje Ana dnevno nauči. Tada je EX = 10 i VarX =
4, s obziromda jeAna pretpostavila kako standardna devijacija iznosi 2. Uz
pomoć monotonosti vjerojatnosti i Čebiševljeve nejednakosti (5) dobivamo

P(X ≥ 15) = P(X− 10 ≥ 5) ≤ P({X− 10 ≥ 5} ∪ {X− 10 ≤ −5})

= P(|X− 10| ≥ 5) ≤ 4
25

= 0.16.

Možemo zaključiti da se uz poznavanje dodatne informacije o vrijednosti
varijance gornja ocjena vjerojatnosti znatno smanjila. J

Primjer 3.3. Iznenađena značajnom promjenom ocjene vjerojatnosti, na-
kon što je u obzir uzela i varijancu, Ana se pita kolika će biti vjerojatnost
da je broj stranica koje će dnevno stići naučiti upravo jednak očekivanom
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broju naučenih stranica, ako je varijanca jednaka nuli. Ona pretpostavlja
da je ta vjerojatnost najveća moguća, tj. da je

P (X = EX) = 1.

Može li Ana to i dokazati uz pomoć Čebiševljeve nejednakosti?

Rješenje. Kako je VarX = σ2 = 0, iz aksioma nenegativnosti vjerojatnosti i
Čebiševljeve nejednakosti (4) slijedi da je za svaki n ≥ 1

P
(
|X− EX| ≥ 1

n

)
= 0.

Nadalje, promotrimo li niz skupova An = {ω ∈ Ω : |X(ω)− EX| ≥ 1
n},

n ∈N, možemo uočiti da vrijedi

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ An+1 ⊆ · · · ,

odnosno promatrani niz skupova je rastući, te na njegamožemo primijeniti
dobro poznato svojstvo vjerojatnosti tzv. neprekidnost vjerojatnosti s obzirom
na rastući niz događaja (vidi [2])

P

( ⋃
n∈N

An

)
= lim

n→∞
P(An) = lim

n→∞
P
(
|X− EX| ≥ 1

n

)
= 0.

Iz definicije skupova An, n ∈N, i gornjeg razmatranja slijedi

P (X 6= EX) = P

( ⋃
n∈N

An

)
= 0,

iz čega dolazimo do tražene tvrdnje

P (X = EX) = 1− P (X 6= EX) = 1,

gdje smo u predzadnjoj jednakosti iskoristili svojstvo vjerojatnosti suprotnog
događaja. J

Primjer 3.4. Kako je vrijeme ispitnih rokova, Ana priprema i druge kole-
gije te nema vremena svaki dan učiti Uvod u vjerojatnost i statistiku. Ako
je vjerojatnost da je svaki dan uspjela učiti taj kolegij p = 1/2, a do ispita
je ostalo n dana, kolika je gornja granica vjerojatnosti (dobivena pomoću
Markovljeve i Čebiševljeve nejednakosti) da će Ana u barem 75% dana koji
su joj preostali do ispita uspjeti učiti Uvod u vjerojatnost i statistiku?
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Rješenje. Neka je X diskretna slučajna varijabla koja predstavlja broj dana
u kojima je Ana uspjela učiti dani kolegij. Kako je X binomna slučajna va-
rijabla X ∼ B(n, p) slijedi da je EX = np i VarX = np(1− p). Odredimo
sada gornju granicu vjerojatnosti da će broj preostalih dana u kojima će
Ana učiti za spomenuti ispit biti veći ili jednak od αn, pri čemu je α = 3/4.
Primjenom Markovljeve nejednakosti dobivamo

P (X ≥ αn) ≤ EX
αn

=
p
α

,

odnosno P
(

X ≥ 3n
4

)
≤ 2

3
.

Primjenom Čebiševljeve nejednakosti (4) dobivamo

P (X ≥ αn) = P (X− np ≥ αn− np) ≤ P (|X− np| ≥ αn− np)

≤ VarX
(αn− np)2 =

p(1− p)
n(α− p)2 ,

tj. P
(

X ≥ 3n
4

)
≤ 4

n
. Dakle, možemo uočiti da je granica dobivena pri-

mjenom Markovljeve nejednakosti slabija jer je konstanta i ne mijenja se s
povećanjem broja dana n, dok se ocjena tražene vjerojatnosti dobivena po-
moćuČebiševljeve nejednakosti u tom slučaju smanjuje, što znači da je veća
vjerojatnost kako će Ana intenzivnije učiti kolegij u slučaju manjeg broja
dana koji su preostali do ispita. J

Primjer 3.5. Kako se bliži kraj ispitnih rokova, Ana se s prijateljima do-
govara da prije raspusta zajedno odu na izlet u Kopački rit. U Hrvatskom
meteorološkom časopisu [4, str. 66, Tablica 1] pronašli su podatak da je pro-
sječna mjesečna temperatura zraka (u Celzijusovim stupnjevima) u Kopač-
kom ritu tijekom srpnja 21.9, uz standardnu devijaciju 0.9. Ana i njezini
prijatelji smatraju da je temperatura iznad 20◦ C sasvim prihvatljiva za iz-
let te pomoću Čebiševljeve nejednakosti žele ocijeniti vjerojatnost da pro-
sječna mjesečna temperatura zraka od svoje očekivane vrijednosti odstupa
za manje od 1.8.

Rješenje. Neka je X neprekidna slučajna varijabla kojom jemodelirana pro-
sječna mjesečna temperatura zraka u Kopačkom ritu tijekom srpnja. Uz
pomoć Čebiševljeve nejednakosti i poznatih vrijednosti za očekivanje µ =
21.9 i standardnu devijaciju σ = 0.9 dobivamo

P(|X− 21.9| < 1.8) = P(|X− 21.9| < 2σ) ≥ 3
4

.
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Dakle, vjerojatnost da prosječna mjesečna temperatura zraka u srpnju od-
stupa od 21.9◦ C zamanje od dvije standardne devijacije iznosi barem 0.75,
što znači da se barem 75% realizacija slučajne varijable X nalazi unutar in-
tervala (20.1, 23.7) te su Ana i prijatelji odlučili otići na izlet. J

Primjer 3.6. Kada se približio dan odlaska na izlet u Kopački rit, Petar se
zabrinuo jer je na vremenskoj prognozi čuo kako se očekuju iznimno ni-
ske temperature za srpanj. Petar se pita kolika se prosječna temperatura
zraka može očekivati tijekom srpnja, ako Čebiševljeva ocjena vjerojatnosti
nije manja od 0.9.

Rješenje. Ponovno je X neprekidna slučajna varijabla kojom je modelirana
prosječnamjesečna temperatura zraka u Kopačkom ritu tijekom srpnja. Uz
poznate podatke iz prethodnog primjera i Čebiševljeve nejednakosti za-
ključujemo

P(|X− 21.9| < 0.9 k) ≥ 1− 1
k2 = 0.9.

Iz jednadžbe 1− 1
k2 = 0.9 dobivamo da je k =

√
10 ≈ 3.16, iz čega slijedi

P(|X− 21.9| < 0.9
√

10) ≥ 0.9 ⇐⇒ P(19.05 < X < 24.75) ≥ 0.9 .

Dakle, vjerojatnost da prosječna temperatura zraka u srpnju bude veća od
19.05◦ C, ali manja od 24.75◦ C veća je ili jednaka 0.9. J

Primjer 3.7. Nakon što je dobio rješenje primjenom Čebiševljeve nejedna-
kosti (koju je dobro svladao nakon položenog kolegija Uvod u vjerojatnost i
statistiku) Petar se još više brine kako će potpuno uživati u izletu ako tem-
peratura budemanja od 20◦ C. „Ne budi pesimist!”, veselo mu je rekla Ana
i dodala „Možda na dan izleta bude zaista toplo vrijeme, možda tempera-
tura bude i puno viša od 21.7◦ C!” „Nemoj pretjerivati, sigurno će tempera-
tura biti barem niža od 27◦ C” dodala je Iva. Kolika je ocjena vjerojatnosti
da temperatura u Kopačkom ritu, u srpnju, bude u granicama koje su pred-
ložile Ana i Iva?

Rješenje. Koristeći oznake kao u prethodna dva primjera, a ovaj put uz po-
moć ocjene (7), koju možemo koristiti jer su ispunjeni uvjeti µ = 21.9 ∈
(21.7, 27) te (µ− 21.7)(27− µ) = 1.02 > σ2 = 0.81 dobivamo

P(21.7 < X < 27) ≥ 4(1.02− 0.81)
5.32 = 0.03. J

Iako dobivena vjerojatnost nije obećavala visoke temperature, Ana i prijate-
lji su proveli topao srpanjski danuKopačkom ritu i nagradili se za položene
ispite.
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