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Andrey Dugella

E‘it&é;lri.ne t.mjke

Pravokutni trokut &je su deljine stranica prirodni brojevi zovemo
Pitagorin trokut. Urzedenu trojkv prirodnib brojeve (z,y, ) zovemo
Pitagorina trojka ake su # i § katete, & 2 hipotenuza nekog Pitago-
rimog trokuta, tj. ako vrijedi:

¥ 4yt = 20, (1)
Ukaoliko su pritom brojevi x, y i z relativoo prosti, onda lkagemo da
je {x,y, %) primitivoa Pitagorina trojla.

ProvZavanje Pitagorinih trokuta v uskoj je verd 5 diofantskom jed-
nedfbom [1). Mi demo ovdic razmatrati probleme postojanja Pitagori-
nih trokuta koji posjedupe neka dodatna swojstva. Svaki takav problem
svodi se na rjefavanje neke diofantske jednadibe ili sustavis dicfantzkih
jednadzth. Jasno je da b svak) od tih zadataka mogao glasiti: “rijeSite
diofantsku jednadibun”™. Medutim, padamo se da de wpravo gecmet-
rijeka interpretacija ovih zadatala bati dobra motivaciia wéenicime 2a
rpefavanje ovakvih i sli#nih zadatalm.

Vakan korak n provtavanje Pitagorinib trojki je odredivanje formu-
la koje daju sva cjeSenja diofaniske jednadibe (1). Rijefuno na podethu
ipak nekoliko zadataks za &je rjefavanje poznavanje tih formuola nije
nuZno,

Zadatak 1. Dokazati da je v svakom Pitagorinom trokntu:
g} duljina barem jedne katete djeljiva s 3,

b) duljina barem jedne katete djeljiva sa 4,

¢} duljina barem jedne stranice dpeliiva s 3.
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Hjefenya Bez smanjenja opfenitosti mofemo pretpostaviti da je
Pitagorina trojka (3, 2) primitivae

a) Uotimo nejprije da kvadrat prirednog broja koji nije djeljiv a 3
pri dijeljenju 5 3 daje ostatak 1. Zaista, (3t 21 =9 + 0k +1 =
MH3kE £ 2 4+ 1. Dakle ako nl x ni v ne bi bili djeljivi & 3, onda bt
27 pri dijeljenju 5 3 davao ostatak 14 1 = 2, §to je nemogude jer smo
pokazall da kvadrat prirodnog broja pri dijeljenju 2 3 daje ostatak 0 il
i

b) PokaZimo najprije da kvadrat neparnog broja pri dijeljenju s 8
daje ostatak 1. Zabsea, (2h+1)% = dk¥+ 4k +1 = ak{k+ 1)+ 1, a broj
k(k+1) je paran kao produkt dva susjedna cijela broja. Odavde odmah
slijedi da x § ¢ ne moge biti oba neparnt jer b w protiviom broj 2*
pri dijeljenju s & davac ostatak 2, tj. bio bi paran, & ne bi bio djeljiv sa
4, Dakle, zbog primitivaost), moiemo pretpostaviti da j& © neparan, a
y paran. Sada je z neparan, pa iz y? = ¥ —2? zakljufujemo da je y*
dieljiv s &, odnosoo da je y djeljiv sa 4,

eIz Sk 1P =550 +26) +1 1 (5k£2)° = 5{5&% £ 4k) + 4
slijedi da kvadeat cijelog broja pel dijeljenju a 5 mode dati oatatak 0, 1
ili 4. Pretpostavime sada da ni z ni y nisu djeljivi = 5. To znafi da
brojevi @ 1 ¥ pr dijeljenju 5 3 mogu dati ostatke 1 il 4, a (o pak
znafi da broj 22 +3° = 2 pri dijeljenju 5 § mode dati cstatak 2, 3 ili 0.
Mo, =¢ kao kvadrai cijelog broja ne mode pri dijeljenju s 5 dail ostatak
2 ili 3, pa zakljufujemo da je z*, o swnim tim iz, djeljiv s 5.

Zadatak 2. a) Nadi ave Pitagoring irojke koje se sastoje od toi
susjedna prirodna broja.

b) Nafi swe Fitagorine trojke #iji su flanowi tri uzastopna &ana
nekog aritmediCkog niza,

Ricerge a) Iz uvpeta: (n— 1)F + n® = (n+ 1)*, dobivimo:
n? =4n,tj. n = 4. Prema tome, jedina Pitagorina trojka s trafenim
svojstvom je (3,4,5].

b} Neka je (n—k,n,n+k) Pitagorina srojke s trazenim svojstvom.
Tada je (n — k) + »? = (n + kP, cdnosno n® = dnk, tj. n = 4k.
Dakle, trarene trojke imaju oblik (3, 4k 5k} za prirodnl booj k.

* %%

Predimo sada na ciefavanje jednadzbe (1), Jasno je da je dovoljno
prommatratl slufal kad su ¢, y | # velativoo prosti jer ukoliko posjeduju
zajednitki fakter d = 1, onda jednadibu (1) mofeme podijeliti sa 2.
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Uofimo takoder da prema zadatku 1.b) u svakom Pitagorinom troki-
tu bar jedna od kateta wora bliti parna. Geometrijski dokaz sljededeg
teorema dan je u [4],

Teorem 1. Sve primitivee Pitagorine trojke (x,y,2) u kofima je
i paran, dane su formulama:
r=m®=n® y=2mn r=m*+n’, (23
godje je om0 0 m, n oso relativoo prosti brojevi raelicite parnosti.
Dokaz, Jednadibn (1) mofemo pisati u oblika:
¥ = (z +alz - x). (3)
MNeks je y = 3¢, Brojevi 2+ 2 i £ — z su parni pa postoje prirodni
brojevi a i b takvidaje s+ 2= 2a, 2 — 2 = 2. Sada je:
e = gb. (4)
Budwiéi daje z =a+ b, o= a— b, zakljutujemo da su brofevi a 1 b
relativoo prosii, Prema tome, iz (4) slijedi da postoje relativoo prosti
prirodni brojevi m i n takvi de je a =m?, b = n® . Odawde je:
r=m ~n®, z=m’+n', y=2Imn
Brojevi m 1 n pe mogo biti oba parol jer su reladivoo prosii @ ne mogu
kiti oba nepacni jer j¢ £ = m? —~n® neparan. Prema tome, brojevi m
1 n su razlifite parnosti.
Lake se provieri da o, ¢ 1 z definicani sa (2) zadovoljavaju jed-
nadzbu (1), tj. da vrijedi:
{m'l o ﬂﬂ'}'l + {Emn}'l . [mi 34 FI.E :li.
Treba jod provieriti da su relativoo prosti.  Pretpostavimo da bro-
jevi 2 i z imaju zajednifki fakior € > 1. Tada je d neparan,
d| (m?+a%) + (m? —n?) = 2m?® i d]{m®+n?) —(m? —n) = 2nd.
Ko, ovo je u kontradikeiji 6 pretpestavkom dasu m i n, pa stoga i m?
i n?, relativno prostt. C
Iz teorema 1 zakljuiujemo da su sve Pitagorine trojke dane identi-
LeLom:

[e(m?® — n*))* + (2dmn)® = [d{m? + %),
Navedimo sada PPitagorine trojke &iji su svi Elanovi = 50,
(3,4,5) (12,16,20) (18,24,30) (24,32,40)
(6,8 100 (15,20,25) (16,30,34) (9,40, 41)
(6,12,18) (7,24,25) (21,28, 35) (27,36,45)
(8,12,15) (10,24,26) (12,35,37) (30,40,50)
(8,15,17) (20,21,29) (15,36,39) (14,48, 50)
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Vidimo da sakvih trojki ima 20 ukoliko trojke (z, v, 2) i {y,z, 2z} sma-
tramo jednakima, Medu njima je ¥ primitivnih. Moge se dokazatl da
i broj Pyin) primitivaih Pitagorinib trokuta 2 hipotenuzom £ n pri-

blifno jednak L. Preciznije, vrijedi: lim, .. ET—E“—:I - E_It

Primjer 1. Stavimo i o (2] m = » + 1 dobivamo:
r=2n+1, y=2nnt+l), r=int+l1)+1
Ako owdje stavimo n = 104, dobivamo:

=210 %1, y=210%42-100,

=210 4+2-10" + 1.
Ovo nam daje jednostavnu metodu za generirange prozvoljnog broja
Pitagorinib trojki u kojima je z =y + 1:

(21, 220, 221),
(201, 2000, 20201},
(2001, 2002000, 2002001),
(20001, 200020000, 200020001}, .. ..

Zadstak 3. Nafi sve primitivoe Pitagorine trokute ddje sve tri
siramice lede izmedu 2000 i 3000.

Hjeferge. Noka je (z.y,7) tradena Pitagoring trojkh. Tada je
20008 + 27 & 30007, pa Je 2000 € z < 2236. Apalogno je 2000 £y £
2236. Takoder je z* 2 20007 + 2000%, pa je 2829 £ 7 < 3000, Prema
tearemy 1, postoje privedni brojevi m i n takvi da je £ = m* - n?,
¥ = 2mn, & =m? +n'. [z dosadadnjih razmatranja imame:

2820 < m® +n' £ 3000, (5)
2000 £ m® = n® £ 2236, (&)
B0D0 £ Bmn £ 2238, (7]

Zhrajanjem (5] i {8) dobivamo: 50 £ m £ 51. Uwrstimo N ove
1 (7), dobivamo: 20 £ n £ 22. Honafno, iz (5) dobivamo da je
m? £ 3000 - 204 = 2600 < 2601 = 51%. Dakle, m = 50, pa broj
n mors biti neparan, 8o znad da je n = 21. Prema tome, tralena
Pitagorina trojka je (2059, 2100,2941) .
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Zadatek 4. Nekasu A, H, C i &, &, ¢ redom katece § hipo-

tenuza dva primitivoa Pitagorina trokuta. Dokazati da tada ili pestoji
cjeli broj 2 takav da jo

(€4 el = (A+af = (84 =D"
ili possoji cljell broj E cakav da je:
(€ + ¢ — {4+ a)® {8+ b =2E%

Ajeferge. Prema teoremu 1, postoje prirodnl brojevl me i n takyi
da je

A=m'-n?, B=!mn, C=m'4+nl
Za Pitagorine trojky {a, b, ¢) imamo sada dvije mogucnosti: i postaje
priredni brojovi p i ¢ iakvi da je:
a=p'-¢, b=Ipg, c=p"+¢,
ili postoje privodni brojevi p i g takvi da jo
a=12pg, b=p-¢, c=p"+¢".
U preom slucaju imamo:
(C+ e ={A+a)* = (B + b = 2Cc - 24a — 280
= 2{m?s® +mg® + n'p® + n¥g
— i 4 mi 4 i = 0ty - dmngpg)
= d(mg — np)®,
dok & u drogom sluialo:
(C + ¢ =(A & a)* = (B -+ b)
= 2imis* + m¥yg® + n'pf 4 nigt
— 2mPpy + Infpg — 2mng® + 2mng)
= 2(mp — mg — np — ng).
Dakle, 1) =+2{mg - np), E==x(mp- mg—np—ng}.
W W

U Pitagorinom trokutn su po definiciji duljine stranica prirodni
brojevi. Postavlja se pitanje da I | neki drugi elementi tog troxuta
mogu biti prirodni brojevi, Mi femo razmotriti taj problem za slufaj
radijusa upisane krufnice, te simeirale Siljastog kuta,

Zadatak 5. Dokazati da je u svakom Pitagorinom srokutu radijus
uwpisane krugnice prirodan braj.
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Rjedenge Tx formule r = (8 — e tg ; . Blijedi da je:

_atb—e
P
Odavde, i iz finjenice da su (zbog 2 =6 + 7)) brojevi ¢ i a+ b iste
parnosti, slijedi tvednja zadatka.
Zadatak 6. Nad barem jedan Pitagorin trokat kojemu je duljine
gimetrale jednog Eiljastog kuta prirodan broj.

Hjefongje Nela trokut ABC aadovoljava uviete zadatka, te ne-
ka siipnebrala kuta & sijefe dufinn BO u tofki 1. Uvedimo sljedece
oznake: |[BCj=x, |AC| =1y, |ABl=1=, |AD| =3, |CD] = u. Bu-
duél simetrala kuta dijeli suprotne straoicu v amjert preastalih dviju
stranicn, dobivaro sustay jednadbi:

r? 4 4% = 3%, (&)
ut 4yt =4, (9)
x E u % (10}

Po uvjetu zadaika, brojevi 3, w, #, & su privodni. Iz (10) je broj w
racionalan, pa iz (9 zakljufojemo da je i w prirodan. Neka je (p,g.r)
primitivoa Pitagorina trojla takva daje v = p-f, y=q-L, s =r-1L.

Sada iz (10) shjedi da jo = = 2 ;"’:' . Uvrstimo li ovo u (8], dobivas
o oy gt o OF PR RET
F:!- | ]
od bogno:
PPz o= gz — 2L
Qdavde je ¢t = qnzr;fzz. D Bl ovaj braj bio cijeli, dovoling je da

bude ® = 2pgk, 7za weki k € N, Tada je ¢ = (¢% — &}k, pa je
y = gle® —p*Hk, z = glg® + Mk, u = r(g? — p°}Ik. Specijaloo, ako
stavimo p=3, g =4, r=10, £ m 1 (ka0 o je ufinko Diofant, vidi
[2]}, dobivame Pitagerion trojku (28, 96, 100} s pripadnoos simetralom
duljine 33.
*hk

Ved iz zadatks 1.b) slijedi da je povriina svakog Pitagorinog tro-

kuta cjelobrojna. Postarlja se pitanje postoji li Pitagorin trokat &ija,
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je povrZina kvadrat prirodnog broja. Prije nego 5to odgovorimo na to
pitanje razmotrimo problem postojanja Pitagorimh trojki u kojima je
jedoa ili vige stranice jednalka kvadratu prirodnog broja, Vidjes demo

da su ova dva problema u uskoj vezi.

Zadatak 7. Dokazati da postoji beskonafno mpogo Pitagorinih
trokuta Eija je

a) bipotennza;

b} jedna kateta
jednaks kvadratu pricodnog broja.

Ricfenje. a) Neka je (n,m,p), gdje e 1 < m < p, bilo koja
primitivea Pitagonna trojka (o takvib s razbéitin Lipotenuzama ima
beskonadno mnoge). Ako su brojevi T, 3 i r definirani formulom
(2}, onda je po teoremu 1 (z,y,2) primitivaa Pitagorina trojka ea &ju
hipotenuzn vrijedi:

g=m®+n®=p’

Twrdnja b) je dicekina posljedica identiteta:
(k* — 417 + (k™) = (B* + 4%,

Teorem 2. Ne postofi Pitagonn trokat fje sn dvije stranice kva-
dratli prirodrik brojeva.

Dokar. 8] Pretpostavimo najprije da postoji Pitagorin trokut Eije
su katede kvadral) pocodueil brojeva. Izabenimo medu sviin takvim tro-
kutima onaj koji ima najmanju hipotenuzu. Tako dobivamo Pitagorinu
trojku {x,w, 2) 1 pricodne brojeve a i O takve daje 2 =a% i g =09,
Pokazat fomno da su a i & relativao prosti, U protiveom bi postojas
d=1iap, Iy €M, takvi da je & = da; , b= dby . No, sada iz

== d"{n: + b':]-
zakljuéujemo da postoji 7y € N takav da je z = d%5, te dobiva-
mo Pitagoring crojku (ef, b, 2} s hipotenuzom manjom od z, 8to je
protivie izbore od [z, 5. 2).

Dakle, {a® ¢*, 2} je primitivna Pitagoring trojka, pa po teoremu 1
[ako odaberemo da & bude neperan) postoje relativno prosii brojevs
razlifite parnoati ™ 1 n tako di vrijedi:

ad =m® - nd, b = 2mn, z=md+nl. (11}
Iz prve relacije u (11) slijedi da je = paran, & m neparan. Stavino:
n=2k, b=2, pa dobivame 1? = mk. Odavde slijedi da postoje
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prirodni brojevi r i a takvide je m=r?, & =#*. Bududi je (a,n,m)
primitivoa Pitagorioa trojka, po teoremu 1, postoje relativooe prosti
brojevi u 1 v takvi da je:

n= 2uy, m=u’+1r’. (12}
Sada iz n = 28° slijedi da je ai = postoje prirodni bro-
jevi my b by tekvi da je u = of, v = El Prema tome, = {12)

slijedi da je [ﬂ.f,bi.r]l Pil.n,g;clrma. trojlka za El.}u hipotenuza vrijedi:
r<r? =m < mf 4 n? =2, Bo je u suprotnosti s izhorom trojke
I::II !.l, 'i::l -

k) Neka je sada (x,v.2) Pitagoriog trojka s pajimanjom hipoteny-
zom medu svim Pitagorinim trojkama Gija su jedna kateta i hipotenuza
kvadrati prirodnih brojeve. Neka je r =0, 2 =¢%, a,c € N. Naini
nafin kao pod a), pokazuje se da trojka (x, g, z) mora biti primitivia,

Ako je y paran, onda po teoremu 1 postoje relativoo proatl brojev
m i n takvi da je

g =r=m?-n?, y=2mn, ¢ =z=m"+n"
Odavde je (ac)® = m* = n', pa je u Fitagorinoj trojki {n®, ac, m®)
hipotenuza m? manja od =.

Prema tome, y mora biti neparan, 5to znadi da je @ paran. Iz
a' + ¢ = ¢4 imamo:

o= =gt = (P -2 +af).

Lako se vidi da su brajevl & —e? § &2 4o relativao prosti pa postoje
neparni prirodni brojevi r | s takvi da je:

¢ _g?=p?  Typgl=al
Odavde je 2¢* = r* + 5%, adnosno;
r+4.q F—48.a

Iz teorema 1 slijedi da postoje relativoo prosti brojevi razlifite parnosti
m i n takvi da je:

r &—
’42_ =m?—nd, =2mn, c=m" +n’
= 4T g '
= ol =Emﬂ_: =1'|1?—;'|.E| -I'.'=:|'|"|.g-!-1"|.?.
2 2
U svakom slufaju je:

20% = g% = r* = Bmn{m = allm + n), (13)
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Bududi su m i n relativoo prosti | razlifite parnosti, zakljufujemo da
su brojevi m—n b e 4+ 0 relativoo prosti, a takoder je i avakl od njih
refativoo prost sa svakim od brojeva m i n. Seoga iz [13) alijedi da
postoje pricodni brojevi &, I, p, ¢ sa svojstvom da je:

m=k =n=f m_“=ﬂﬂr mn =g,

Odavde je k* = ' = (pg)* pa smo dobili Pitagorinu trojku (1%, pg, &%)
5 hipotenuzom &? manjom od =, bududi je &k* = m? < m? + n? =
¢ < ¢ = z. Ovo je u kontradikeiji s izborom trojke (r,y, z), Gime je
teorem dokazan u potpunostt. O

Korolar 1. Jednadiba ¥ + y* = 2* nema rjefenja u prirodnim
brojevima.

Korolar 2. Ne postoji Pitagorin trokut &ifa je poveding jednaka
kvadraty prirodnag broja,

Dokaz. Pretpostavimo da takay trokut postoji, te dasu mu =, y
katete, z hipotenuza, a F povrdina. To znad] da je-

eyt =2,  Ty=2P
Po prevpostavei poatoji pricodan broj n takay da je P = r?, odnosno
2zy = (2n)?. Sada je:
2@ =(z+yf, - (@) =(z -y .

Odavde mnotenjem dobivame: z' = (2n)! + (F — y*)?. Dakle, dobili
smo Pitagorin tookut &ija je jedna kateta dn?, a hipotenoza 22, Sto je
1 suprotnostl s teoremom 2. O

Zadaci za vieEbu

1. Nadite sve Pivagorine trojke £iji su Eanovi tri uzastopna Elana nekog
geometrijskog niza.

2. Nekasu 4, B, C i a, b, ¢ redom katete i hipotenuza dva primi-
tivna Pitagorina trokuta. Tokafite da tada il postoji prirodan broj F
takav da je:

Ce + A + Ob = F*,
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ili poatoji prirodan broj G takav da je:
e+ Aa + Bb = 262,

3. DokaZite da za svaki prirodan broj n = 3 postoji Pitagorina teojka
&ji je jedan ¢lan jednak n.

4. Dokagite da postoj beskonaino mnogo Pitagorinih trokuta u kojima
je radijus opisane kroEnice prirodan beoj.

5. Nadite barem jedan pravokutan trokut Gipe su duljine stranica raci-

onalni brojevi, te koji ima svojstvo da mu je opseg jednak kvadratu, &
zbroj opsega i povriine jednak kube nekog racionalnog broja.
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