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Cojy3sen natnpeBap 1977
| roogmna

1. Ompenenu tv HenobpojHUTe pelieHrja Ha paBeHkata P(X+Y)=Xy, kage P e
JaJieH MpocT 0poj.

Pemenne. [la 3a6enexume neka mapor (0,0) pemerne Ha 3amavyata u qeka mapor
(X,¥) BO KOj TOUHO efieH 071 OpoeBuTE € eaHAaKOB Ha 0 He e peleHue Ha 3axa4ara. Heka
p(x+y)=xy#0. Toram p|Xxy, ma kako P e mpoct 6poj, Baxku P|X wim p|y.
Heka, Ha mpumep, X=mp, kaxe M e 1ex 6poj u M= 0. JlecHo ce riema neka Torair

mp
m-1"
1) Ako m—=1=1, toram X=2p, Yy =2p e peleHre Ha JaJeHaTa paBeHKa.

He Moxe a ¢ M=1. [Tonaramy, p(Mp+Yy)=mpy, ma 3aroa Y=

2) Axo m—1=-1, toramt M=_0, wTO NPOTHUBPEYH HA NPETIOCTABKATA.

3) Axo m-1=p, toram X= p(p+1), y=p+1 e peuienne Ha nageHara papeHKa.

4) Axo m—1=-p, toram X= p(l—p), y=p—1 e peuienne Ha nageHaTa paBeHKa.

5) Axo m—1g{-11,—p, p}, Toram yzmm—fl He e 1en 6poj.
AHaJIOTHO ce pa3riielyBa CiIyyajoT Kora Y e JIeJIMB cO P ¥ BO TOj Ciiy4aj JoOuBame

yurre ase pemenrja X=p+1Ly=p(p+1) u x=p-Ly=pl—p).

2. Hexa a,b,C ce mpupoanu 6poesu u a? +b® =c?. Jlokaxu nexa opojor abc e
nenus co 60.

Pemienne. bunejku 60 =22.3-5, 10BOIHO € [a ce JOKake JeKa Gapem ezieH o
opoesure a,b,C e nenus co 4 unu 1Ba ce AeaUBHU cO 2, Ieka 6apeM eJieH e JeIUB co 3 U
OapeM elieH e JICNHB CO 5.

a) Jla 3abesnexume jgexa OpoeBute @ u b He MOXKe M J(BaTa jia ce HemapHu, OUIejKu

BO TOj CIly4aj K€ BaXH a?+b? = 2(mod4) u xako kBagpat Ha Lel 6pOj IPHU JETIEHE CO
4 naBa octarok 0 nnu 1, no6buBame nexa a’ +b? He MosKe 12 Guile eHAKOB Ha KBaJpar
Ha 11en 6poj €. Ako nBara 6poja @ u b ce mapuu, Toram 4|abC. Ako TOYHO ezeH oft
OpoeBute a u b € mapen, Toram C e Hemapen Opoj. Heka, na mpumep, a= 2K,
b=2n+1 c=2m+1. Toram ox a°+b® =c? cneaysa k% =m(m-+1)—n(n+1), na xa-
ko 2| m(m+1)—n(n+1), nobusame 2| k2, re. 2|k .Ho, a=2k, ma 3aroa 4|abc.

6) KBazpar Ha nest 6poj npu geneme co 3 gaBa ocratok 0w 1. AKo HUTY e/ieH of
Opoesute @ u b He e menuB co 3, Toram

a?+b%=2(mod3) u c? =0uml(mod3),
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LITO IPOTUBPEYH HA a?+b? =c?. 3nauu, 6apeM eneH ox GpoeBute & U b e gemuB co
3.

B) KBazpar Ha uen Opoj npu nenewme co 5 naBa ocratok 0, 1 winu 4. AKo HUTY elieH
o1 OpoeBuTe a,b,c HE € JICNIMB cO 5, Torail

a%+b?=0,2 wm 3(mod5) u ¢? =Luwm 4(mod5),

1ITO MPOTUBPEUHU Ha a?+b? =c?. 3naun, GapeM eneH ox 6poesute @,b,C e menus co
5.

3. Ha crpanure Ha kBagparor ABCD ce Haofaar toukure P,Q u R kou Herosuor
HepUMETAp Io [eiar Ha Tpu eaHaksu gena. Heka O e meHTapoT Ha KBagpaToT. JJOKaKH
nexa 36upor PO+QO+RO e najman moxen axo exna ox roukure P,Q m R e cpe-

JIHA Ha CTpaHaTa Ha Koja ce Haora.
Pemenne. Heka tToukure P,Q,R ro menar nepu-

MertapoT Ha kBaaparor ABCD Ha Tpu emHaksu nena. R
Bes orpannvyBame Ha ONIITOCTA MOXKEME 1A IPET- R Moo

nocraBUMe JeKa HUpY enna ox toukure P,Q,R ne e 0

Qi ¢ LS

BHATpeIHa Touyka Ha orceukata CD u mexa Ha mpu-
mep, Pe ARy, QeBC u ReAD, kane R) e cpe-

nuHa Ha otceukata AB. ITonaramy, nexka Qy € BC n

Ry € AD ce Touku kou 3ae[HO co Toukata R) ro me- A P P B
-4

JIaT TIepUMETapoT Ha KBaApaToT TPU €AHAKBH Jeia, a
Q e Touxa cumerpuyHa Ha Toukata Q Bo oxHoc Ha npaBata OR), Buau uprex. Toram

PR =Q% =RRy, OQ=0Q,, QRy=0QQ) =RR,, ORy <OP n 20R;, <OR+0Q;,
ounejku ORy e Texumnba yuHuja Ha Tpuaronnukor ORQ), mpu mTo 3amumaHuTe

HepaBeHcTBa ce cTpord ako P =Ry . 3naun, 3a P # Ry nobusame

OR) +0Qy +ORy =0ORy +20R; <OP+0OR+0Q, =0OP+0Q+0OR.

4. amu e Tabnu S5x5 3anenenu emana o 10 apyra

KaKoO Ha HPTEKOT AJECHO MOXKE Oa C€ noxpnjaT CO IOMH-

Ha 2x]1 (emHO JOMHMHO MOKPHBA JBE COCEIHH TIOIHHA)?
Pemenne. Jla ja 060-

nMe (Qurypara mIaxoBCKH

Kako IITO € MpHUKaXaHO
Ha LPTEXOT JeBo. Toram BkynHO umame 50 noiuma, of
Kou 26 ce upHHU U 24 ce 6enu. Cexoe JTOMHUHO TOKPHBA
€/IHO I[PHO U eIHO 0eNo moJje, ma 3aToa co 25 TOMUHA He
MOJKe JIa ce TIOKpHe JaeHara Gpurypa.
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Il roquna

1. Bo MHOXeECTBOTO peaiHu OpPOEBH pEIlH ja paBeHKaTa

x=x-1+fi-1.

Pemenne. ,Z[az[eHaTa PpaBC€HKa € CKBHBAJICHTHA CO CUCTEMOT

(x—x-1)2 =x-1, x>1,

x2—x—1:0, x>1.
145

Enuncreeno penieHre Ha MOCIEAHUOT CUCTEM € X = 5

OJHOCHO CO CUTEMOT

2. Ha crpanure AB,BC u CA na tpuaromuukor ABC nanenu ce touxkun P,Q u R
TAaKBH IITO
AP =)AB, BQ=2ABC, CR=A\CA, (% <A<)).
Jlokaxku 1exa repumeTapoT Ha Tpuaroinukor PQR He € moronem ox mepumerapor Ha

tpuaronaukor ABC momHOKeH co 6pojoT A .
Pemenne. Heka S e mpecekor na npasara BC
CO MpaBaTa Koja MUHYBa HM3 Toukata P u e mapa-
nenna co npasara AC , uprex necxo. Toram
BS=(1-1)BC, PS=(1-1)AC. R
Bunejku %Sl<l, TOuKara S mpumara Ha OTCeY-
kara BQ, ma 3aroa
SQ=BQ-BS=ABC—-(1-A)BC=(21n-1)BC, % e ),
PQ<PS+5Q=(1-A)AC+(2L—1)BC. B 2 s 2A g v ¢
Amnanorso no6uBame
QR<L(1-2)AB+(2L.-)AC, RP<(1-2)BC+(2A—1AB,
ma JIECHO ce Jo0KBa JeKa
PQ+QR+RP<A(AB+BC+CA).

3HaK 3a PaBEHCTBO BaXu ako u camo ako S=Q wm S =B. OBoj ycnoB € ekBuBaneH-

teH co 2h—1=0 mwm A =1, T.e. 7\,6{%,1}.

3. lanenu ce 20 npupoanu 6poesu &,ay,...,8y) TAKBH LITO
& <ap <..<ayy <70.
Hoxaxku siexa mefy pasmuknte 8j —8, J>K mocrojat 6apem etnpu mefyce6HoO en-

HaKBH.
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Pemenne. Ke nokaxeme sieka Mef'y 6poeBute g — 849, 9 — &g, -+, 83 — 39,3 —&

nMa GapeM deTHpH erHakBU Mery cebe. Heka To mpeTmocTaBuMe CIpOTUBHOTO, T.€. JIe-
Ka Mel'y HUB MMa HajMHOTY TpH Opoja Kou ce eJHakBu Merly cebe. Toram

ap0 = (80 —219) + (a9 —ag) +...(B3 —@p) + (a2 —a1) +&
>1+3(1+2+3+4+5+6)+7="71

IITO IPOTHBPEYH Ha IPETHOCTaBKaTa ayg < 70.

4. Jlokaxxu fieKa 3a Cexoj mpupojieH 6poj N >1 Baku HepaBEHCTBOTO

3.5.7. 2”—1
Jn<3.2.L. 2 < Jon (1)
=3.5.1. .Zn_— ik
Pemenne. Heka osnauume Ry =3-3-5-..- 5 . bunejku 3a k>1 Baxu
2k-1 K
k-2~ k-1

nobusame

P, >\E\/§\/% nl_1=\/ﬁ

T.€. TOYHO € JIEBOTO HepaBeHCTBO BO (1).

OsHauyBaMme, Qn—1.§.§.___.2n -1 op

[N

2k-1 2k

2k 2k+1"’
3a cekoj K e N crenysa

Qn<246_2n—2 2n _ _11<1

2.4.6. =1 2n _ 1 1
357 2n1 20l B 2ndl 20+l Q, " 2nQ,

-3.57 .2n-1_1.35. 2n—1 J2n
=226 m2=248 " 20 2N=2nCQy <2

CO ITO I'0 IOKa)KaBMe M JIECHOTO HEPABEHCTBRO.
III rogmua

1. Hexa Kk e mpuponen 6poj u &,ay,...,8p CC¢ IO3UTHBHH OpoeBU HoMaid of 1.

Jloka)ky TO HEpaBEHCTBOTO

Ja +(1-ap)? +\a3 +(1—ag)? +... 4185y + (1—agy)? ++[ad +(1—ay)? > k2.

Pemenne. OH HEPABCHCTBOTO Mefy ApUTMCTUYKATa U KBaJIpaTHaTa CpeJIWHa HE-

MOCPE/THO CIIeyBa

\/alz +(1—a2)2 +\/a§ +(1—a3)2 +...+\/a§k_1+(1—a2k)2 +\/a§k +(1—a1)2 >
a+l-a, a+l-ag apy +1-a;
>2(& e+ +o+H5)

2
=22 =ky2.

JaCHO, 3HAK 3a PABCHCTBO BaXXH aKO U CaMO aKoO
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3 =a3=..=X, =4 =..=y n X+y=1L

2. Ompenenu ro NPUPOTHUOT OpPOj UMj KBAJApaT € CIHAKOB HAa METTUOT CTCICH Ha
30upoT Ha HeroBuTe nudpu (BO ACKACH 3aIUC).

Pemenue. Heka Gpojor N Bo nekaneH 3amuc uma K uudpu u Heka S e 36mpor Ha

muppure Ha Gpojor N. Toram 91 <101 <n u S<9k. Hexa n?=S5°. Toram

(9k_1)2 < (9k)5, Te. 97 <k5. Jlecno ce HpoBepyBa JeKa MOCIEAHOTO HEPABEHCTBO

Baxu 3a K e{l,2,3,4,5}. Co unnykimja ke nokaxeme neka 3a K >6 Baxku 92T > 5
3a k=6 umame
9757 =59049> 776 >6°.
Hexka npermocraBume neka 3a Hekoj K >6 Baxun 927 > k5 Toram
92k )-7 —g1.9%K~7 > 81k5 > (2k)° > (k +1)°,
T.€. HEPABEHCTBOTO Baxku 1 3a K+1.
On nperxoaHo u3HeceHoto cienysa aeka K<5 u S<45. Ox ycnosor n®=8°

cnenyBa N= Szx/g , Tla 3aT0a S e ToueH kBajapar. Cropex toa, S €{l,4,9,16,25,36}.
IonaTaMy IIpOBEPyBaME:

S=1 n=s?Js=1 1=1

S=4, n=32, 3+2#4,

S=9, n=243 2+4+3=9,

S =16, n=1024, 1+0+2+4 16,

S =25 n=23125, 3+1+2+5% 25,

S =36, n=46656, 4+6+6+5+6=36.

Cropen Toa, 6apanute O6poesu ce 1 u 243.

3. pr)l(HI/ILIaTa BITUIIIaHA BO HpaBOﬁrOHeH TpI/IaFOJ'IHI/IK CO XI/IHOTeHy3a Cru z[or[I/Ipa
M u N MN < 23
KpalMTe Ha OCTPUOT arojl BO TOUKHUTE u N . Jlokaxu neka <55

Pemenne. Heka ABC e mpasoarosnen tpuaron-
HuK co xunorenysa AB=c.Co M u N naru o3- A
HaYMMe JOTMPHUTE TOYKH Ha BIMIIAHATA KPYXHHUIA
coozasetHo co otceukute AB nu AC,u o= xBAC, M
upTex aecHo. Toramn

AM = AB+AC-BC N
2

=5 (L+coso—sina).

Bunejku cumerpanata Ha arojoT O UCTOBPEMEHO €
u cumerpana Ha orceukata MN , robusame
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MN =2AM sin%:csin%(l%om—sina)
—csin& 20 _96in%cos s
_csm2(2cos 5 —2sin2:-cos 2)
:csina(cos%—sin%)

=cysin? a(l-sina)

= %\/sin asina(2-2sina)

< _C_ [¢sino+sina+2-2sina)3
<& (ehessing2-2dna)

2B
_90'

IIpyu WITO I'0O UCKOPUCTHBME HCPABCHCTBOTO Mef‘y ApUTMCTHUYKATa U r€OMETCHUKCTA CPC-
JHWHaA.

4. Hexka D e muoxkectBoro nujaronanu Ha mpasuier 100-aronnuk. anu mocrou
noamHoxecTBO E Ha MHOkecTBOTO D CO cennuBe cBojctBa:

1) Hukowu nBe nujaronanu on E Hemaar 3aeqHuYKa BHATpENIHA TOYKA.

2) On cexoe Teme Ha 100-aroJHUKOT M3JeTyBa MapeH Opoj JujaroHaiy O MHOXKe-
creoto E.

3) Mujaronanute ox E ro gemar 100-aroqHMKOT Ha TPUATOIHHUIIA.

Pemenne. Heka mpernocraBuMe IOCTOM MOAMHOKecTBO E Ha muOxectBoro D
TaKBO IOTO JieKa N—AarojHUKOT € TMOJENICH CO aujaroHanute ox E Ha Tpmarommmim,
TakKka IITO HUKOU IBC }II/IjaFOHaHH o E HEMaaT 3a¢JHMYKa BHATPCIIHA TOYKA U OJ
cexoe TeMe Ha N —arojHUKOT W3JeryBa mapeH Opoj aujaronanu. Toram noOueHuTe
TPUATOJHUIIM MOJXKE J1a ce 000jaT BO CHHA U [pBeHa 00ja Taka IITO CEKOH J(BA TPHATOJI-
HHUKA KO MMaaT 3aeHMYKa CTpaHa ce 000eHH BO pasnnuHa 00ja. (Toa Moxe aa ce mo-
CTHTHE aKO Ha TOYETOKOT MHOTYaroJIHUKOT ce 000u BO €Ha 00ja, a 1oToa ce KOHCTPY-
Mpaar AMjarOHAIUTE ellHa MO APYra M MO CeKoe KOHCTPYHpPAame Ha JMjaroHana CUTe
000eHM TMOBPIIMHM HAa €[HaTa CTpaHa O] Taa JUjaroHaja ce npedojyBaaT BO Jpyra
00ja.) 3a Baka 000CHHUTE TPHUATOJHHIIN BaXKH:

a) Cekoja mujaronasia € CTpaHa Ha €CH CHH U €JIcH L[PBCH TPUATrOJIHUK.

6) CuTe TPUArOJIHUIK Kaj KOU €IHA CTPaHa € UCTOBPEMEHO U CTpaHa Ha N —aroJjiHu-
KOT ce 000eHu co ucTa 00ja, 1a Kaxkeme cuHa. (OBa ciaemyBa o (akToT IeKa 0] CeKoe
TeMe Ha N—arolHUKOT W3JIETyBaar mnapeH 6poj aujaronanu og E |, T.e. cexoe Teme Ha
N —aroJIHMKOT € 3aeIHMYKO TeMe Ha HemapeH Opoj TPHAroJHUIM Ha KOU N —aroJHUKOT
€ TIOJIeJICH. )

Axo P e 6pojor Ha cuHUTE, & C HA LPBEHUTE TPHArOJHWIM, Toram N+3C=3p,
Ounejku cexoja aujarodana o1 E e crpana Ha eleH CMH ¥ elleH LPBEH TPUArOJHUK, a
ceKoja CTpaHa Ha N —aroJIHMKOT € CTpaHa Ha caMo elieH CuH TpuarosHuk. Criopen Toa,
Opojot N e genuB co 3, mTo 3Ha4M jgeka 100-arolHUK HE MOXKe Ja Ouje MmojaeNieH Taka
mTo Ke OMIaT UCTIONHETH AaJJeHUTE YCIIOBH.
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IV roauna

1.Hexa n>2 u aj = N4 j,3a jefl,2,..,n}. Jokaxu neka 3a cexoj k e{l,2,...,n}
nocTou 6apeM efieH IpocT O6poj P TakoB MITO OPOjOT & € AENHB CO [J, a HUTY €JEH Off
OpoeButre &,y,...,8_1,81.-» O HE € IEIHB CO .

Pemenne. [IpBo na 3abenexume: Ako P =N e mpoct Opoj, TOram HAjMHOTY €ICH
on Gpoesute 8,8y, ..., 8, € Aemus co P. Hasuernma, ako plg n plaj, 1<i<j<n,
Toram P|aj—a = j—i,mpnmro 1< j—i<n-1, mro He e MoxHO. Ke ru pasrinemame
CITCTHUBE CITyJau.

a) k e mpocrt 6poj u 2k <n. Toram 6pojor N! e memus co k?,a OpojoT ”?' € JIeJIUB

co cekoj mpoct Opoj Koj He e moroieM ox N. 3aToa O6pojor n?!+1 HeMa MPOCTH AEH-

TEJIM IOMAJIH W €HAKBU Ha N (BO CIIPOTUBHO OpojoT 1 Om OWi JemuB co TaKOB IPOCT
nenuren). Crioper Toa, 6pojor g, = k(n?' +1) uma mpoct genuTen P KOj € MOrojeM Of
p. Hury exen ox Opoesure aj, j #K He e menus co p.
6) k e mpocr 6poj nu k<n<2k. Toram K|a, u nury enen ox 6poesure | (ma co
Toa 1 HUTY eller oft Gpoesute 8j) kage | €{L,2,...,n}\{k} ne e nemus co k.

B) k e cinoxen 6poj u K=4. Ako k=ab, xane a u b ce npuponuu 6poesu u

l<a<b, Toram Bo mpoussogor N! ce mojaBysaar 6poesute 3,0 u k. Ako k= a?,

Kajze a>3, toram Bo npousBonorT N! ce mojaBysaar Gpoesute @,2a u k. Bo cekoj
. . 1
ciy4aj 6pojor ”? e nenuB co K, ma kako moj a) 1o6uBame neka @ MMa MpoCT JeUTel

noroJjiem ox Nn.

. |
r) k=4. Ako n>6, toram 6pojor ”Z € JenuB co 4, Ima aHaJOrHO Kako BO CIydau-

Te a) U B) cilellyBa Jeka OpojoT @, MMa IIpOCT JienuTen norojieM ox N. 3a N=4 6pojor
ay=444=28 ¢ nenmus co P=7>4,a3a n=5 6pojor a4 =54+4=124 e nenus co
npoctrot 6poj Pp=31>5.

2. Jlokaxku 1eKa IUIOMITHHATA Ha KBAAPATOT KOj WCLENIO JIEXH BHATPE BO JaieH
TPUAroJIHUK HE € IOroJjieMa o/l II0JIOBMHATA Ha IUIOIITHHATA Ha TPHUAr OJTHUKOT.
Pemenne. Ke ro gokaxeme ClieIHOBO TIOMOIIHO TBP- Y
newe: Heka XYZ e npaBoarojieH TPHArOJHUK CO XHIIO-
teny3a XY , W e npoussona Touka Ha orceukara XY u

U u V ce noaHoxjara Ha HopManiure noeiedend og W Y
coonseTHO Ha YZ u ZX , upTek AeCHO. AKO MIOITHHA-
Ta Ha TpuarodHukoT XYZ e [y, a IUIOIITHHATA Ha Ipa- 2 v X
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Boaronuukor UZVW ¢ py, Toram pls%.

Hoxasz. Heka YW =kXY 1 XW =(1—K) XY , kaze 0<k <1. Torau

Po — Pt = Rowy +Paw =k2po +1—k)? pg = (2k? — 2k +1) pg
“ak-d e R,

on xazie fobuBame [ < % .

¢ c
c
/ \
M
(-1 P e P .

P
. e S 3 "
A M N B A M NB 8

a) 0) B)

Hexka kBagparor MNPQ ce naora Baatpe Bo tpuaronaukor ABC (uprexu a), 0) u

B)). Ha untarenor My npemymrame ia gokaxe jaeka tpuaroinukor ABC moxe na ce
HOJENN HA HEKOIKY MPABOATOJHH TPHATONHHIM (M €BEHTYalHO HA YINTE HEKOJKY
TPUATOIHHIM M YETUPUATOJHUIIN) TAKa INTO CEKOj MPABOATOJEH TPHATOIHHK COIPKU
npasoaroiuuk uceueH ox kaaparor MNPQ , npu mto enso Teme Ha TakBHOT TIpaBo-

aroJIHMK C¢€ IIOKJIOIMYBa CO TEMCTO Ha HPABHUOT arojl Ha TPpUAroJHUKOT U MOTOA JAa Io
MPUMEHU MPETXOAHO JOKAKaHOTO IMTOMOIIHO TBPACHC.

3. Ha xonky nauunu 6pojor 6K (K € N) moxe na ce 3anuine Kako 30Mp Ha TP [PH-

poaHn Opoja? 3amucuTe KOM C€ pa3jiMKyBaaT caMO BO PENOCIENO0T Ha COOMpLUTE T'H
cMeTame 3a HCTH.

Pemenne. Heka 6K =X +Xo +X3, Kage X, Xp, X3 Ce NPHPOAHH OPOEBH TAKBH IITO
X <X <X3. Ako X =211, xane 1<|<Kk, Toram X, moxe na Gume enHAKOB Ha
e/ieH oj] OpoeBuTe

21,2, 20 +1, ..., [K=2H] =3k
u 3a cexoja o1 oBrue 3K—3l+2 MOKHOCTH OPOjOT X3 € eaHakoB Ha 6K—X —Xp. Ako
X =2|, kage 1<| <k, Toram X, e eqHaKoB Ha HEKOj 0x GpoeBUTe
2,21+1, ..., 3k -1

U 33 CEKOja OJl OBUE MOYKHOCTH OpOJOT X3 €JHO3HAYHO Ce OmpejenyBa. 3aToa 6apaHuOT

0poj € enHaKkoB Ha
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k K k K(ktl) o2
> (3k=31+2)+ Y (K31 +1) = Y (6k—61 +3) =k(6k +3)—6 KD 32,
|:1 |:l |:

4. Bo pamHuHaTa ¢ aaneHo MHOkecTBO S o 100 Toukm. JIOKakH IeKa MOCTOH
KOHEYHO MHOYKECTBO KPYTOBH 33 KOH BayKH:
1) Cekoja Touka Of S Ce CONPKH BO BHATpEII-
HOCTa Ha HEKOj KPYT.
2) KpyroBure ce IHCjyHKTHH M pacTOjaHHETO Mery
CEeKOM JIBa Kpyra e ctporo morojemo ox 1. (Pacrojanu- d
ero d merfy gBa aucjynkthu kpyra Ky u Ky e mpuka-
YKaHO HA I[PTEKOT AECHO.)
3) 30upoT Ha qHMjaMETPUTE HA THE KPYTOBH U cTporo momain o 100.
Pemenne. Heka Sjp) ¢ MHOXKECTBOTO KO€ T'H COIPKH

L
201"

30upoT Ha nUjaMeTpure Ha oBHe Kpyrosu ¢ Dy =200r <1.

KPYrOBHUTE CO ICHTPHU BO JAaJCHUTC TOYKH M paguyc I =

Axko pactojanueTo Mel'y CeKOH JiBa Kpyra ol Sjgg € Hmoroe-
MO 0J 1, Toramr 3a MHOXECTBOTO Sjp) C€ HCIIONHETH yCIIo-
BuTe 1), 2) U 3). AKO Mel'y KPYroBHTE Of Sjy HMa TaKBH

IITO PacTOjaHUETO Mel'y HUB HE € MOrojieMo oJ 1, Toram Mpou3BOJHY [Ba TAKBH Kpyra
Ke T 3aMEHUME CO HajMaMOT KPYT KOj TH COIpPKH (LPTEkK NecHo). JJoOmBame MHOXe-
CTBO Sgg (cocTaBeHO 01 99 KPYroBH), TaKa LITO BHATPE BO THE KPYTOBHU CE CHTE AaJCHH

TOYKH, & IIPHTOA 30MPOT Ha paJuycHuTe Ha cute THe KpyroBu ¢ Dgg <200r +1<2. Ako
pacTojaHueTo Mel'y CeKOH JBa Kpyra oJ Sgg € HOroeMo oj 1, Torai 3a MHOKECTBOTO
Sgg BakaT CHTE YCIIOBH Ha 3aja4arta. Bo cipoTHBHO jBa Kpyra o Sgg 4UMe pacTojaHue

HE € IorojemMo oJ 1 ke T 3aMeHHMe CO HajMAJIMOT KpYr Koj r'u coapku. Ke nodbneme
MHOXECTBO Sgg M IIOHATaMy aHAJIOTHO ja MPOJOILKyBaMe mocTankara. Ha kpajor mo-

OuBaMe MHOXECTBO Sy, kage 1<n <100, TakBo mTo Toa COAPXKH N KPYroBH, BO BHA-

TPEUIHOCTA Ha TUC KPYTIOBH C€ COAPKAT CUTE JAACHU TOYKU U 36I/Ip0T Ha pauyCuTeC Ha

CHTE KPYrOBH 01 Sy, €

D}, < 200r +(100—n) < 200r +99 <100 .

Maua onumnujana

1. Ompenenu ro MHOXECTBOTO O] CUTE peaHu OPOEBH Ol CO CIETHOBO CBOjCTBO: 3a

CEeKOj TIO3UTHBEH Opoj C MOCTOM JPOITKa % (meZ,neN) pasauyna 07 0. TaKBa LITO

_miC
lo—T<s-
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Pemenne. Ke mokakeme neka 6apaHOTO MHOMKECTBO € €IHAKBO HAa MHOJKECTBOTO
UpAIMOHATHU OPOEBH.

Heka mpernocraBume Jeka o € upanuoHaneH 6poj. Bo 3amauata 1 on Manata
onumnujaga Bo 1974 ronuHa e MOKaKaHO JIeKa TOTaIll 32 CEKOj MO3UTHUBEH Opoj C TMo-

cTojar (Xypu OECKOHEYHO MHOTY) palMOHAIHH OpOeBH % (jacHo pasznmuHH on O ),

TaKBH HITO |oc—%|<%. 3Haun, MpaIoOHAIHATE OPOEBH IO MMAaaT HABEIEHOTO CBOj-

CTBO.
Cera ke gokaxeMe JeKa palroHaTHUTe OPOEBU IO HeMaaT HaBeIeHOTO cBOjcTBO. Co
JIpyru 300pOBH Ke OKaKEME JIeKa 3a CEKOj palMOHAIeH Opoj Ol MOCTOM MO3UTHBEH

Opoj C TaKoB IITO 3a CEKOj palliOHANIEH Opoj % # 0L BaXH | oc—% |2% .

HaBuctrHa, Heka O = ap, g=1. Toraw ox g * % cuenysa pn—mg=0, na 3atoa

| pn—mqg[>1. Orryka cnenysa
1
_myP_m_[p-maly 1 _a
ja-D4omp lnd s 1 s,

n"1qg n gn T an

T.€. MOXE J1a ce 3eMe C = 1 .

2. Onpenenu ru cute mectopku (P,q,r,X,Y,Z) taksu wro P,q,F ce npoctu Gpo-

eBH, X,Y,Z ce IpUPOIHU OPOCBH U BaKU
p> =qVr? +1. 1)
Pemenue. Bo cinennure pasrnenyBama [,Q,I cexoram ke O3Ha4yBaaT MPOCTH

Opoesw, a X, Y,Z mpupoxau 6poesu. [IpBo ke [OKakeMe YETHPH JIEMH.
Jlema 1. EquucTeno pemenne Ha paerkata 2% —1=3Y e x=2,y=1.
Jokas. Hexa 3a npupoaute 6poesn X u Y Baxu 2% —1=3Y . Toram
A2y r241=3,
ox kaje necHo ciexysa neka 2| X. Heka X=2I,1 eN. Toram (2I —1)(2I +1)=3 . bu-

nejku GpoeBHTE 2 —1 u 2' +1 ce 3aemno NpOCTH (THE CE HEMAPHM M CE PA3IMKyBaarT 3a
2), 0J1 OCIEAHOTO PABEHCTBO JIecHO cieayBa neka | =1, X=2u y=1. m

Jlema 2. Papenkara 2% +1=3Y mma touno gse pemennja: X=y=1u 2=3,y=2.

Jokas. Jlecno ce rnena nexa X=Y =1 e pemenue ua pasenxara 2° +1=3Y. Heka
y >1. Toraui ox paBeHKara
2X=3Y —1=2(3¥ 1 +3Y 2 +..+3+])

cnenyBa Y =21, 1 €N, na nonaramy no6usame

10
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22X =3 -n@E +1),
a OTTyKa JiecHo cienyBa qeka | =1 y=2,X=3. =
Jlema 3. Papenkata p* —1=2Y, kage p>3 u X>1 Hema pemenuja.
Jlokas. bunejkn P e HemapeH Opoj, 011 paBeHKaTa
(p-D(p* L+ p* 2 +. . +p+1)=2Y
cnenyBa X=21,1 eN. Cera pasenkara ro 1001MBa BUIOT
| |
(p'-D(p' +1)=2"
v uma pemenne P=23 1 =1, y=3, Ounejku equHCTBeHH [Ba CTENICHH HAa OPOjOT 2 KOU
ce pasMKyBaar 3a 2 ce pI —1=2'u pI +1=2°.m

Jlema 4. Papenkata p* +1=2Y kage p>3 u X>1 Hema pemenuja.

Jloxas. Hexa P >3 n X>1. Ke ru pasrieiame clieTHUBE CITy4aH.

Cnyuaj 1. y=2K, k €N. Toram 6pojor 2¥Y —1= 2% _1=4K 1 ¢ nenms co 3, mro
€ IPOTHBPEUHOCT GHIEjKM TO] € €AHAKOB HAa P”, 112 eAMHCTBEH HErOB MPOCT ACITHTEIN ¢
Gpojor p>3.

Cnyuaj 2. X=2k+1, k eN. Toram

P +1=(p+)(pP* L+ p 2 +..+1p+1) = (p+)A=2Y.
Ipuroa Gpojor A e HemapeH u e creneH Ha Opojor 2. 3aroa A=1, nmae X=1, wro e
OPOTUBPEYHOCT.

Cayuaj 3. y=2k+1 x=2l,k1eN. Bpojor p e ox obmmk pP=4mzl, xane

MmeN. 3aroa
pX+1=1+1+4m)? =2+-4m+(2)(4m)? +... = 2(mod8),
2Y =22+ = (mod8),

IITO € MPOTUBPEYHOCT. W

Cera ke Iy onpe/ie/luMe pellleHHjaTa Ha JajieHaTa PABEeHKa.
a) Hexa p=2. Papenkara ro 1o61Ba BUIOT:

2*-p@*+)=q"r”.
Bpoesute 2X -1 u 2% +1 ce 3aeMHO TPOCTH M efieH e aenuB co 3. O yCI0BOT jeKa
6pojor (2X —1)(2* +1) mma TouHO aBa pazIMUHK MPOCTH ACIHTEIH CIeIyBa AeKa eIeH

on Gpoesure 2° —1 u 2X+1 e crenen mHa Gpojor 3, Kopucrejku ox nemute 1 u 2 ru
Jo0uBaMe ClieTHUTE pellieHuja Ha JaJieHaTa paBeHKa:

(235211, (253211, (237,321, (27,33L2). (2)

0) Hexa p=3. PaBenkara ro 1o6uBa BUIOT

11
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@ -DE*+)=9"r.

Bpoesure 3 -1 u 3 +1 ce mocnenoBatenHu mapHM GpOEBH, Na 3aTOA HMBHHOT
HAajroJieM 3aeHUYKH JCIUTEN ¢ enqHakoB Ha 2. On yCIOBOT JeKa MPOU3BOAOT HA OBHE
JBa Opoja MMa HajMHOTY J1Ba PA3IMYHU TIPOCTH JCIUTEIH ClIeAyBa eKa eIHHOT OJ] HUB
e creneH Ha Opojot 2. Cera, KOpHUCTEjKU T JieMuTe | u 2 JiecHO qoOuBaMe JeKa euH-
CTBEHU PEIICHHU]ja Ha J[alcHaTa paBeHKa Kaj kou P =3 ce:

(31 2’ 211111 2)1 (3’ 21 211| 2’1)1 (31 21 51 2! 411)1 (31 51 21 2!1 4) ' (3)
B) Hexa p>3 u (p*-1)(p*+1)=qYr’. Enen ox Gpoesure p*-1 u p*+1 e

JIETMEB CO 3, a CEKOj O]l HUB € mapeH 0poj. 3aroa eleH oj OBHE 1Ba 6poja € CTEmeH Ha
6pojorT 2, a enen ¢ o1 BugoT 2-3%. Ox nemure 3 u 4 cneqysa X=1.

Axo p-1= 2y—17 p+1=2-3*, toram 2241=37. Kopucrejku ja nema 2 noou-
pame Y=3,2=1p=5wm y=512=2 p=17, a peniennjara Ha qaneHaTa paBeHKa BO
OBHE CIIy4aH CE:

5,2313D, (532L1L3), (17,2,31,52), (17,32125). 4)

Axo p+1=2Y1 p-1=2.3%, toram 2Y2—-1=3%. Kopucrejku ja nema 1 106u-

Bame Y =4,Z=1 p=7 uBo 0BOj CIy4aj pelIcHUjaTa Ha JaJcHATA PABEHKA CE
(7,2,314,0, (7,3211,4) . (5)
Criopen Toa, paBerkata (1) uma 14 pemenuja (p,Q,r,X,Y,Z) Kou ce aauenu co (2),

(3), @ u (5).

3. Bo tpuaromaukor ABC Baku pemanmjara 2BC = AB+ AC . Jlokaxu neka:

a) Temero A, cpenunure M u N na crpanure AB u AC, nienrapor S Ha Bmu-
maHaTa KpykHuia u nenrapor O Ha onuIIaHaTa KpY>KHHIA TIPUIalaaT Ha UCTa KPYkK-
Huna K. .

0) IpaBara TS, kame T e texwumrero Ha Tpuaronaukor ABC e rtanrenra Ha
KpyxHuuara K.

Pemenne. I'u BoBenyBame osnakute: a=BC,b=CA c=AB,P e nnomrunara na
tpuaronuukor BAC, R u I ce coo[BETHO pajuycuTe Ha ONMUINAHATA U BIIMIIAHATA
kpyxuuia Ha Tpuarosaukor ABC, D e nomupHara Touka Ha BIUMIIAHATA KPYIKHUIA U
crpanara AB, Q e cpenunara na orceukara AO (Buau UpTeK) u

5= k= [3(3—c)(@c—h) = \30bc—9b2 —9c? .
Criopes yc0BOT Ha 3aga4aTa Baku 2a =0+ C. [ToGHaramy, no6uBame

P=s(s-a)(s-b)(5-c) = &ick, R=i—b£=27b°, r=2ic =1

AD = btc—a _ b+c OM 2 _ c? (c(sb 30))2
2 4

12
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Jla 3a6enexu neka, ako 5b=3c, Toram b=3c, az‘g‘c , TIa CJIelyBa c?=a +b2, T.

xBCA=90°. Axo 5b>3c, Toram b>%c,a>4

EC’ na cieayBa 02

<a2+b2, T.

ABCA<90°, a Toukure C u O ce ox ucra crpana Ha mpasatra AB. Axo Bbh<3c,
toram Toukute O u C ce oj pasnuunu ctpanu Ha npasara AB.

Jla BoBememe mpaBoarosien koopaunarten cucteM takoB mro A(0,0), B(c,0) u

Yc >0, kazge co Yc € O3HauyeHa Y—KOOpAMHATATA HAa TOYKaTa C . lonaramy, ecHO
nobuBame:

C(3b2+3c —2bc b+ck) M(C,O) D(b+c 0) S(b+c k)

5b 3 5b 3(: 3b%+11c2-2bc b
0, %), Q(E, B, TR e bick)
a) bunmejku ON J_AN nu OM _LAM

, 3aKiydyBame neka toukare M u N mpu-
naraat Ha kpyxnunara K co gujamerap AO . Bugejku

SA% +S0% —OA? =x¢ + Y& +(Xs —%0)* +(¥s —Yo)* — X - ¥
=2Xs (X5 —X0) +2¥s(Ys — Yo)
zﬂ(ﬂ_£)+K(12 5b-— 3Cc)

_b>—c?  k® . 3c’-5hc
R AT

=2 (9b* —9¢? +30bc —9b? —9c? +18¢% —30bc) =0,
3aKIIydyBaMe JieKa ToukaTa S mpumara Ha KpyxHunara K.

0) Llenrapor Ha kpyxuunata K e toukata Q. bunejku

ST2+8Q% -TQ? = (xr —Xs)* +(¥r —¥s)* +(Xg —%s)* + (Yo - ¥s)* —
(g —¥r)? = (g ~yr)?
=2(Xs —Xq)(Xs —Xr)+2(Ys —Yo)(¥s — ¥r)
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_ b (b+c | 2bc-3p?-11¢? 3c? —5bc _k bt
=5 (O + BT + 25 + 2 520) (5 - 15 5)
_ b(8bc-30*-11c?) L keb(k

48c 12 ¢ ‘2
_ b(b-c)(5c-30) | k(ch)  (c-b)(8c?5be)
- 48¢c 144c 48c
_ b(b-0)(5e-30) | (c-b)(15be-9b?)
- 48c 144c
_ b(b-c)(5c-30) _ 3b(b-c)(5c-3b) _
- 48c 144c R
ma3aroa 1S 1 SQ, T.e. mpaBata TS e tanrenTa Ha Kpyxuunata K.

+ 3c? —5b<:)
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