O poligonima kojima su sve stranice jednake i svi kutovi jednaki
Studenti matematike i informatike', Rijeka

Najprije ¢emo ponoviti neke Cinjenice poznate iz osnovne Skole.
Promotrimo sliku 1.

O ¥

B, B,

B, Bs
Slika 1.

Svaki od nacrtanih peterokuta ima sve stranice jednake i sve (unutarnje) kutove
jednake. Lako je zakljuciti da se svakom od njih moZe opisati i upisati kruznica i da
je srediste tih kruZnica tocka u kojoj se sijeku simetrale kutova. Naime, lako se vidi
sukladnost odgovarajucih trokuta, tj. da je

AS1A1A; = AS1A2A3 = AS 1A3A, = AS1A4As =2 AS1A5A,
AS;B By = AS»ByB3 = AS;B3By = AS;B4Bs =2 AS»BsB).

Na isti nacin se uvida da se svakom poligonu, koji ima sve stranice jednake i sve
kutove jednake, moZe opisati i upisati kruZnica.

Zadrzimo se malo na kruZnici opisanoj peterokutu B;B,B3B4Bs. Tu kruZnicu
obilazimo dva puta iduéi po njoj od vrha B; do vrha Bs. Primijetimo ovdje da je

%:B]SQBQ + %:BQSQB:; + %:B3SZB4 + §ZB4S235 + <)B552B1 =2 puna kuta,

! Rad su napisali studenti matematike i informatike &etvrte godine Filozofskog fakulteta u Rijeci akademske
2006./ 2007. godine: J. Ani¢, A. Bari¢, S. Blaskovi¢, S. Bujaci¢, N. Bukal, M. Jadrié, 1. Janezié¢, A. M. Kuharic,
L. Kumpare, A. Lovrin, A. LuSini, M. Maksimovi¢, K. Morsi, 7. Nacinovi¢, I. Pendi¢, A. Pilipovi¢, M. Sekuli¢,
L. Siméi¢, M. Stanta, A. Svab, S. Vrani¢ i I Zikié.

Clanak je inicirao profesor emeritus M. Radi¢ na Seminaru za diplomski rad.

ES Matematicko-fizicki list, LVIII 2 (2007. — 2008.)



tj.

m<B1S,B; + m<B,S,Bs + mIB3S2Bs + mIB4S,Bs + m<LBsS,B; = 2 - 360°,
gdje slovo m oznacava rije¢ mjera. Zato se kaze da peterokut B|B,B3B4Bs ima kruZnu
opisanost jednaku 2 ili, krace receno, ima 2 opisanost.

Opéenito, za poligon A; ...A, s n vrhova koji ima sve stranice jednake i sve kutove
jednake kaZe se da ima k opisanost ako je
m<lAlSA2 + m<IA2SA3 + ...+ m<IAnSA1 =k- 3600,
gdje S oznacava srediSte kruZnice opisane poligonu Aj ...A,. Evo nekoliko primjera.
Peterokut AjAA3A4As5 na slici 1 ima 1 opisanost. Sedmerokut A;...A7 na slici
2 ima takoder 1 opisanost, dok sedmerokut B;...B7; na toj slici ima 2 opisanost.
Sedmerokut Cj ...C7 na istoj slici ima 3 opisanost.

Slika 2.

Za svaki prirodan broj n > 3 postoji samo jedan poligon s n vrhova kojemu su sve
stranice jednake i svi kutovi jednaki i ima opisanost 1. Taj poligon je konveksan, tj. ima
svojstvo da za svake svoje dvije tocke sadrZi i sve tocke izmedu njih. Svi ostali poligoni
s n vrhova koji imaju sve stranice jednake i sve kutove jednake su nekonveksni i svaki
od njih ima opisanost vecu od 1.

Uobicajeno je da se konveksni poligon koji ima sve stranice jednake i sve kutove
jednake naziva pravilnim poligonom. Mi ¢emo ga ovdje, radi kradeg izraZavanja u
narednom tekstu, zvati pravilnim konveksnim poligonom, a sve ostale poligone koji
imaju jednake stranice i jednake kutove zvat ¢emo pravilnim nekonveksnim poligonima
ili zvjezdolikim pravilnim poligonima.

Dokazat ¢emo da vrijedi ovaj teorem.

Teorem 1. Neka je A;...A, pravilni poligon (konveksan ili nekonveksan) i neka je
s k oznacena njegova opisanost. Tada je

—1
ke{l,Z,...,nz } ako je n neparan broj,

n—

2
ke{l, 2, ..., } ako je n paran broj.

n—

Drugim rijeCima, opisanost poligona A . ..A, ne moZe biti veca od ako je n

n—

neparan broj ili od ako je n paran broj.
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Dokaz. Oznac¢imo s S srediSte kruZnice opisane poligonu A;...A,. Bududi da je k
opisanost poligona Aj ...A, mora vrijediti jednakost
m<fA1SA2 + m%:AZSA3 + ...+ m<IA,1SA1 =k -360°
ili
k- 360°

m<)AISA2 = m%ﬁAzSA3 = ... = m%ﬁAnSAl =

jer su kutovi JA|SAz, <JA2SAs,...,JA,SA; sukladni i svaki ima manje od 180°.
n— =

Dakle, treba pokazati da je k < ako je n neparan i da je k < " ako je n

paran. Dokaz je lagan. Odmah se, naime, vidi da za neparni n vrijede nejednakosti
-1

(” -3600) - n < 180°,
2

n—1

<<1+ 2 )-360°>:n>1800,

jer se mogu napisati u obliku
(n—1)-180° <n-180°, (n+1)-180° > n-180°.

U slucaju kad je n paran imamo jednu nejednakost i jednu jednakost
-2
<” —- 360°) ‘1 < 180°,

_2
<<1+"2 )~360°) -1 = 180°,

koje se mogu pisati u obliku
(n—2)-180° < n-180°, n-180° =n-180°.

Primijetimo ovdje da u slucaju kad je
k = 1+n; , 4. k= g, imamo tzv.

degeneraciju poligona na duzinu. (Vidi sliku ﬁi
3. Tuje A] :A3 = ... :An—l, A2 :A4 =
o=A,) A A
Dakle, i u sluc¢aju kad je n paran ne moZe As "
- n—2
biti k£ > — A1
Sada bi se moglo pomisliti da pravilnih Slika 3.

n-terokuta, tj. pravilnih poligona s n stranica, ima u slucaju kad je n neparan,

-2
odnosno, nT kad je n paran. Ipak nije tako. Na primjer, “dvostruki” pravilni

(jednakostrani¢an) trokut ne smatra se pravilnim Sesterokutom, “dvostruki” pravilni
Cetverokut (kvadrat) ne smatra se pravilnim osmerokutom, itd. Vidi sliku 4.

Da bismo to ispitali koristit éemo neke nazive i Cinjenice koje se odnose na tzv.
relativno proste brojeve. Kao §to znamo, imamo definiciju:

Za dva prirodna broja a i b kaZe se da su relativno prosti i piSe Nzm (a,b) = 1 ako
je najveca zajednicka mjera brojeva a i b jednaka 1. Na primjer, broj 1 je relativno prost
sa svakim prirodnim brojem; broj 2 je relativno prost sa svakim neparnim prirodnim
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brojem. Ako je p prost broj, onda je on relativno prost sa svakim prirodnim brojem koji
je manji od p. Tako je, na primjer, broj 7 relativno prost sa svakim od brojeva 1, 2, 3,
4, 5, 6; broj 8 je relativno prost samo s brojevima 1, 3, 5, 7.

Al A Ay

A, As Ag

A2 A3 A2 A3

As As As A;
Slika 4.

Dokazat ¢emo da vrijedi ovaj teorem.

Teorem 2. Neka je n > 3 bilo koji zadani prirodni broj i neka je s W oznacen broj
svih pravilnih n-terokuta koji nisu viSestruki poligoni s manje od n vrhova.
Tada u slucaju kad je n neparan imamo

-1
W = broj svih onih prirodnih brojeva iz skupa {1, 2,..., & } koji su relativno
prosti s brojem n.
U slucaju kad je n paran imamo
n—2

W = broj svih onih prirodnih brojeva iz skupa {1,2, ceey } koji su relativno

prosti s brojem n.

Dokaz. Podimo od n = 3. Tu je n—1 =1 1 broj 1 je relativno prost s brojem 3.
Dakle, ako je n = 3, opisanost ne moZe biti vec¢a od 1, pa imamo jednakost
m<)EA1SA2 + méiAgSA3 + m<IA3SA1 =1-360°
ili
O+ ¢+ ¢ =360°
1-360°
3

gdje je @ = = 120°. Vidi sliku 5.

Slika 5. Slika 6.
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Sli¢no vrijedi za n = 4, gdje je Ly, Dakle, i za n = 4 ne moZe opisanost

biti veca od 1, pa imamo jednakost
m%ﬁA1SA2 + m%2$A3 + m%ﬁA3SA4 + m<IA4SA1 =1-360°
ili
O+ o+ ¢+ ¢ =360°
1-360°
4

gdje je @ = =90°. Vidi sliku 6.

5_
Za n =5 imamo skup {1,2} jer je

= 2. Tu imamo pravilni peterokut kojemu
je opisanost 1 i pravilni peterokut kojemu je opisanost 2. Naime, tu imamo jednakost
mJA1S14A; + ... + mJAsS1A = 1-360°,
mYB1$2By + ... + m<LBsS,B; =2 - 360°,
ili
Qr+...+@ =1-360° @+...+ @ =2-360°
1-360° ~2-360°

dje j = =72°
gdje je @1 3 » 02 5

= 144°. Vidi sliku 1.

-2
I za n =6 imamo skup {1,2} kaoiza n =25, jer je = 2, ali ovdje broj 2

nije relativno prost s brojem 6. Za k = 1 imamo jednakost
mIA1S1A2 + ...+ mJASIA; = 1-360°,
ili
o1 +...+¢ =1-360°
1-360

gdje je ¢ = & 60°.

Dakle, za kK = 1 dobijemo pravilni Sesterokut kojemu je opisanost 1.
Za k = 2 imamo jednakost
mIB1S2By + ... + mgBeS2B; = 2 - 360°
ili
(2-360O n 2-360° n 2-360") n (2-360o n 2-360° n 2-360°
6 6 6 6 6 6

) =2-360°.

Bududi da je Nzm (2,6) = 2, gornju jednakost moZemo pisati i u obliku

360° " 360° " 360° 360° n 360° n 360°
3 3 3 3 3 3

>23m°
ili
(@+o+¢)+(@+¢+¢)=2-360°
2.360°

gdje je ¢ = = 120°.

Vidi sliku 7. Ako se sumi @ + @ + ¢ doda suma @ + ¢ + ¢ opet se dobije isti
pravilni trokut.
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Uzmimo sada opcenito da je n > 3 bilo B,

koji zadani prirodni broj i da je k bilo B4
koji zadani prirodni broj koji pripada skupu

-1
{1, 2, ..., n2 } ako je n neparan ili

n—2 .
skupu {1, 2, ..., 3 } ako je m paran. °
Ako je Nzm(k,n) = 1 imamo pravilni poligon B
Ay ...A, za koji vrijedi jednakost B, B3
mJA1S1A2 + ... + mA,S1A; = k- 360° Bs 6
ili Slika 7.
k- 360° k - 360°
+...F =k -360°.
n

U tom slucaju poligon A;...A, ima k opisanost.

Ako je Nzm(k,n) = d, gdje je d > 1, imamo poligon B;...B, za koji vrijedi
jednakost
k- 360° k- 360°

+...+ =k-360°.
n n
Ta se jednakost moZe pisati u obliku
h-360° h-360°
+...+ =k-360°,
m m
gdje je
k n
h=— = -
a " a

h k
tj. razlomak — je dobiven skradivanjem razlomka — brojem (mjerom) d.
m n

Dobivena jednakost moZe se pisati i u obliku
(h -360° h- 360°> <h -360° h-360°
+ ..+ .

+...+ +...+
m m

>k~360°
m

ili
(h-360°) +...4 (h-360°) = k- 360°,
gdje pribrojnika (k- 360°) ima d, jer je dm = n.
Dakle, poligon B;...B, je u stvari poligon Bj...B, (s m vrhova) koji ima
viSestrukost d, tj. ispisuje se d puta. Tako je, na primjer, poligon B;...Bg u slucaju
kada je n =6 1 k= 2, u stvari dvostruki trokut prikazan na slici 7.

Time je teorem 2 dokazan.
Taj se teorem moZe nadopuniti koristeéi Eulerovu funkciju @, ¢ija definicija glasi:

Definicija. Neka je n bilo koji zadani prirodni broj. Tada je ¢@(n) broj svih prirodnih
brojeva koji su manji od n i relativno prosti s n.

Primjer. ¢(1) =0, ¢(2)=1, ¢(3) =2, ¢(4) =2, ¢(5) =4, ¢(6) =2.

Teorem 3. Neka je n > 3 bilo koji zadani prirodni broj. Broj svih pravilnih poligona

o)
.

s n vrhova jednak je
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Dokaz. Da se dokaz ne bi ucinio preteSkim, najprije ¢emo razmotriti dva primjera.

: = 4. Nije
tesko vidjeti da se u svakom od skupova {1,2,3,4} i {5,6,7,8} nalazi jednak broj
prirodnih brojeva koji su relativno prosti s brojem 9. U prvom skupu to su brojevi 1, 2,
4, au drugom 5, 7, 8. Za svaki broj k iz prvog skupa koji je relativno prost s brojem 9
dobije se broj 9 — k koji pripada drugom skupu i relativno je prost s 9. Tako su 9 — 1,
9 —2, 9 —4 brojevi iz drugog skupa koji su relativno prosti s brojem 9.

Uzmimo najprije da je n neparan broj, recimo n = 9. Tada je -

Vrijedi i obratno, tj. za svaki broj [ iz drugog skupa, koji je relativno prost s brojem
9, postoji broj 9 — [ iz prvog skupa koji je relativno prost s brojem 9. Tako je 9 — 5
broj iz prvog, a 5 broj iz drugog skupa.

Uzmimo sada da je n paran broj, recimo n = 10. Tada je A 4, pa imamo
skupove {1,2,3,4} i {5,6,7,8,9}. MoZemo uoditi da izmedu brojeva iz prvog skupa
koji su relativno prosti s brojem 10 i brojeva iz drugog skupa koji su relativno prosti s
brojem 10 postoji obostrano jednoznacno pridruZivanje:

1—-10-1, 3—10-3,
9—-10-9, 7—-10-7.
Dakle, da bismo dokazali teorem 3 dovoljno je dokazati da vrijede sljedece dvije
tvrdnje:
(1) U svakom od skupova
{1,2,...,m}, {m+1,m+2,...,2m},

kojima su elementi prirodni brojevi, ima jednak broj onih koji su relativno prosti s
brojem 2m + 1.

(2) U svakom od skupova
{1,2,...,m}, {m—+1,m+2,....2m2m+ 1},
kojima su elementi prirodni brojevi, ima jednak broj onih koji su relativno prosti s
brojem 2m + 2.
Te se tvrdnje lako povezuju s prethodna dva primjera. Naime, prva tvrdnja se odnosi

n—1 . . S n—2
, a druga tvrdnja se odnosi na parni n i tu je m = 7

na neparni n i tu je m =

Za prvu tvrdnju dovoljno je pokazati da vrijedi ekvivalencija
Nzm(k,2m+1) =d <= Nzm(2m+1—k,2m+1)=d.
A to je lako, jer iz
k=pd, 2m—+1=qd
slijedi jednakost
2m+1—k=(q—p)d.
Dakle svaka zajedni¢ka mjera od k i 2m + 1 je i mjera od 2m + 1 — k. I obrnuto
vrijedi, jer iz
k=ad, 2m+1—k=>bd
2m+1=(a+b)d.
Dakle, svaka zajednicka mjera od k i 2m + 1 — k je i mjera od 2m + 1.
Na isti na¢in moZe se zakljuciti da vrijedi i druga tvrdnja koja se odnosi na parni .
Preporucujemo ucenicima da obrate pozornost na vjezbe koje slijede.
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Zadaci

1. Neka je n = 8. Nacrtaj pravilne osmerokute koji se dobiju za k=11 k = 3. Sto
se dobije za k = 2? Nacrtaj.

2. Neka je n = 12. Nacrtaj pravilne dvanaesterokute za k = 1 i k = 5. Sto se dobije
za k=2, k=3, k=47 Nacrtaj.

3. Neka je n = 21 Uvjeri se da se za k = 6 dobije dvostruki pravilni sedmerokut
koji ima 2 opisanost. Sto se dobije za k =97

4. Zbroj kutova pravilnog poligona
A ...A, koji ima opisanost k jednaka je

(n—2k) - 180°.

DokaZzi!

Uputa. Vidi sliku 8 za slucaj kada je n =5
i k= 2. Vrijede jednakosti

5o =5(180° — @) = 5 180° — 5¢

2 -360°
=5-180°—2-360° (jerje ¢ = 5 )
=5-180° —4-180°
=(5-4)-180°. Slika 8.

5. Ako je n neparan broj veéi od 1, onda je n-
Dokazi!

relativno prosti s brojem n.

Uputa. Neka je m prirodan broj takav da je n = 2m + 1. Tada je L —m

nfl?

6. Koliki je zbroj kutova pravilnog poligona A; ...A, koji ima opisanost

7. Postoji i pravilni poligon A; ...A, koji ima opisanost u slucaju kada je n
paran broj? Navedi primjere ako postoji i primjere gdje ne postoji.

n—2

8. Koliki je zbroj kutova pravilnog poligona A; ...A, koji ima opisanost ?

Pogovor

Dragi ucenici,
vjerujemo da ¢e ovaj ¢lanak biti zanimljiv svima vama koji volite matematiku i uZivate u njenom
otkrivanju i upoznavanju. Takoder, vjerujemo da ¢e mnogi od vas izabrati studij matematike i
biti nase kolege. Mi smo ponosni $to studiramo matematiku, jer je to predmet koji se posebno
cijeni u cijelome svijetu. Odavno se spoznalo da je svijet stvaran po zakonima matematike i
da je matematika jezik kojim govori priroda. Zbog toga je veé odavno matematika nazvana
kraljicom znanosti.

Zelimo vam puno uspjeha u vasem radu i odabiru studija.
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